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Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 


Von Greora Canror in Halle a. d. Saale. 


1. 


In einer, im Borchardt’schen Journale, Bd. 84, pag. 242 
herausgegebenen Abhandlung habe ich fir ein sehr weitreichendes 
Gebiet von geometrischen und arithmetischen, sowohl continuirlichen, 


.wie discontinuirlichen Mannichfaltigkeiten den Nachweis gefiihrt, dass 


sie eindeutig und vollstiindig einer geraden Strecke oder einem discon- 
tinuirlichen Bestandtheile von ihr sich zuordnen lassen. 

Hierdurch gewinnen die letzteren Mannichfaltigkeiten, wir nennen 
sie lineare Punktmannichfaltigkeiten oder ktrzer lineare Punktmengen, 
welche also entweder eine continuirliche, endliche oder unendliche, 
gerade Strecke bilden oder doch mit allen ihren Punkten in einer 
solchen, als Theile enthalten sind, ein besonderes Interesse, und es 
diirfte daher nicht unwerth sein, wenn wir denselben eine Reihe von 
Betrachtungen widmen und zuniichst im Folgenden ihre Classification 
untersuchen wollen. Verschiedene Gesichtspunkte und damit verbundene 
Classificationsprincipien fiihren uns dazu, die linearen Punktmengen 
in gewisse Gruppen zu fassen. Um mit einem dieser Gesichtspunkte 
zu beginnen, erinnern wir an den Begriff der Ableitung einer gegebenen 
Punktmenge P, welcher in einer Arbeit tiber trigonometrische Reihen 
(Math. Annalen, Bd. V, pag. 129) dargelegt worden ist; in dem jiingst 
erschienenen Werke Dini’s (Fondamenti per la teorica d. funzioni d. 
variabili reali, Pisa, 1878) sehen wir diesen Begriff noch weiter ent- 
wickelt, indem er als Ausgangspunkt fiir eine Reihe bemerkenswerther 
Verallgemeinerungen von bekannten analytischen Siitzen genommen 
wird.*) Der Begriff der Ableitung einer gegebenen Mannichfaltigkeit 
ist tibrigens nicht auf die linearen Mannichfaltigkeiten beschrinkt, 
sondern gilt in gleicher Weise auch fiir die ebenen, rdumlichen und 
n-fachen stetigen und unstetigen Mannichfaltigkeiten. Auf ihn wird, 
wie wir spiiter zeigen wollen, die einfachste und zugleich vollstindigste 
Erklirung resp. Bestimmung eines Continuums gegriiudet. 


*) Man vergleiche auch: Ascoli, Nuove richerche sulla serie di Fourier, 
Reale Academia dei Lincei (1877— 78) 


Mathematische Annalen, XV. 1 
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Die Ableitung P’ einer linearen Punktmenge P ist niimlich die 
Mannichfaltigkeit aller derjenigen Punkte, welche die Eigenschaft eines 
Grenzpunktes von P besitzen, wobei es nicht darauf ankommt, ob der 
Grenzpunkt zugleich ein Punkt von P ist oder nicht. 


Da hiernach die Ableitung einer Punktmenge P wieder eine be- 
stimmte Punktmenge P’ ist, so kann auch von dieser die Ableitung 
gesucht werden, welche alsdann zweite Ableitung von P genannt und 
mit P” bezeichnet wird; durch eine Fortsetzung dieses Verfahrens er- 
halt man die v Ableitung von P, welche mit P bezeichnet wird. 

Hier kann es nun vorkommen, dass der Progress der Ableitungen 
P’, P’,--+ zu einer Ableitupg P™ fiihrt, welche aus Punkten besteht, 
die in jedem endlichen Bereiche nur in endlicher Anzab! vorkommen, 
so dass P™ keine Grenzpunkte und folglich auch keine Ableitung hat; 
in diesem Falle sagen wir von der Punktmenge P, dass sie von der 
ersten Gattung und von der n'** Art sei. Bricht aber die Reihe der 
Ableitungen von P, die Reihe P’, P”, P’”,--- P,--+ nicht ab, so 
‘sagen wir, dass die Punktmenge P von der zweiten Gattung sei. 

Leicht erkennt man hieraus, dass wenn P von der ersten Gattung 
und n'* Art ist, alsdann auch P’, P”, P” --- zur ersten Gattung 
gehdren und dabei resp. von der »—1', n—2', n—3t... Art 
sind, dass ferner, wenn P zur zweiten Gattung gehdrt, ein gleiches 
auch von allen ihren Ableitungen P’, P” - - - gilt. Bemerkenswerth 
ist ferner, dass alle Punkte von P”, P” --- auch immer Punkte von 
P’ sind, wihrend ein zu P’ gehoriger Punkt nicht nothwendig auch 
ein solcher von P ist. 

Weiter ‘ergeben sich wichtige Charaktere einer Punktmenge P, 
wenn ihr Verhalten zu einem gegebenen, continuirlichen Intervall 
(a -- + B), (dessen Endpunkte wir als ihm zugehérig ansehen) ins Auge 
gefasst wird. Hier kann es vorkommen, dass einzelne oder auch alle 
Punkte dieses Intervalles zugleich Punkte von P sind, oder auch dass 
kein Punkt von (@--- 8) Punkt von P ist; im letzteren Fall sagen 
wir, dass P ganz ausserhalb des Intervalles (a@--- 8) liegt. Liegt P 
theilweise oder ganz im Intervalle (@ --- 8), so kann der bemerkens- 
werthe Fall eintreten, dass jedes noch so kleine in (a - - - B) enthaltene 
Intervall (y---0) Punkte von P enthilt. In,einem solchen Falle 
wollen wir sagen, dass P im Intervalle (a --- p) tberall-dicht sei. 
Beispiele von solchen im Intervall (a@---£) dberall-dichten Punkt- 
mengen sind: 1) Jede Punktmenge, zu welcher alle Punkte des Inter- 
valles (a --- 8) als Elemente mitgehdren, 2) die Punktmenge, welche 
aus allen denjenigen Punkten des Intervalles (@ --- 6) besteht, deren 
Abscissen rationale Zahlen sind, 3) die Punktmenge, welche aus allen 
denjenigen Punkten des Intervalles (« ---.£B) besteht, deren Abscissen 
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rationale Zahlen der Form 2"+! (wo m und m ganze, rationale 


gm 
Zahlen) sind. 

Aus dieser Erklirung des Ausdruckes ,,iiberall-dicht in einem ge- 
gebenen Intervalle“ folgt, dass wenn eine Punktmenge in einem Inter- 
valle (a - ++ B) nicht iiberall-dicht ist, ein in jenem enthaltenes Inter- 
vall (y---0) nothwendig existiren muss, in welchem kein einziger 
Punkt von P liegt. Ferner lisst sich zeigen, dass wenn P im Inter- 
vall (@ - + - B) tiberall-dicht ist, alsdann von P’ nicht nur ein Gleiches 
gilt, sondern dass auch P’ alle Punkte des Intervalles (@ .- - 8) zu den 
ihren hat. Diese Eigenschaft von P’ liesse sich auch zum Ausgangs- 
punkte der Erklirung des Ueberall-dicht-seins in einem Intervalle 
nehmen, indem man sagen kann: eine Punktmenge P wird in einem 
Intervalle («---+ 8) dberall-dicht genannt, wenn ihre Ableitung P’ 
alle Punkte von (@--- 6) als Elemente enthilt. 

Ist P dberall-dicht in einem Intervalle (@-- +B), so ist P auch 
tiberall-dicht in jedem andern Intervalle (@’--- p’), welches in jenem 
Intervalle enthalten ist. 

Kine in einem Intervalle (« --- 8) déberall-dichte Punktmenge P 
ist nothwendig von der zweiten Gattung; denn auch P’ und daher 
auch P”, P’’,--- sind alsdann im Intervalle (@ - - +B) dberall-dicht, 
dieser Progress der Ableitungen von P ist daher ein unbegrenzter, 
d. h. P gehdrt der zweiten Gattung an. 

Daraus ziehen wir den Schluss, dass eine Punktmenge P der 
ersten Gattung im irgend einem vorgegebenen Intervalle (« - - - 8) sicher 
nicht iiberall-dicht ist, dass folglich immer innerhalb (a --- 8) ein 
Intervall (y---6) gefunden werden kann, welches keinen einzigen 
Punkt von P enthiilt. 

Ob nun auch umgekehrt jede Punktmenge der zweiten Gattung so 
beschaffen ist, dass ein Intervall (a@---£) existirt, in welchem sie 
tiberall-dicht ist, diese Frage wird uns spiiter beschiiftigen. 

Wir kommen nun zu einem ganz andern, nicht weniger bedeu- 
tungsvollen Hintheilungsgrunde fiir lineare Punktmannichfaltigkeiten, 
nimlich zu ihrer Méchtigkeit. 

In der oben angefiihrten Abhandlung*) haben wir allgemein von 
zwei geometrischen, arithmetischen oder irgend einem andern, scharf 
ausgebildeten Begrifisgebiete angehérigen Mannichfaltigkeiten M und 
N gesagt, dass sie gleiche Mdchtigkeit haben, wenn man im Stande 
ist, sie nach irgend einem bestimmten Gesetze so einander zuzuordnen, 
dass zu jedem Elemente von M ein Element von N und auch um- 
gekehrt zu jedem Elemente von N ein Klement von M gehirt. 


*) Borchardt’s Journal, Bd. 84, pag. 242. 
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Je nachdem nun zwei Mannichfaltigkeiten von gleicher oder ver- 
schiedener Miachtigkeit sind, kénnen sie einer und derselben Classe 
oder verschiedenen Classen zugetheilt werden. Diese allgemeinen 
Regelu lassen sich nun im Besondern auf die linearen Punktmengen 
anwenden und es zerfallen daher dieselben in bestimmte Classen; die 
Punktmengen einer Classe sind alle von gleicher Miichtigkeit, dagegen 
Punktmengen, welche verschiedenen Klassen zugetheilt sind, verschie- 
dene Michtigkeit haben. 

Jede specielle Punktmenge kann als Reprdsentant derjenigen Classe 
betrachtet werden, in welche sie gehdrt. 

In erster Linie bietet sich hier die Classe der in’s Unendliche ab- 
ciihlbaren Punktmengen dar, d. h. diejenigen Punktmengen, welche 
mit der natiirlichen Zahlenreihe: 1,2,3,...,v,...gleiche Michtig- 
keit haben und sich also in der Form einer einfach unendlichen Reihe, 
mit einem allgemeinen von » abhiangigen Gliede, vorstellen lassen. 
In diese Classe gehéren beispielsweise alle Punktmengen der ersten 
Gattung; aber auch viele Punktmengen der zweiten Gattung fallen in 
diese Classe, wie beispielsweise: 1) die Punktmenge, welche aus allen 
Punkten eines Intervalles besteht, deren Abscissen rationale Zahlen 
sind*), 2) die Punktmenge, welche aus allen Punkten eines Inter- 
valles besteht, deren Abscissen algebraische Zahlen sind**). 

Sodann tritt uns diejenige Classe linearer Punktmengen entgegen, 
als deren Reprisentant wir ein beliebiges stetiges Intervall, z. B. die 
Menge aller Punkte betrachten, deren Abscissen >0 und <1 sind. 

In diese Classe gehéren beispielsweise : 

1) Jedes stetige Intervall (a... B). 

2) Jede Punktmenge, die aus mehreren getrennten, stetigen Inter- 
vallen (a... B), (a... 6’), (@’ ... B’)..., in endlicher oder unend- 
licher Anzahl besteht. 

3) Jede Punktmenge, welche aus einem stetigen Intervalle da- 
durch hervorgeht, dass man eine endliche oder abzihlbar wnendliche 
Mannichfaltigkeit von Punkten @,, @,,..., @,,...daraus entfernt***). 

Ob diese beiden Classen die einzigen sind, in welche die linearen 
Punktmengen zerfallen, soll hier zunachst noch nicht untersucht werden ; 
dagegen wollen wir den Nachweis fiihren, dass dieselben in Wirklich- 
keit verschiedene Classen sind; um dies zu beweisen ist zu zeigen 
néthig, dass irgend zwei Repriisentanten dieser beiden Classen sich 
nicht eindeutig und vollstiindig einander zuordnen lassen. 

Als Repriisentanten der zweiten Classe wiihlen wir auch hier 


*) Man vergl. Borchardt’s Journal, Bd. 84, pag. 250. 
*t) Man vergl. Borchardt’s Journal, Bd, 77, pag. 258. 
***) Man vergl. Borchardt’s Journal, Bd. 84, pag. 254. 
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das stetige Intervall (0... 1); wiirde diese Mannichfaltigkeit zugleich 
in die erste Classe gehéren, so miisste eine einfach unendliche Keihe 


1) Moy-- ey yy. as 


existiren, die aus allen reellen Zahlen >0 und <1 besteht, so dass 
jede soleche Zahl € an einer bestimmten Stelle in jener Reihe vor- 
handen wire. Dem widerspricht aber ein sehr allgemeiner Satz, 
welchen wir in Borchardt’s Journal, Bd. 77, pag. 260, mit aller 
Strenge bewiesen haben, niimlich der folgende Satz: 

»Hat man eine einfach unendliche Reihe 

a ee 

von reellen, ungleichen Zahlen, die nach irgend cinem Gesetz fortschreiten, 
so liisst sich in jedem vorgegebenen Intervalle (a... B) eine Zahl y 
(und folglich lassen sich deren unendlich viele) angeben, welche nicht 
in jener Reihe (als Glied derselben) vorkommt. 

In Anbetracht des grossen Interesses, welches sich an diesen Satz, 
nicht blos bei der gegenwirtigen Erérterung, sondern auch in vielen 
anderen sowohl arithmetischen, wie analytischen Beziehungen, kniipft, 
diirfte es nicht iiberfliissig sein, wenn wir die dort befolgte Beweis- 
fiihrung, unter Anwendung vereinfachender Modificationen, hier deut- 
licher entwickeln. 

Unter Zugrundelegung der Reihe: 

G1) Dy, - +, Dyy.--, 
(welcher wir das Zeichen (@) beilegen) und eines beliebigen Inter- 
valles («@... 8), wo a < B ist, soll also nun gezeigt werden, dass in 
diesem Intervalle eine reelie Zahl » gefunden werden kann, welche in 
(@) nicht vorkommt. 

1. Wir bemerken zunichst, dass wenn unsre Mannichfaltigkeit 
(@) in dem Intervall (@ ... 6) nicht iiberall-dicht ist, innerhalb dieses 
Intervalles ein anderes (y...0) vorhanden sein muss, dessen Zahlen 
simmtlich nicht zu (@) gehéren; man kann alsdann fiir 9 irgend eine 
Zahl des Intervalls (y ...0) wihlen, sie liegt im Intervalle (@... B) 
und kommt sicher in unsrer Reihe (@) nicht vor.. Dieser Fall bietet 
daher keinerlei besondere Umstiinde; und wir kénnen zu dem schwie- 
rigeren itibergehen. 

Il. Die Mannichfaltigkeit (@) sei im Intervalle (a... 8) déberall- 
dicht. In diesem Falle enthilt jedes, noch so kleine in (a...) ge- 
legene Intervall (y...0) Zahlen unserer Reihe (@). Um zu zeigen, 
dass nichtsdestoweniger Zahlen y im Intervalle (a...) existiren, 
welche in (@) nicht vorkommen, stellen wir die folgende Betrachtung an. 

Da in unserer Reihe: 


1 Gq, 200) Dy... 
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sicher Zahlen innerhalb des Intervalls (@ ... £8) vorkommen, so muss 
eine von diesen Zahlen den kleinsten Index haben, sie sei @,,, und eine 
andere: @,, mit dem niichst grésseren Index behaftet sein. 

Die kleinere der beiden Zahlen @,,, @,, werde mit a’, die gréssere 
mit £ bezeichnet. (Ihre Gleichheit ist ausgeschlossen, weil wir voraus- 
setzten, dass unsere Reihe aus lauter ungleichen Zahlen besteht.) 

Es ist alsdann der Definition nach: 

aca <p<B, 
ferner: 
%, <5 

und ausserdem ist zu bemerken, dass alle Zahlen @, unserer Leihe, 
fiir welche w < x, nicht im Innern des Intervalls (@’ .. . 6’) liegen, wie 
aus der Bestimmung der Zahlen @,,, @,, sofort erhellt. Ganz ebenso 
mogen @,,, @,, die beiden mit den kleinsten Indices versehenen Zahlen 
unserer Reihen sein, welche in das Innere des Intervalls (a... B’) 
fallen und die kleinere der Zahlen @,,, @,, werde mit «”, die gréssere 
mit B” bezeichnet. 

Man hat alsdann: 

aca <p <B, 
hy < hy i, 
und mau erkenut, dass alle Zahlen , unserer Reihe, fiir welche 
<x, nicht in das Innere des Intervalls (@” ... 8”) fallen. 

Nachdem man unter Befolgung des gleichen Gesetzes zu einem 
Intervall (a°—», ... B°-») gelangt ist, ergiebt sich das folgende Intervall 
dadurch aus demselben, dass man die beiden ersten (d. h. mit niedrigsten 
Indices versehenen) Zahlen unserer Reihe (@) aufstellt (sie seien @,,, , 
und @,,,), welche in das Innere von (@’— ... B°—) fallen; die kleinere 
dieser beiden Zahlen wird mit «, die gréssere mit A! bezeichnet. 

Das Intervall (a... B®) liegt alsdann im Innern aller voran- 
gegangenen Intervalle und hat zu unserer Reihe (@) die eigenthiimliche 
Beziehung, dass alle Zahlen ,, fiir welche uw < x2,, sicher nicht in 
seinem Innern liegen. Da offenbar: 


x < Xy ae Xs <.- +> M2 < Hai < Heyy ++ 
und diese Zahlen, als Indices, ganze Zahlen sind, so ist: 


%e2y > 20, 
und daher: 


Vv < Mey ; 
wir kénnen daher, und dies ist fiir das Folgende ausreichend, gewiss 
sagen: 
Dass, wenn v eine beliebige ganze Zahl ist, die Grisse , ausser- 
halb des Intervalls (a ... B) liegt. 
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Da die Zahlen a’, a”, a’, ..., &”,... ihrer Grosse nach foré- 
wihrend wachsen, dabei jedoch im Intervalle (@... 8) eingeschlossen 
sind, so haben sie, nach einem bekannten Fundamentalsatze der Gréssen- 
lehre, eine Grenze, die wir mit A bezeichnen, so dass: 


A = Lim a) fiir v = oo. 


Kin Gleiches gilt fiir die Zahlen p’, 6”, B’’,..., B,---, welche fort- 
wihrend abnehmen und dabei ebenfalls im Intervalle (« ... 6) liegen; 
wir nennen ihre Grenze B, so dass: 


B = Lim p™ fiir v = oo. 
Man hat offenbar: 
a” < A < B < B. 


Es ist aber leicht zu sehen, dass der Fall A < B hier nicht vor- 
kommen kann; da sonst jede Zahl w, unserer Reihe ausserhalb des 
lutervalles (4... B) liegen wiirde, indem @, ausserhalb des Intervalls 
(a)... B) gelegen ist; unsere Reihe (@) wiire im Intervall (@ .. . 6) 
nicht iiberalldicht, gegen die Voraussetzung. 

Es bleibt daher nur der Fall A = B iibrig und es zeigt sich nun, 
dass die Zahl: 

n=A=B 
in unserer Reihe (@) nicht vorkommt. 

Denn, wiirde sie ein Glied unserer Keihe sein, etwa das v'*, so 
hatte man: 4 = @,. 

Die leiztere Gleichung ist aber fiir keinen Werth von v méglich, 
weil 4 im Innern des Intervalls (@” ... 6), @, aber ausserhalb 
desselben liegt. 


Halle a. d.8., im Januar 1879. (Fortsetzung folgt.) 











Ueber unendlich-vieldeutige geometrische Aufgaben , 
insbesondere tiber die Schliessungsprobleme. 


Von A. Hurwirz in Hildesheim. 


Es giebt in der Geometrie eine grosse Anzahl] von Sitzen, die 
aussagen, dass ein gewisses Ereigniss unendlich oft Statt hat, sobald 
es nur ein Mal oder endlich oft eintritt. 

Schon die dussere Form dieser Siitze weist auf den Zusammenhang 
hin, in welchem dieselben mit jenem Fundamentalsatze der Algebra 
stehen, dass eine Gleichung mit einer Unbekannten, die mehr Wurzeln 
hat als ihr Grad angiebt, unzahlig viele Wurzeln besitzt, indem sie 
durch jeden Werth der Unbekannten befriedigt wird. 

In der That zieht man aus diesem Satze sofort die Folgerung: 

Kann man bei einer, im Allgemeinen n-deutigen Aufgabe, deren 
Lisungen durch die Wurzeln einer Gleichung n‘™ Grades bestimmt 
werden kinnen, im speciellen Falle mehr als n Lisungen nachweisen, 
so hat sie in diesem Falle unzihlig viele Lisungen.*) 

Fiir die von uns zu gebenden Anwendungen dieses Kriteriums auf 
geometrische Aufgaben, ist es zweckmiissig dasselbe in folgende speciellere 
Fassung zu bringen: 

»Lindet zwischen den Elementen einer einstufigen rationalen Mannig- 
faltigkeit, 2. B. den Punkten einer rationalen Curve, eine (algebraische) 


Correspondenz (m,n) Statt — eine Correspondenz, vermige welcher 
jedem Elemente P n Elemente P’ und einem Elemente P’ m Elemente 
P entsprechen — und lassen sich bei dieser Correspondenz mehr als 


(m + n) Coincidenzen aufweisen, d. h. Elemente, in denen zwei einander 
entsprechende Elemente zusammenfallen, so hat -die Correspondenz un- 
endlich viele solcher Elemente, und zwar ist jedes Element Coincidenz- 
element. 
Zu letzterem Schlusse, dass jedes Element Coincidenzelement ist, 
berechtigt uns der Umstand, dass die Gleichung, welche die Coi- cidenzen 
‘ 


*) Vgl. Schubert, diese Annalen Bd. X. ,,Beitriige etc.“ den als Princip 
von der Erhaltung der Anzahl bezeichneten Satz. 
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der betreffenden Correspondenz bestimmt, unter der gemachten Voraus- 
setzung, durch jeden Werth der Unbekannten befriedigt wird. 

Ist die Correspondenz (m, n), welche mehr als (m + m) Coinci- 
denzen hat, eine symmetrische (wie z. B. simmtliche weiter unten 
zu betrachtende Correspondenzen), so bemerkt man leicht, dass dann 
jedes Element mit mindestens zwei der ihm entsprechenden Elemente 
zusammenfiallt. 

Wir wenden nun den so eben aufgestellten Satz auf die Schliessungs- 
probleme an, und werden sehen, dass sich die bei letzteren auftretenden 
merkw‘irdigen Siaitze mit grosser Leichtigkeit dabei ergeben. 

I. Ks mégen zwei Kreise M, und M, gegeben sein, und es liege, 
der leichteren Anschauung wegen, M, in M,. Es giebt nun unendlich 
viele Kreise, welche, im Zwischenraum von M, ‘und M, liegend, diese 
Kreise beriihren. Nehmen wir einen derselben — er mége M, in 
P, beriihren — und construiren wir, von ihm als erstem ausgel.end, 
eine Reihe von Kreisen, von denen jeder den vorhergehenden und die 
beiden festen Kreise M, und M, beriihrt! 

Der (n + 1)*'° Kreis der Reihe beriihre M, in P,+1; soll derselbe 
mit dem Ausgangskreis zusammenfallen, so muss P, mit P,+1 coin- 
cidiren. 

P41 lassen wir daher dem Punkte P, entsprechen. Alsdann . 
haben wir auf M, eine symmetrische (2,2) Correspondenz. (Es ist 
hier néthig zu wissen, dass die Beriihrungspunkte von M, mit den 
beiden, einen Kreis der construirten Reihe auf der einen und der 
andern Seite beriihrenden Kreisen, die ausserdem auch M, und MU, 
beriihren, durch eine quadratische Gleichung gefunden werden, um 
streng schliessen zu kénnen, dass unsere Correspondenz wirklich eine 
algebraische (2, 2) Correspondenz ist.) 

Im Allgemeinen giebt es also 4 Coincidenzstellen. 

Diese brauchen wir fiir unseren Zweck gar nicht aufzusuchen ; 
wir kénnen so fortfahren: 

Schliesst sich eine solche Reihe von Kreisen dadurch, dass der 
n Kreis den ersten, Ausgangskreis wieder beriihrt, so hat unsere 
Correspondenz 2” Coincidenzpunkte, indem der Beriihrungspunkt eines 
jeden Kreises der Reihe mit M, ein zweifacher Coincidenzpunkt ist. 

Sobald daher 2” > 4 oder nm > 2 ist, muss nach unserm Satze 
jeder Punkt des Kreises M, ein (zweifacher) Coincidenzpunkt sein. 

Es ist klar, dass es fiir obige Deduction unwesentlich ist, ob UM, 
in M, liegt, oder ob diese Kreise irgend welche andere Lage zu ein- 
ander einnehmen. , 

Wir kénnen somit folgenden Satz aussprechen: 

»Liegen 2 Kreise M, und M, so, dass Eine Reihe von Kreisen 
existirt, welche M, und M, beriihren und von denen jeder den vorher- 
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gehenden, der erste den letzten, beriihrt, so giebt es unendlich viele 
solcher Kreisreihen, und der Ausgangskreis kann unter den M, und M, 
beriihrenden Kreisen willkiirlich ausgewdhlt werden.“*) 

Il. K, und K, seien zwei Kegelschnitte. Von einem Punkte P, 
des Kegelschnitts K, ausgehend, kann man durch fortgesetztes Tangenten- 
ziehen an K, ein (n+ 1)-Eck P, P,... P41 construiren, dessen 
Ecken P simmtlich auf dem Kegelschnitte K, liegen und dessen Seiten, 
mit Ausnahme der letzten, Pi: P,, den Kegelschnitt K, beriihren. 

Dieses (n + 1)-Eck geht in ein, K, ein- und K, umbeschriebenes, 
n-Eck iiber, wenn der erste Eckpunkt P, desselben mit dem letzten 
P+; cusammeniiaillt. 

Die Correspondenz zwischen Punkten P,, P,4: ist eine (sym- 
metrische) (2, 2) Correspondenz; sie hat also im Allgemeinen 4 Coinci- 
denzen. 

Es zeigt sich nun bei naherer Untersuchung, dass die durch diese 
4 Coincidenzstellen gelieferten geschlossenen Polygone uneigentliche 
Polygone sind. 

Ist naimlich » eine gerade Zahl, so construire man ein *+ ® Eck, 


A, A,...Ante2, dessen erste Ecke A, einer der gemeinschaftlichen 
2 


Punkte von K, und K, ist, dessen andere Ecken simmtlich auf K, 
liegen und dessen Seiten bis auf die letzte, A,+. A,, Tangenten von 
K, sind. : 

Betrachtet man nun den letzten Eckpunkt, A,+2, dieses ats - Ecks 

2 

als Punkt P,, so sieht man sofort, dass derselbe mit einem der beiden 
ihm entsprechenden Punkte P,,, zusammenfiallt. Jeder der 4 gemein- 
schaftlichen Punkte liefert so einen Coincidenzpunkt der Correspondenz. 

In ahnlicher Weise zeigt sich, dass bei ungeradem n, die 4 gemein- 
schaftlichen Tangenten von K, und K, die 4 Coincidenzen veranlassen. 

Existirt nun ein wirkliches, sich schliessendes, zugleich K, ein- 
und K, umbeschriebenes n-Eck, so ist jede Ecke desselben eine 
2-fache Coincidenz der (2,2) Correspondenz, da sie, als Punkt P, 
oder P,4;, betrachtet, mit ihren beiden Punkten P,4; resp. P, zu- 
sammenfallt. Die (2, 2) Correspondenz hat also in diesem Falle 4 + 2n 
Coincidenzen, daher nach unserem Satze unendlich viele, jeder Punkt 
des Kegelschnitts K, ist (zweifacher) Coincidenzpunkt. Also: 

»Giebt es Ein n-Eck, welches einem Kegelschnitte K, ein- und 
emem andern K, umbeschrieben ist, so giebt es deren unzdhlig viele, 
und jeder Punkt von K, ist Ecke eines solchen n- Ecks.“**) 


*) Steiner, Systematische Entwicklungen etc., im Anhang 
**) Poncelet, Traité des propriétés projectives, Section IV. 
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Auch bei diesem Beispiele hiitten wir nicht néthig gehabt, die in 
jedem Kalle auftretenden 4 Coincidenzen aufzusuchen, da schon allein 
aus der Existenz eines wirklichen, sich schliessenden Polygons gefolgert 
werden kann, dass die betrachtete (2,2) Correspondenz mehr als 4 
Coincidenzen hat. — 

»Giebt es Ein Polygon von ungerader Seitenzahl, welches einem 
Kegelschnitte K, einbeschrieben ist, und dessen Eckpunkte die Pole der 
ihnen gegeniiberliegenden Seiten sind in Beeug auf einen festen Kegel- 
schnitt K,, so giebt es unatihlig viele solcher Polygone von derselben 
Seitenzahl, und jeder Punkt von K, ist Eckpunkt eines derartigen 
Polygons.“ 

Dieser Satz ergiebt sich mittelst unserer Methode fast in derselben 
Weise, wie der Satz der Poncelet’schen Polygone. Er enthilt als 
speciellen Fall das bekannte Theorem in sich, dass einem Kegelschuitte, 
welchem Ein in Bezug auf einen andern Kegelschnitt sich selbst con- 
jugirtes Dreieck einbeschrieben werden kann, unendlich viele solcher 
Dreiecke eingezeichnet werden kéunen. 

Ill. In etwas anderer Weise leitet sich der Satz tiber die Stei- 
ner’schen Polygone her. 

Es liege eine Curve 3'** Ordnung vor. Auf derselben mégen 2 feste 
Punkte P und Q angenommen werden. 

Von einem Punkte 1 der Curve ausgehend, kann man ein ihr 
einbeschriebenes (2m + 1)-Eck 123...(2n-+ 1) construiren, dessen 
Seiten, mit Ausnahme der letzten 1, (2m + 1), abwechselnd durch P 
und Q gehen; 12 durch P, 23 durch Q, 34 durch Pu.s.f.. Fallt 
der Punkt 1 mit dem Punkte 2% -+ 1 zusammen, so haben wir ein 
Steiner’sches Polygon — ein der Curve einbeschriebenes 2n - Kck, 
dessen Seiten abwechselnd durch P und Q gehen. 

Dies fiihrt uns darauf, zwischen den Strahlen des Strahlbiischels 
P eine Correspondenz aufzustellen, so dass dem Strahle P1 der Strahl 
P (2n + 1) entspricht, wo der Punkt 2n + 1 in oben vorgeschriebener 
Weise aus dem Punkte 1 erhalten wird. Es entsteht eine (2, 2) Corre- 
spondenz; also giebt es 4 Coincidenzstrahlen. 

Diese Coincidenzen werden aber im Allgemeinen nur dadurch ein- 
treten, dass der Punkt 2 mit 2m + 1 zusammenfillt, in welchem Falle 
ja auch der Strahl P1 mit dem Strahle P, 2n + 1 coincidirt. 

In der That, da P, 1,2; Q, 2,3; P,3,4;... P, 2n—1, 2n; 
Q,2n,2n-+ 1; je drei Punkte der Curve dritter Ordnung sind, die in 
gerader Linie liegen, so sieht man sofort, dass wenn der Punkt 2 mit 
2n+ 1 zusammenfallt, auch Punkt 3 mit 2n, Punkt 4 mit 2n—1..., 
schliesslich (n+ 1) mit (n-++2) zusammenfallen muss. Folglich werden 
simmtliche 4 Coincidenzen der Correspondenz entweder durch die 4 
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von P oder durch die 4 von Q aus an die Curve gehenden Tangenten 
veranlasst, je nachdem m gerade oder ungerade ist, 

(Ist m gerade, so liegen die Punkte (m + 1) und (n+ 2) mit P 
in gerader Linie, im andern Falle mit (.) 

Tritt es aber Ein Mal ein, dass ein Punkt 1 mit dem zugehiérigen 
Punkte 2x + 1 zusammenfiallt, dass also Ein Steiner’sches Polygon 
existirt, so hat unsere Correspondenz mehr als 4, niimlich 4 + 2n, 
Coincidenzen, und folglich ist dann jeder Strahl ein Coincidenzstrahl 
der Correspondenz, jeder Punkt 1 fallt mit seinem entsprechenden 
Punkte 2m + 1 zusammen. Also: 

»Giebt es fiir 2 Punkte P und Q einer Curve dritter Ordnung Ein 
Steiner’ sches Polygon, so giebt es fiir dieselben unzdhlig viele, jeder 
Punkt der Curve ist Eckpunkt eines solchen Polygons.“*) 

IV. C, sei eine Raumcurve 4'* Ordnung erster Species; s und 6 
zwel Becanten derselben (sie doppelt schneidende Strahlen). Wir wollen 
nun sagen, ein Punkt a der Curve bestimme mit einer Secante der- 
selben einen andern Punkt }, indem wir unter b den vierten Schnitt- 
punkt verstehen, welchen die durch die Secante und a gehende Ebene 
mit der Curve gemein hat. 

Ein beliebiger Punkt 1 der C, bestimmt in diesem Sinne mit der 
Secante s einen Punkt 2, 2 mit der Secante o einen Punkt 3, 3 mit 
s einen Punkt 4, 4 mit o einen Punkt 5 u. s. f. Fillt der, durch 
Fortsetzung dieser Construction erhaltene (2m-+-1)*° Punkt mit dem 
Ausgangspunkt 1 zusammen, so bilden die Punkte 1,2,3...2mn ein 
windschiefes 2n-Eck, welches der C, einbeschrieben ist, und dessen 
unpaare Seiten simmtlich mit der Secante s, dessen paare Seiten mit 
der Secante o in einer Ebene liegen, oder, was dasselbe ist, diese 
Secanten schneiden. 

Betrachten wir nun s als Axe eines Ebenenbiischels und stellen 
in diesem eine Correspondenz auf, so dass einer Ebene s1 eine Ebene 
s,2m-+1 entspricht, wo der Punkt 2n-+ 1 der Curve aus dem Punkte 
1 derselben in der oben vorgeschriebenen Weise gefunden wird, so 
erhalten wir eine symmetrische (2,2) Correspondenz; also im All- 
gemeinen 4 Coincidenzebenen. 

Es zeigt sich aber durch eine ahnliche Betrachtung, wie sie oben 
bei den Steiner’schen Polygonen durchgefiihrt wurde, dass diese 
Coincidenzen entweder durch die 4 durch ‘s oder durch die 4 durch 6 
an die C, gehenden Tangentialebenen (deren Beriihrungspunkte im 
Allgemeinen verschieden sind von den s und C, resp. 6 und C, ge- 


*) Steiner, Crelle’s Journal Bd. 38, Clebsch ibid, Bd. 63, E. Weyr 
daselbst Bd. 71 und Bd. 73. 
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meinschaftlichen Punkten) hervorgerufen werden, und keine sich 
schliessende 2-Ecke liefern. 

Existirt Ein solches, so giebt es unzihlig viele, da unsere Corre- 
spondenz dann mehr als 4, nimlich 4 + 2m Coincidenzen hat. Daher: 

»Griebt es Ein (windschiefes) 2%- Eck, welches einer C, einbeschrieben 
ist und dessen unpaare Seiten stimmtlich eine feste Secante s der C, 
und dessen paare Seiten stimmtlich eine feste Secante 6 der C, schneiden, 
so giebt es unztihlig viele solcher 2n-Ecke.“ 

Beriicksichtigt man noch, dass alle Secanten einer C,, die eine 
feste Secante derselben treffen, eine Regelschaar 2'" Grades bilden, 
so kann man den eben gefundenen Satz auch so aussprechen: 

yi, und R, seien zwei verschiedene durch eine Raumcurve C, 
vierter Ordnung, erster Species, gehende Regelschaaren zweiten Grades. 
Giebt es nun Ein der C, eingeschriebenes 2n-Eck, dessen wnpaare 
Seiten der Regelschaar R,, dessen paare Seiten der Regelschaar R, 
angehiren, so giebt es unaihlig viele solcher 2n-Ecke; jeder Punkt der 
C, ist Eckpunkt Eines 2n-Ecks von genannter Eigenschaft.‘*) 

Es sei nebenbei bemerkt, dass nicht nur aus den Strahlen der 
Regelschaaren R, und R, unter der gemachten Voraussetzung unzihlig 
viele der C, einbeschriebene 2 n-Ecke gebildet werden kénnen, sondern 
auch aus den Strahlen der Leitschaaren R,’ und R,’ von R, resp. R,. 
Dieses erkennt man sofort, wenn man die Ecken eines aus den Strahlen 
von R, und R, gebildeten 2n-Ecks aus einer der Spitzen S der 4 
Kegel 2'* Ordnung, die durch die Raumeurve hindurchgehen, auf 
diese projicirt.. Die Projectionspunkte bilden niimlich ein 2n- Eck, 
dessen Seiten Strahlen von R,’ und R,’ sind. (Dabei ist unter der 
Projection eines Punktes A der C, von einer der Spitzen S aus auf 
die C,, derjenige Punkt A’ zu verstehen, in welchem die Gerade SA 
die Raumeurve, ausser in A, noch trifft.) 

Durch Projection der C, von einem ihrer Punkte aus auf eine 
Ebene entsteht der Satz der Steiner’schen Polygone, durch Projection 
von einer der Spitzen S aus ein Satz, der den der Poncelet’schen 
Polygone als speciellen Fall in sich enthiilt. 

V. Herr Darboux giebt in seinem Buche, ,,Sur une classe 
remarquable de courbes et de surfaces‘ (Gauthiers- Villars, 1873) 
pag. 183 u. ff. mehrere Siitze als Erweiterungen des Poncelet’schen 
Theorems**), Zu derselben Klasse von Siitzen gehért auch der 
von Herrn. Klein im XIV. Bande dieser Annalen pag. 168 bewie- 
sene Satz. 


*) Siehe EK. Weyr, 1. ¢. 
**) Siehe auch Clifford, Proceedings of the London Mathem. Soe. 
Bd. 7, p. 34. 
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Mittelst unserer Methode lassen sich jedoch diese Siatze, wie die- 
jenigen, welche Herr Darboux im Institut vom Mai 1870 mittheilt, 
nicht ohne Weiteres ableiten*). 

Dieses liegt bei den Darboux’schen Siitzen z. B. daran, dass 
bei den zu betrachtenden Correspondenzen Voraussetzungen statt- 
finden, die durch die Anzahl der durch sie bedingten Coincidenzen 
nicht erschépft werden. 

Diese Siitze beziehen sich auf specielle Fille, in denen iiber- 
bestimmte Aufgaben (fiir welche mehr Bedingungen gegeben sind, als 
die zu bestimmenden Stiicke im Allgemeinen gleichzeitig erfiillen kénnen) 
unzihhig viele Lésungen haben. 

Um solche Siitze mittelst unseres Kriteriums zu beweisen, hat 
man folgendes Verfahren einzuhalten, welehes in vielen Fillen zum 
Ziele fiihrt. 

Aus den Bedingungen der Aufgabe greife man so viele heraus, 
als fiir sich genommen eine, im Allgemeinen, endlich-deutige Auf- 
gabe bestimmen. Nun untersuche man mittelst unseres Kriteriums, ob 
diese so entstehende Aufgabe in jenem speciellen Falle unziihlig viele 
Lisungen hat. 

Ist dieses der Fall, so nehme man von den unberiicksichtigt ge- 
bliebenen Bedingungen der urspriinglichen Aufgabe wieder so viele 
heraus, als hinreichen, um aus jenen unziihlig vielen Lésungen eine 
im Allgemeinen endliche Anzahl als diejenigen zu bestimmen, die die 
neu hinzugenommenen Bedingungen erfiillen. 

Jetzt kann man wieder untersuchen, ob diese Lésungen in dem 
betreffenden speciellen Falle nicht in endlicher, sondern in unendlicher 
Anzahl vorhanden sind. 

So faihrt man fort, indem man immer mehr und mehr von den 
gegebenen Bedingungen in die Betrachtung hineinzieht. 

Dieses Verfahren kann natiirlich nur dann angewandt werden, 
wenn es mdglich ist, die Bedingungen der betreffenden Aufgabe zu 
trennen. 

Die soeben angegebene Methode gestattet z. B. den folgenden Satz 
zu beweisen — ein Beweis, der iibrigens nicht ohne alle Umstiinde 
ist, weshalb ich ihn hier nicht entwickeln will: 

»Die 8 Seitenfliichen von irgend 2 einer Raumcurve 3 Ordnung 
einbeschriebenen Tetraeder sind Schmiegungsebenen einer anderen Raum- 
curve 3 Ordnung. Beide Raumeurven haben eine solche Lage zu ein- 


*) Das Nimliche gilt von einem Satze, den mir Herr Klein mittheilt: 
Man kann einer Kummer’ schen Fliche fiinffach wnendlich viele Tetraeder gleich- 
zeitig einschreiben und umschreiben, Vergl. dessen bez. Abhandlung im II. Bande 
dieser Annalen. 
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ander, dass es, ausser jenen zwei, noch unsdhlig viele andere Tetraeder 
giebt, die der ersten einbeschrieben und der zweiten umschrieben sind, 
und zwar ist jeder Punkt der ersteren Raumcurve Eckpunkt Eines 
solchen Tetraeders. 

Dieser Satz ist jedoch nur ein specieller Fall viel allgemeinerer 
Siitze, die ihre naturgemiisse Begriindung finden in der Betrachtung 
von Punkt-Involutionen auf Raumcurven 3' Ordnung, und von in- 
volutorischen Beziehungen zwischen den Gruppen solcher Involutionen, 
und welche die in einer Richtung den Darboux’schen ebenen Siitzen 
entsprechenden riumlichen Siitze sind. Letztcre lassen sich auch leicht 
durch die auf den Raum iibertragenen Methoden Darboux’s beweisen. 

Schliesslich sei noch darauf hingewiesen, dass unser Kriterium 
immer nur das Resultat ergiebt, dass gewisse Aufgaben unendlich 
viele Lésungen haben, wenn sie Eine oder eine endliche Anzahl von 
Lésungen besitzen; nicht aber auch die Méglichkeit, dass dieser Um- 
stand wirklich eintreten kann, was in vielen Fiillen nicht selbstver- 
stiindlich ist. 


Berlin, den 18. December 1878. 





Sur la Théorie des Caractéristiques pour les Coniques.*) 


Von HA.pHen in Paris. 


Dans deux communications adressées 4 |’Académie des Sciences 
de Paris**), j'ai indiqué des modifications qu’il est nécessaire de faire 
subir & la théorie connue des caractéristiques pour les coniques. Je 
me propose de donner ici un apergu des résultats que j'ai obtenus dans 
étude de cette théorie, et que j'ai développés dans un mémoire qui 
n’a pu étre publié jusqu’d présent. ***) 


I. Position de la question. 

1. On donne, je le rappelle, le nom de systéme de coniques dans 
un plan & ensemble des coniques de ce plan qui satisfont 4 quatre 
conditions communes. Le probléme principal auquel se rapporte la 
théorie des caractéristiques est de trouver le nombre des coniques, 
appartenant 4 un systeme donné, qui satisfont, d’autre part, 4 une 
condition également donnée. En conséquence, cette théorie doit en- 
seigner quels sont les éléments numériques, ou caractéristiques, qu'il 
faut connaitre pour le systeme et pour la condition, et comment on 
doit combiner ces éléments numériques afin d’obtenir le nombre cherché. 
Pour qu'il y ait lieu & une théorie sur ce sujet, il faut évidemment 
supposer entre ces deux données, le systeme et la condition, une 
certaine indépendance; et on n'a jamais manqué de le faire. Mais cette 
indépendance doit étre définie avec précision, et c’est par li que 
jentrerai en matiére. 

2. Disons tout d’abord que la question est portée sur le terrain 
de la géométrie projective; par suite, toute condition imposée & une 
conique devra é@tre mise sous forme projective. Pour la mettre sous 
une telle forme, on peut convenir demployer un procédé unique, 
comme je vais l’expliquer. 


*) Abgedruckt aus den Proceedings der London Mathematical Society, - 
Vol. IX, No. 133, 134. (Sitzung vom 13. Juni 1878.) 

**) 4 Septembre et 13 Novembre 1876. V. Comptes Rendus, ‘I, Ixxxiii., 
pp. 537 et 886. 

***) Ce mémoire vient d’étre publié (Journal de l’Ecole Polytechnique, 
XLV° Cahier), [Februar 1879.] 
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Soient, dans un plan, quatre points fixes ¢, w, v, w et un autre 
point «, et désignons par ¢, t’,... X, X’ les coordonnées de ces points 
par rapport & deux axes. Pour abréger, employons la notation 

(tuv)—=|¢ # LI, 
uw il 
vv i 
et posons: 


(1) __ (vw) (wot) Sut (wu X) (uvt) 
~~ (wv X) (vwt) ’ ~~ (woX) (wut) 





Si les quatre points fixes occupaient des positions particuliéres, 
savoir w & linfini sar l’axe des X, v a V’infini sur l’axe des X’, w a 
lorigine des coordonnées, et que ¢ eft ses deux coordonnées égales a 
Punité, il résulterait de cette hypothtse: = X, 2 =X’. D/autre 
part, z et x sont les rapports anharmoniques de deux faisceaux de 
droites obtenus en joignant soit v, soit w, aux quatre autres points. 
Si done on fait le changement de coordonnées marqué par les équations 
(1), a, 2 étant les anciennes coordonnées et X, X’ les nouvelles, on 
exécute ainsi une transformation homographique quelconque en in- 
troduisant, a cet effet, quatre points ¢, u,v, w arbitraires, mais fixes. 
Done une condition quelconque imposée ad une figure peut étre traduite, 
sous forme projective, par une relation numérique entre les coordonnées 
de cette figure et celles de quatre points. 

3. Revenons maintenant aux coniques, et posons la question: 

Soit ® une condition projective donnée entre une conique et quatre 
points t, u, v, Ww; 

Soit, @autre part, S un systéme de coniques donné; 

On envisage les coniques du systeme S qui satisfont a la condition 
®, et lon demande de discuter le probléme de la recherche de ces coniques, 
en examinant: 

1°, Sil y a des solutions indépendantes des points t, u, v, w, et 
quelles sont ces solutions; 

2°. Quel est le nombre des solutions distinctes qui dépendent de ces 
points, lorsqwils restent indéterminés, 

La discussion compléte exigerait, en troisiéme lieu, l’examen des 
diverses particularités que peuvent présenter ces derniéres solutions, 
en se réunissant soit entre elles, soit avec les précédentes, lorsque les 
points arbitraires de © occupent des positions particulitres. Cette 
derniére partie de la discussion est formellement exclue de notre pro- 
gramme, et cest en quoi consiste ['indépendance supposée entre le 
systéme S et la condition 9. 

4. A légard de la premiére catégorie de solutions, on peut dés 
lVabord étre fixé sur leur nature. Par une transformation homographique, 


Mathematische Annalen. XV. 2 
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une conique @ peut étre transformée en une autre conique arbitraire a’. 
Soit a@ une conique, qui, dans un systéme S, satisfasse 4 une condition 
®. Par une transformation homographique, changeons a en a’ et, en 
méme temps, les points ¢, u,v, w de® en t’, uw, v', w. La conique a’ 
satisfait & la condition ® ainsi transformée. Si maintenant on suppose 
que a satisfasse 4 ®, quels que soient ¢, u,v, w, il en est de méme 
de a’. Done une conique arbitraire a’ satisfait 4 la condition ®, ce 
qui est impossible. Done a ne peut étre une conique. Donc les solutions 
qui sont indépendantes des arbitraires de la condition ® ne sont pas 
des coniques, mais des figures particuliéres, limites de coniques dans le 
systéme, ou coniques dégénérées. 

En second lieu, si S est un systéme de véritables coniques, les 
solutions qui dépendent des arbitraires de ®, et qui, en conséquence, 
varient dans le systeme avec ces arbitraires, sont de véritables coniques. 
Ainsi la distinction ci-dessus des solutions en deux catégories, revient 
exactement & la distinction des solutions étrangéres fournies par les 
coniques dégénérées, et des solutions fournies par de véritables coniques. 
C’est de ces derniéres qu'il s’agit de déterminer le nombre. Je vais 
exposer ici la solution du probleme dans un cas particulier, pour lequel 
les résultats se démontrent avec une extréme facilité, et ont exactement 
la méme forme que dans le cas le plus général. En ce qui concerne 
le cas général, je renverrai, pour la démoustration, au mémoire dont 
jai parlé plus haut, et qui sera publié ultérieurement. 


II. Systémes de coniques, et coniques dégénérées. 

5. Considérons d’abord, pour plus de simplicité, des coniques con- 
juguées par rapport 4 un triangle fixe. Soient @=—0, R=0, S=0O 
les équations des cdtés de ce triangle, dont je désignerai par q, 7, s 
les sommets respectivement opposés & ces cdtés. L’équation d’une 
quelconque de ces coniques est: 


(2) nO + GB + 9,5 = 0. 
Cette conique dégénére en deux droites ou en une droite suivant que 
un ou deux des coefficients g deviennent nuls. Mais, si l’on envisage 
un systéme de coniques (2), cette observation ne suffit pas. Les g 
sont alors des fonctions d’une variable @, et il est nécessaire d’examiner 
quelles sont les diverses maniéres dont ces fonctions parviennent a la 
limite zéro. De la trois modes de dégénérescence a distinguer: 

1°. Dégénérescence A.— Un seul coefficient devient nul, par exemple 
g,- La conique se réduit & deux droites passant en g. II est aisé de 
voir que, pour g, infiniment petit, les tangentes menées @ la conique 
par un point arbitraire la touchent en deux points infiniment voisins 
de q. Ainsi ce mode de dégénérescence est caractérisé par ce fait que 
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les tangentes menées d'un point quelconque a la conique font entre elles 
un angle infiniment petit. 

2". Dégénérescence A’.— Deux coefficients infiniment petits, mais 
dun méme ordre; par exemple g, et g,. La conique-limite est la 
droite S. Ce mode de dégénérescence est caractérisé par ce fait que 
la conique est rencontrée par une droite quelconque en deux points in- 
finiment voisins; mais les tangentes issues d’un point quelconque ne 
coincident pas. 

3°. Dégénérescence B. — Deux coefficients infiniment petits, mais 
W’ordres différents; par exemple g, du 1* ordre, et g, d’ordre supérieur, 
1+h. Les deux caractéres précédents existent alors simultanément. 
Une droite quelconque coupe la conique en deux points dont la distance 
d est infiniment petite. Les tangentes issues d'un point quelconque font 
entre elles un angle 0 infiniment petit. Il y a alors lieu de considérer 
un nombre positif h, tel que d: 0 ait une limite finie, différente de zéro. 

On remarquera que, d’aprés les propriétés des fonctions algébriques, 
il existe toujours un tel nombre h commensurable, si, comme nous le 
supposerons, le systeme est algébrique. 

6. En méme temps que le systeme (a), contenant la conique 
dégénérée a, considérons un systéme corrélatif (a’), et soit a’ la conique 
qui y correspond a a. Soient, pour a, désignés par d’, 0’, h’ les 
éléments analogues. Il est visible que d’ est du méme ordre infinitésimal 
que 6, et 0’ du méme ordre que d. Done h’ est l'inverse de h. Done: 
dans deux systémes corrélatifs, deux coniques dégénérées suivant le mode 
B se correspondent, et leurs nombres caractéristiques h sont réciproques. 
Les coniques dégénérées suivant le mode A correspondent a des coniques 
dégénérées suivant le mode A’. 

Ces résultats sont d’ailleurs mis en évidence au moyen de |’équation: 


IP +I +IAHS =O, 

qui représente la polaire réciproque dg (2) par rapport & une conique fixe. 

7. Cette étude, faite pour un systéme de coniques conjuguées par 

rapport 4 un triangle fixe, s’applique & un systéme quelconque, en 
vertu d’une remarque trés- simple. 

Soit, dans un systéme (a), une conique @ qui dégénére, Je prends 
arbitrairement un point s et une droite Q@ passant en s. Les points 
y, 2, ot. a coupe Q, peuvent étre différents ou infiniment voisins; mais, 
en tous cas, leurs limites different de s, qui est arbitraire sur Q. 
Done le conjugué harmonique de s par rapport & y, ¢, a une limite 
différente de s. On peut répéter le méme raisonnement pour toute 
droite Q menée par s, et conclure que la polaire de s a une limite 
qui ne passe par s. De méme aussi le pole de Q a une limite qui 
nest pas sur Q. Done, dans la série des triangles respectivement con- 
Q2* 
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jugués par rapport a chacune des coniques d'un systéme, et ayant un 
sommet fixe ainsi qu'un des cétés aboutissant a ce sommet, le triangle 
qui répond a une conique dégénérée est un triangle véritable, cest-a- dire 
non dégénéré. On peut done encore raisonner sur |’équation (2) comme 
ci-dessus, et en tirer les mémes conclusions, que ne modifie en rien 
la mobilité du triangle qrs. 

8. Pour la question qui nous occupe, ce n’est pas le nombre h 


lui-méme, caractéristique du mode B de dégénérescence, qui doit inter- 


venir, mais deux nombres entiers, dont h est le quotient. 

Ayant un systéme algébrique (a) de coniques a, on peut d'une 
infinité de maniéres trouver une courbe (k), telle que ses points k 
correspondent wniformément aux coniques a du systeme. M. Clebsch 
a, par exemple, démontré*) que la courbe, lieu des pdles d’une droite 
fixe par rapport aux coniques a, satisfait 4 cette condition. Ayant une 
pareille courbe, on peut lui substituer une quelconque de celles qui 
lui correspondent point par point, et varier ainsi 4 |’infini le mode de 
représentation du systéme (a) au moyen d’une courbe (fh). 

Soit K un point d’une telle courbe (k), et, s’il est singulier, consi- 
dérons une des branches superlinéaires ou linéaires, disons abréviative- 
ment un des cycles (k,), entre lesquels se répartissent les branches de 
la courbe en ce point. Si le point & se déplace sur ce cycle (k,) aux 
environs de K, la conique a du systeme (a) varie aux environs de la 
conique limite A, qui correspond a K. Aux divers cycles dont l’origine 
est en K peuvent correspondre des limites diverses A de la conique a, 
comme aussi ces limites peuvent coincider. De méme aussi une pareille 
conique A peut correspondre & divers points K de la ligne (k). Mais 
ces diverses circonstances n’importent pas pour la question actuelle: 
le point & variant sur deux cycles différents (k,), (k,) de la courbe (kh), 
la conique a aura deux limites A,, A, qui, méme si elles coincident, 
devront étre envisagées comme distinctes. 

Supposons maintenant que A, soit une conique dégénérée suivant 
le mode B, et qu’ainsi deux des coefficients de (2), g,, g,, soient nuls. 
Soit 4 Yordre de multiplicité du cycle (k,).  Placons k sur ce cycle a 
une distance de K infiniment petite d’ordre 4. Pour ce point k, g, et 
9 sont infiniment petits. Soient m et m-+ m leurs ordres respectifs. 
Ces deux nombres sont entiers, d’aprés la théorie des fonctions algé- 
briques. Le quotient »:m n’est autre que le nombre h ci-dessus défini. 
Mais les nombres m, m eux-mémes sont caractéristiques de la conique 
dégénérée A,. En effet, ils restent inaltérés si l’on change arbitraire- 
ment la courbe (k), comme cela résulte de la proposition suivante ,**) 
appartenant a la théorie générale des fonctions algébriques: 








*) Mathematische Annalen, T’, VI. p. 4. 
**) Bulletin de la Société Math. de France, IT’. IV. p. 32. 
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Soient (k), (k’) deux courbes algébriques se correspondant point par 
point; @ un cycle (k,) de lune correspond un seul cycle (k,’) de lautre. 
Soient 4, 2’ les ordres de multiplicité de deux cycles correspondants: a 
un point placé sur (k,) @ distance infiniment petite dordre 4 de Vorigine 
de ce cycle correspond un point placé sur (k,’) a distance infiniment 
petite @ordre X' de Vorigine de ce dernier cycle, 

J’appellerai le nombre m Vordre et le nombre la classe de la 

conique dégénérée. On peut résumer comme il suit la définition de 
‘ ces deux nombres: 

Soit (k) une courbe dont les points k correspondent uniformément 
aux coniques a dun systéme (a). Soit K un point de cette courbe, et 
soit aussi (k,) un cycle de branches ayant son origine en K, et dordre 
de multiplicité 24. Prenons, sur ce cycle, a distance imfiniment petite 
Vordre 4 un point k, et soit a la conique qui correspond a ce point. 
Soit 4m Vordre infinitésimal du segment intercepté par a sur une droite 
arbitraire, et 4n Vordre infinitésimal de Vangle des tangentes menées a 
a par un point arbitraire. Les nombres m, n ne changent pas si lon 
change la courbe (k). Ils seront appelés, le premier Yordre, le second 
la classe de la conique dégénérée a. 

D’aprés cette définition, il n’est plus besoin de considérer trois 
modes de dégénérescence des coniques, mais un seul; car le mode A de 
dégénérescence correspond au cas ot Vordre est nul, et le mode A’ au 
cas ot la classe est nulle. Enfin, suivant le raisonnement du No. 6, 
ou apergoit que dans deux systémes corrélatifs, Vordre @une conique 
dégénérée de Vun quelconque dentre eux est égal a la classe de la conique 
dégénérée correspondante dans Vautre. 

9. Pour bien préciser ces notions, prenons immédiatement un 
exemple que suggere naturellement le mode actuel d’exposition. En- 
visageons un systeme composé de coniques (2) conjuguées par rapport 
& un triangle fixe grs, et, en outre, unicursal; c’est-a-dire que les 
rapports des variables g sont des fonctions rationnelles d'une variable 
indépendante w. I] est manifeste qu’on peut choisir cette variable @ 
de telle sorte, 1°, qu’en égalant chacun des g & un polyndme entier 
en @, les trois polyndmes soient d’un méme degré; 2°, qu’a chaque 
systeme de valeurs des g ne corresponde qu'une seule valeur de a. 
Enfin il ne doit exister aucune racine commune a la fois aux trois 
polyndmes, puisqu’il ne s’'agit que des rapports des quantités g. 

Ceci entendu, on apercoit immédiatement qu’a une racine n’appar- 
tenant qu’d un seul polyndme correspond une conique dont la classe 
est précisément l’ordre de multiplicité de cette racine, et dont l’ordre 
est nul, ou, en d’autres termes, une conique dégénérée suivant le mode 
A, A une racine commune & deux polyndmes et y ayant le méme 
ordre de multiplicité, correspond une conique dégénérée suivant le mode 
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A’, cest-a-dire dont la classe est nulle et dont l’ordre est égal a 
Yordre de multiplicité de la racine. Enfin, dune maniére générale, 
% une racine multiple d’ordre m dans un des polynémes, et d’ordre 
m-+ m» dans un autre, correspond une conique dégénérée d’ordre m et 
de classe n. 

Dans cet exemple ot l’on peut créer des coniques dégénérées en 
aussi grand nombre qu’on voudra, il est & remarquer que toutes celles 
du mode B se superposeront 4 un nombre limité d’entre elles, sans que 
cependant il y ait aucune difficulté a les distinguer les unes des autres. 


Ill. Nombres caractéristiques relatifs & une condition pour une conique. 

10. Ainsi que je lai montré plus haut (No. 2), une condition 
quelconque ® pour une conique peut étre envisagée comme une relation 
numérique entre cette conique et quatre points ¢, wu, v, w, cette relation 
étant, en outre, projective. Supposons-la exprimée au moyen des 
coefficients de |’équation ponctuelle de la conique. Alors ® est repré- 
sentée par l’évanouissement d’un covariant de a?, contenant les co- 
ordonnées de quatre points indépendants. Quelques-uns de ces points 
peuvent y manquer. Sjils manquent tous, on a un invariant de a?, 
c’est-&-dire son discriminant. Je le mets de cété, et il demeure entendu 
qu'il ne s’agit ici que de covariants. En outre, l’équation ® = 0, entiere 
par rapport aux coordonnées de ¢,...w et aux coefficients de a®, doit 
étre indécomposable en facteurs de méme forme. En d'autres termes, 
il s'agit de conditions indécomposables. 

Dans |’équation © = 0 supposons que le triangle de référence soit 
conjugué par rapport a la conique a, c’est-a-dire supprimons tous les 
termes contenant les coefficients des rectangles, a,,,.... Comme 
ci-dessus, appelons g les coefficients des trois carrés; groupons les 
termes par rapport a ces quantités; désignant par ®, ce que devient 
®, écrivons alors: 

(3) O, = LAG 99; - 


Les coefficients tels que H sont des fonctions des coordonnées de 
t, u, v, w. Comme ® est un covariant, il est visible que , est 
symétrique par rapport aux g, quant aux exposants, c’est-a-dire qu’au 
terme mis en évidence dans (3) correspondent, comme existant effec- 
tivement, ceux qui s’en déduisent par la permutation des exposants, le 
coefficient H étant d’ailleurs changé. Considérons l'ensemble de ces 
divers termes, et caractérisons-le par les exposants, en l’appelant le 
groupe (x, %, 6), et convenant de supposer 7 > 7 > 6. Entre ces trois 
nombres existe d’ailleurs la relation 


(4) x+yz4+o—c = constante. 
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Ce sont ces groupes d’exposants qui vont jouer ici le rdle prépondérant, 
et je dois entrer dans quelques détails & leur sujet. 

11. Parmi les groupes (2, y, 6), il en est un au moins pour lequel 
6 est nul. Sans quoi, ®, contiendrait le facteur g, g,g,, et, par suite, 
® contiendrait en facteur le discriminant de a?, ce qui est contre 
’hypothése. 

En méme temps que ®, considérons une condition corrélative 9’. 
On pourra exprimer cette condition en remplacant dans ® les coefficients 
de l’équation ponctuelle de la conique par ceux de l’équation tangen- 
tielle, en méme temps que les coordonnées de ¢, wu, v, w par les co- 
ordonnées de quatre droites. On aura donc 9,’ en remplagant, dans ,, 
les g par leurs inverses, et chassant les dénominateurs. Pour obtenir 
le résultat définitif, imaginons d’abord que nous multipliions par 


(9: 9293). Alors au terme g*g7 gf correspond le terme g “gS g>". Si 


TT est le maximum de z, |’équation obtenue contient alors le facteur 
(919293) "4. Ce facteur doit étre supprimé. Si l’on pose alors: 
6 = minimum de (y+ 6), Tl=c—6, 


on trouve qu’au groupe (z, zy, 6) correspond le groupe (z’, x’, 6’) 
ainsi défini: 


T-tta-*. eee 
(5) % =x+o—B8, n>y7¥>o0 
o=1+5-8, i 


On passera de méme de (7, x, 6) & (a, x, 6) par des équations 
analogues: 

ua—=a+y—a, 
(6) yor +o—a, 

6o=7 +o —a, 

Ces équations conduisent 4 définir autrement les groupes d’exposants, 

en introduisant les nombres qui s’échangent entre eux par dualité. 
On considérera pour ® Jes deux nombres a, 6 et pour chaque groupe 
de termes les deux nombres 6, o’. On dira alors, au lieu du groupe 
(x, x, 6), le groupe (6, o’). On aura dailleurs d’aprés (5) et (6) 
(7) 4= 0 —6+68, t=a+tp—o, 


et on remarquera que la condition 6 > ¥>6 donne: 


c= 2a-+ B, 
e=26+ a. 


(8) f§>maximum de (26—o'), oa > maximum de (20’—6o). 

12. Parmi les groupes (6, 6’), quelques-uns sont & distinguer 
comme devant seuls jouer un role. Ce sont ceux que l’on peut appeler 
minima. Je dirai qu’un groupe (6,, 6,') est non-minimum s'il en 
existe un autre (6, o’) tel que l’on ait a la fois 


- 
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6<6,, CCH, 
une des deux inégalités pouvant se réduire a l’égalité. Tous les groupes 
non- minima éliminés, il en reste quelques-uns. Ce sont les derniers 
que j’'appelle minima. On peut les obtenir ainsi: rangeons les divers 
groupes dans l’ordre croissant relativement & 6. Parmi ceux ot 6 est 
le méme, prenons seulement celui ot o est le plus petit, et omettons 
les autres. Puis, dans ceux qui restent, ne retenons que ceux qui se 
trouvent, & partir du premier, rangés par rapport & o dans l’ordre 
décroissant. Les groupes qui restent sont minima. Comme on I'a 
observé (No. 11), une des valeurs de 6 est zéro. Il en est de méme 
de o. Les groupes minima ainsi rangés forment done une suite telle que 
(9) (06,') (6, 6,) (6,6,') ... (66°). . . (60), 
6; < Gi41, 6; > G41, 

et, en outre, les inégalités (8) ont lieu. 

13. Je vais maintenant montrer que si lon donne a volonté la 
suite (9) et les deux nombres a, B satisfaisant aux inégalités (8), a 
existe des covariants ® ayant les nombres caractéristiques a, B et les 
groupes minima donnes. 

Je prouve cette proposition en formant un tel covariant ® comme 
il suit. Soit P(e) une fonction homogene, de degré e@, des coefficients 
de a®, et a coefficients arbitraires. Soit de méme TT(g) une fonction 
homogeéne , de degré g, des coefficients de l’équation tangentielle de la 
conique, équation dont le premier membre est représeuté par le symbole 
(ab&)*. Soit enfin D le discriminant de a2. Pour chacun des groupes 
donnés (9), par exemple pour le groupe (6, 6’), considérons la fonction 
(10) H (6,6) = D* - Tl (B—26+ 0’) P(a—26+6), 
dans laquelle, d’aprés (8), les degrés sont positifs, comme il convient. 
Pour chacun des groupes, nous varions, bien entendu, a volonté les 
coefficients des fonctions P et TI. Je fais maintenant 

®= LH(6,¢), 
et je dis que la condition ® = 0 satisfait aux conditions demandeées. 
1°. ® est homogéne par rapport aux coefficients de a®. Car D est 
du 3™¢ degré, les coefficients de |’équation tangentielle sont du 2¢ degré , 
done le degré de H(6, o’) est: 
(11) 36+ 2(B—26+06)+a—26¢+6=—26+ 4. 
Done © = 0 exprime une condition pour la conique a?. 

2°. Un changement de coordonnées tel que (1) n’altere pas la 

forme des fonctions envisagées, mais rend seulement leurs coefficients 


des fonctions de ¢, uw, v, w. La forme de l'équation ® = 0 est donc 
inaltérée par une substitution homographique. 
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3°. Les groupes minima de ® coincident avec la suite (9), et les 
nombres caractéristiques sont a, B. C'est la le point le plus important 
au prouver. L’égalité (11) prouve déja que le degré de ® est (28+ a). 
Si maintenant on remplace dans ® les coefficients a de l’équation 
ponctuelle par ceux «@ de l’équation tangentielle, il faut comme on sait 
remplacer 
ij; ij D 


Qi jy Da;j;, D?. 


Les degrés de P et TT dans (10) s’échangent entre eux, et D est 
affecté de l’exposant (8+ 6’), dont le minimum est 6. Le facteur D? 
supprimé, on a le degré de ©’ en transposant les lettres dans celui 
de ®. Done le degré ¢ de ® est (2a+ ). Done a, B sont bien 
les nombres caractéristiques de ® que définissent les équations (5) et (6). 

En ce qui concerne les groupes minima de ®, annulons, conformé- 
ment au No. 10, les coefficients des rectangles de a2, et remplagons 
les coefficients des carrés par les lettres g. Au lieu de (10) nous 
pouvons alors écrire: 


(11) Hy (6,6) = (919293) (G1 921 G2Ia1 9391) PF) Ky.» Gos Ju) 29 F 


Dans ce produit il existe évidemment un groupe de termes dans 
lesquels les exposants sont, en ordre croissant, 6, B— 6+, «a+ B--o’, 
cest-a-dire, d’aprés (7), un groupe (6, 6). Il reste & montrer que, 
relativement & tous les autres groupes déduits du méme produit, le 
groupe (6, 6) est minimum. Or deux lettres au moins, dans un terme 
quelconque, ont simultanément des exposants non inférieurs & la somme 
(8—o6-+-o’) des deux premiers exposants dans (11). Soit done (6,, 6,’) 
un autre groupe déduit de (11). L’exposant moyen x, dans ce groupe, 
est, suivant (7), B—6,+6,’. Il n’est pas moindre que B—-6+-6. Donec: 


par 


6, —6,>0 —6. 


Mais aucune lettre ne peut avoir un exposant moindre que 6. Donc 
6, est au moins égal a 6. Done aussi, d’aprés la derniére inégalité, 
6, nest pas moindre que o. Done le groupe (6,,6,) différent de 
(6, 6’) nest pas minimum. Done (6, o’) est le seul groupe minimum 
provenant de H (6, 6’); ce qui démontre la proposition annoncée. 

14. On peut former d’une maniére plus géométrique un covariant 


® ayant des groupes minima choisis 4 volouté. A cet égard, je me 
contenterai ici d’un énoncé facile 4 démontrer au moyen des résultats 
du No. 13. 

Soit, sur une droite L, trois points donnés y, 2, t; soient x, a 
les points ow L est rencontrée par une conique a. Considérons les deux 
rapports anharmoniques (y, 2, t, x) et (y, 2, t, x’), et soit r leur difference. 
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Soit aussi, par un point 1, trois droites données Y, Z, T; soient 
X, X’ les tangentes menées par 1 a a. Considérons de méme la différence 
R des deux rapports anharmoniques (Y, Z, T, X), (Y, Z, T, X’). 

Soit maintenant, pour une conique a, la condition 

® = f(r, R*?) = LAr?" Rt — 0, 
f étant un polynéme entier. Les groupes @exposants minima (6, 6) de 
la condition D coincident avec les groupes minima formes avec les nombres 
tet rv. Les nombres a, B sont cgaux respectivement au double du 
maximum det’ et de t. 

On peat, dans |’énoncé de cette derniére condition, substituer a r 
la longueur de la corde interceptée par a sur L, et & R le sinus ou 
la tangente trigonométrique de l’angle des tangentes issues de J. Les 
conclusions ne seront pas altérées. Mais, de la sorte, la condition 
nest plus énoncée sous forme projective. 

15. Revenons maintenant a la considération d’un covariant ® quel- 
conque, et de la fonction ®, qui s’en déduit (No, 10). Les coefficients 
H de cette fonction dépendent des arbitraires ¢, w, v, w. Si, comme 
on en est convenu (No. 3), on laisse ces arbitraires indéterminées, les 
quantités H jouissent de la propriété suivante, qu’il est essentiel de 
mentionner pour la rigueur des démonstrations subséquentes: 

Entre les quantités H il n’existe aucune relation linéaire et homogéne 
identique 
(12) pH+pH'+p'H"+---=0, 
dans laquelle p, p’, p’”, ... soient des constantes indépendantes de t, u, v, w. 

Pour le prouver, rappelons-nous comment ® a été supposé déduit 
d'une équation quelconque a laquelle doivent satisfaire les coefficients 
de Yéquation d’une conique. C’est en faisant dans cette équation le 
changement de coordonnées (1). Or il est visible que ceci revient a 
remplacer dans les coefficients a;;, symboliquement écrits a;a;, les 
symboles 


a) a2) a3 
par 


(tv w) au, (twu) ay, (EUV) Ay. 


Puis, pour obtenir ®,, on supprime les termes qui contiennent 
les coefficients des rectangles, et on remplace les coefficients des carrés 
par les lettres g. D’aprés cette observation, on se convaincra aisément 
que la quantité H, coefficient du terme mis en évidence dans (3), est 
par rapport aux lettres w, v, w affectées de lindice 1 (en appelant 
U;, U,, Us les coordonnées de wu, ...), homogéne et du degré 2c-+ 22; 
par rapport & ces mémes lettres, affectées de indice 2, du degré 
2¢-+ 24; et par rapport 4 ces lettres affectées de l’indice 3, du degré 
2c-+ 26. Done les coefficients H de deux termes qui different entre 
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eux par les exposants des g, different eux-mémes par leur composition 
en égard aux indices des lettres uw, v, w. Done lidentité (12) est 
impossible. 


IV. Du nombre des coniques d’un systéme, qui satisfont 4 une 
condition. 

16. Comme je l’ai annoncé au No. 4, je vais traiter le probleme 
pour un cas particulier. La condition ® sera quelconque, mais le 
systeme sera un de ceux dont la définition a été donnée au No, 9; 
il sera composé de coniques coujuguées par rapport 4 un triangle fixe, 
et unicursal, Les trois quantités g sont alors des polyndmes entiers 
dune variable , et d’un méme degré. Remplacant les g par ces 
polyndmes dans ®,, j’ai un nouveau polyndme entier en @, dont les 
racines répondent aux coniques du systéme qui satisfont & ®. La 
question proposée (No. 3) est done ici ramenée a la discussion des 
racines de ce polyndme. 

J’examinerai d’abord quelles sont les racines indépendantes des 
arbitraires ¢, uw, v, w de la condition ®, et quel est leur nombre. Je 
démontrerai ensuite que les autres racines sont simples; elles répondent, 
comme on sait, aux véritables solutions cherchées. Le nombre de ces 
racines sera donc celui des solutions. J’obtiendrai d’ailleurs le nombre 
de ces racines comme la différence entre le degré du polyndme et le 
nombre des racines de la 1° catégorie. 

17. Soit Q une racine du polynéme, que je continuerai a désigner 
par ®,; et supposons que cette racine ne varie pas avec ¢, u,v, w. En 
désignant par p la valeur de g*g%g{ (No. 10) pour a =Q, et de méme 
par p’, p’ ...les valeurs des autres termes, on a, d’aprés l’hypothése: 

pH+ pH +p’ +---=0, 

qui doit étre une identité. D’aprés le No. 15, cette identité est impos- 
sible. Done p, p’, p’... sont nuls séparément. Mais, parmi ces quan- 
tités, il en est qui ne contiennent pas le facteur g,g,g, (No. 11). Done 
deux au moins des quantités g sont nulles. D/ailleurs les trois g ne 
sont pas nuls a la fois (No. 9). Done la racine Q correspond a une 
conique dégénérée dans le mode A’ ou le mode B, ce qui est conforme 
aux observations du No. 4. II s’agit maintenant de calculer l’ordre de 
multiplicité de cette racine. Soient m, m+ m les ordres de multiplicité 
de la racine Q dans deux des polynémes g. Parmi les termes du groupe 
(x, x, 6) (No. 10), celui qui contient le facteur (@ —Q) avec l’exposant 
le moindre, le contient au degré o(m-—+n)-+ ym. Si maintenant, 
comme au No. 12, on introduit au lieu de 2, y, 6 les nombres a, B, 
6, 6, on a apres (7): 


6 (m+n) + ym = 6(m+n) + (6 —6+f) m= on+ om-+ Bm. 
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Si donc, considérant les divers groupes (6, 6) de ®,, on pose 
(13) y = minimum de (6n-+ 6m), 


on en conclut que ®, contient le facteur (w—Q) au moins au degré 
Bm-+ y. Mais je dis aussi que ®, ne contient pas ce facteur 4 un 
degré plus élevé. En effet, ce facteur étant supprimé (6 m--y) fois, 


il reste dans ®, des termes qui séparément ne contiennent plus le— 


facteur (@—@). L'ensemble de ces termes ne peut pas le contenir 
de nouveau; car en faisant @ —Q, on aurait encore une identité telle 
que (12), et qui est impossible, quand ¢, wu, v, w restent indéterminés. 
Ainsi ordre de multiplicité de la racine Q dans ®, est précisément 
Bm + y. 

Que l'on prenne successivement chacune des racines Q qui appartien- 
nent & deux des polynémes g, et que pour chacune d’elles on forme 
le nombre analogue a y, que l'on fasse ensuite la somme [ de ces 


nombres y; que l’on désigne ensuite par M la somme des nombres m, * 


c’est-a-dire la somme des ordres de multiplicité de ces racines Q pris 
pour chacune d’elles dans celui des deux polynémes g ov cette racine 
entre effectivement, mais le moins de fois; la somme des ordres de 
nultiplicité de ces racines Q dans ®, est égale a BM +. 

On remarquera: 1°, que les nombres m, sont l’ordre et la classe 
de la conique dégénérée qui répond & @—Q; 2°, que les groupes 
minima (6, 6’) de ®, concourent seuls & former les nombres tels que 
vy, ce qui justifie introduction des groupes minima dont j’ai parlé 
plus haut; 3°, parmi les valeurs de 6,6 il y a toujours les valeurs 
zéro. Donc, si l'un des nombres m; » est nul, y l’est aussi, c’est-a-dire 
que les coniques dégénérées suivant le mode B concourent seules a 
la formation du nombre [; 4°, enfin, si ®, ne contient qu’un seul 
groupe minimum, qui est alors (0, 0), y est toujours nul, et par suite 
aussi [. 

18. Démontrons maintenant que les autres racines du polyndme 
entier ©, sont simples. S’il en était autrement, ce polyndme pourrait 
se décomposer en Y?0, Y et © ayant pour coefficients des fonctions 
entiéres des coefficients de ®,, par suite des fonctions entiéres des 
coordonnées de ¢, u, v, w. Ainsi , se décomposerait de la sorte 
toutes les fois qu’on y mettrait pour la conique qui y figure une conique 
du systéme envisagé; par suite, en raisonnant comme au No. 4, on en 
conclurait que cette décomposition a lieu pour une conique quelconque. 
Done la condition ® serait décomposable, ce qui est contre l’hypothése. 

19. Les trois polyndmes g sont, par hypothése, d’un méme degré 
a. En conséquence, le degré le plus élevé des termes de , est 
a (x +4%-+ 6) ou (Nos. 10 et 11) a(268+ a). Cest précisément le 
degré de ®,; car un abaissement de ce degré exigerait une identité 
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telle que (12) et qui est impossible. Done le nombre des racines 
variables avec ¢, wu, v, w est: 


N = a(26+a«) —BM —T =aa-+ £6 (2a—M) —f. 
Pour obtenir la signification géométrique des nombres a et (2a— M) 


qui dépendent du systéme seul, il suffit de choisir deux exemples: 
1°. Soit ® la condition de passer par un point «. On a alors: 
D, = 9, Ui + 92.Us + 955 
Ici (Nos. 10 et 11) a= 1, 6B =O; et il y aun seul groupe d’exposants 
minima (0,0). Done [ =O. Si done w est le nombre des coniques 
du systéme qui passent par le point arbitraire wu, on a w =a. 

2°. Envisageons maintenant la condition corrélative, toucher une 
droite. D’aprés le No. 11, il suffit d’échanger a, B et 6,6. Done 
[=—0,a@—0, B=1. Done, si v est le nombre des coniques qui 
touchent une droite arbitraire, on a v = 2a — M. La formule 
devient ainsi 
(14) N=ap+pv—f, 
et satisfait explicitement au principe de dualité. Dans cette formule, 
les éléments relatifs & la condition ® ont été ici définis pour une 
condition queleonque. La démonstration précédente a trait 4 un systéme 
particulier. Mais j’ai donné (Nos. 7 et 8) les définitions des nombres 
m,n relatifs & une conique dégénérée d’un systeme quelconque; d’autre 
part, les caractéristiques uw, v ont une définition qui s’applique aussi a 
un systéme quelconque. I] n’y a done aucune difficulté & appliquer a 
un tel systeme la formule (14). J’énonce ici, sans le démontrer, que 
cette application est légitime, et je renvoie, comme je l’ai dit précé- 
demment, pour cette extension & un mémoire plus étendu qui sera 
publié ultérieurement. 

20. Deux cas particuliers de la formule (14) sont & signaler, en 
se conformant aux remarques du No, 17. 

Théoréme I.— Si un systéme de coniques, dont les caractéristiques 
sont w,v, ne contient aucune conique dégénérée suivant le mode B, le 
nombre des coniques de ce systéme qui satisfont, dautre part, ad une. 
condition projective quelconque, dont les arbitraires restent indéterminées, 
est au + By, a et B dant deux nombres entiers qui ne dépendent que 
de cette condition. : 

Remarque.— Les nombres a, B ont été définis par une représen- 
tation algébrique de la condition (No. 11); mais le théoréme I en donne 
maintenant une définition géométrique, que l’on obtiendra en appli- 
quant ce théoréme a la condition envisagée et 4 deux systémes différents, 
qui n’aient point de coniques dégénérées du mode B. 

Le second eas particulier 4 signaler est celui ot la fonction ®, ne 
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contient qu’un groupe minimum (0,0). Dans ce cas, la formule (14) 
se réduit encore 4 aw + By, quel que soit le systéme. Pour substituer 
& ce critérium algébrique un critérium géométrique, il suffit de con- 
sidérer un systeme particulier contenant une conique dégénérée du 
mode B. En se plagant 4 ce point de vue, on verra aisément que 
Yon peut dire: 

Théoréme I1.— Soit S le faisceau des coniques qui ont, en un point 
donné , des contacts du 3™° ordre avec une courbe donnée. Si le nombre 
des coniques de ce faisceau, qui satisfont ad une condition D est a + B, 
le nombre des coniques d'un systéme quelconque (u,v) qui satisfont a 
cette méme condition ® est toujours au + Br. 

Ajoutons maintenant que: Si wn systéme S envisagé ne satisfait 
pas a la restriction énoncée au théoreme I, et si une condition D ne 
satisfait pas a la restriction énoneée au théoreme II, le nombre des 
coniques de S qui satisfont ad est inférieur ad au + Br, et en differe 
dun terme complémentaire T. 

21. Il reste maintenant & donner A ce terme complémentaire [ 
une forme géométrique. Imaginons une fonction entiére Y de deux 
variables 2, y, ainsi composée 


Y= TAgr'y’, 

les coefficients A étant arbitrairement choisis, et les exposants 6, 6 
étant les exposants minima de 9,. L’équaticn Y = 0 représente, en 
coordonnées rectilignes, une courbe oxi passe & Vorigine des coor- 
données, sauf au cas ot existe le groupe (0,0). DPaus iout autre cas, 
la nature de ses branches a lorigine des coordonnées définit compléte- 
ment les groupes minima (6, 6’), et en donne une image. Appelons 
cette courbe Y attachée & la condition 9. 


Envisageons maintenant le cycle de branches de courbe représentés 
par les équations: 


(15) t—=a"f(o), y=a"g(a), 


ot f et m sont des développements arbitraires suivant les puissances 
entiéres et ascendantes de a, commengdnt par des termes de degré 
zéro. Le nombre des intersections des branches de ce cycle et de Y, 
réunies & lorigine des coordonnées est évidemment égal au minimum 
de (6n-+-o'm). C'est justement l’expression (13) de élément y. Com- 
posons done une courbe X qui, pour chaque conique dégénérée, d’ordre 
m et de classe m, d’un systeme S, contienne un cycle de branches tel 
que (15). Alors le terme complémentaire [ sera représenté par le 
nombre des points qu’ont en commun, a Vorigine des coordonnées, les 
courbes Y et £. On peut varier 4 linfini les courbes Y et X pour une 
méme condition ® et un méme systéme S, puisque c'est la nature de 
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leurs branches autour d’un point qui seule intervient. Je prendrai, 
par exemple, les définitions suivantes: 

Pour chaque conique d'un systéme considérons les deux nombres R? 
et r* définis dans Vénoncé du No. 14, et prenons-les, le premier pour 
Vabeisse, le second pour Vordonnée d'un point. La conique variant dans 
le systéme, ce point décrit une courbe, que nous dirons attachée au 
systéme. (On peut, suivant la remarque du No. 14, remplacer RF et 
y par un sinus et une longueur.) . 

Soit une condition ® pour une conique. Supposons une conique 
conjuguée par rapport a un triangle abc; soit p un des points ot cette 
conique rencontre be, et soit q un des points ov elle rencontre ab. Pour 
cette conique, la condition peut s'exprimer par une relation w (x,y) =0 entre 


sal BY,. pw litt. 
FoeX gos? IM Ngo 
La courbe représentée par Uéquation w(x, y) = sera dite attachée a 
la condition ®. 

Ces définitions posées, on peut dire alors: 

Théoreme IIl.— Le terme complémentaire relatif a un systéme et 
a une condition est égal au nombre des points quwont en commun a 
Vorigine des coordonnées la courbe attachée au systéme et la courbe 
attachée a& la condition. 


V. Exemples. 

22. Je vais donner ici quelques exemples du calcul de la formule 
(14) en envisagear: des conditions ®, données sous des formes géo- 
métriques, 

Je suppose que la condition ® consiste en une relation projective 
entre la conique a et une conique donnée b, Cette condition s’ex- 
prime, comme on sait, pi * une relation entre les coefficients du diseri- 
minant de a+ Ab, et cette relation est homogéne par rapport aux 
coefficients de a, ainsi que par rapport & ceux de b. Il en résulte 
aisément que cette relation peut aussi étre envisagée comme une 
équation symétrique et homogéne entre les trois racines A, 4’, 4” de ce 
discriminant, et réciproquement. Je suppose la relation mise sous cette 
derniére forme, et, sans la transformer, je vais faire le calcul de la 
formule (14) relatif 4 cette condition et & un systéme arbitraire. 

En premier lieu, le degré de l’équation, par rapport a 4, a’, a”, 
est aussi celui de ,. Soit ¢ ce degré, on a déja 

2B -+a=c, 
suivant les formules (6). Si a est une conique dégénérée, d’ordre m 


et de classe n, il est visible que deux des 4 sont infiniment petits, 
Yun d’ordre m, l'autre d’ordre m + n, exactement comme les g (No. 8). 
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Faisons done A infiniment petit d’ordre m-+ mn, A’ infiniment petit 
d’ordre m. Si le premier membre de !’équation devient ainsi infini- 
ment petit d’ordre p, on aura 


p= bm + y. 
En choisissant de diverses maniéres les nombres m,n, on déterminera 
ainsi 6 et les groupes (6, 6’) de la condition. 

Dans beaucoup de cas, la relation entre les 4 n’est pas immédiate- 
ment donnée sous forme symétrique. Quand il en est ainsi, on la rend 
symétrique en faisant le produit des facteurs dissymétriques différents, 
obtenus par la permutation des lettres. Il est clair qu’alors on peut 
faire porter le calcul sur un seul facteur. Ces généralités admises, je 
prends des exemples concrets. . 

23. Soit d’abord pour ® la condition que a touche b. Cette condi- 
tion s’exprime par 

g=—iA—i’’—dO, 


. 


Il y a six facteurs analogues 4 multiplier entre eux. Done: 


26B+a—6. 
On en pourrait déduire « = 6 —2; car il est manifeste que a et 
6B sont des nombres égaux. Mais appliquons ici notre méthode. Le 
facteur g n’est infiniment petit que si 4 et 4’ sont tous deux infiniment 
petits; et si les ordres respectifs de 4 et 4’ sont m+n et m, A—Jd’ 
est d’ordre m. Done deux des six facteurs sont infiniment petits d’ordre 
m, les autres restent finis. Done 


Bm + vy = 2m. 
Done y est toujours nul, et 6 est égal & 2. Donc, suivant un 
théoréme bien connu: le nombre des coniques d'un systéme (u,v) quel- 
conque qui touchent une conique donnée est égal d 2(u-+-v). C'est un 
exemple du théoréme II. 


24. Soit r le rapport anharmonique des quatre points d’ intersection 
de a avec une conique fixe b, considérés sur a; soit s le rapport an- 
harmonique des quatre mémes points, considérés sur b, dans le méme 
ordre; et envisageons successivement les deux conditions définies, pour 
la conique a, par les équations 


g=—s—kri=0, p=sert1—k=—0O, 


k éant wn nombre donné et p, q des entiers positifs premiers entre eux. 
A Végard de la condition m, on trouvera sans peine, si p > q, 
que le facteur type est: 


= A'9(4' — A’ \e-91—k Av(A— A” \p-4. 


En raisonnant, comme au No. 23, on trouvera que 
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Si p> q, le nombre des coniques d'un systéme (u,v) quelconque, 
qui satisfont a la condition y, est (6p—4q) w+ 2qr; et aussi, 

Si p <q, ce nombre se change en 2pu + (6q—4p) v. 

Ces deux nombres se réduisent de moitié si k = — 1; et, si k=1, 
ils doivent étre diminués de 2 (u-+-v) et ensuite divisés par 2. Ces deux 
circonstances proviennent de ce que, dans le premier cas, @ est 
symétrique en A, 4’, et que, dans le second, il devient symétrique 
aprés suppression du facteur (4— 4’). 

Ainsi la condition m donne encore exemple du théoreme II. 

Mais il n’en est plus de méme de la condition y. Le facteur 
type est alors 

y = (A’— A" pte 9 — kk (A— A" p91, 
et l’on en tire les conclusions suivantes: 

Soient uw, v les caractéristiques d’un systeme S, N’ la somme des 
classes de celles des coniques dégénérées de S pour chacune desquelles le 
rapport de la classe a Vordre est inférieur d p:q, et M” la somme des 
ordres des autres coniques dégénérées. Le nombre des coniques de S 
qui satisfont a la condition ¥ est: 


6(pu+qv) —2N’q—2M"p. 


On voit quiici il y a un terme complémentaire 2 (N’q+ M” p) qui 
est nul dans le cas seulement od le systtme S ne contient aucune 
conique dégénérée suivant le mode B. 

On remarquera encore que, sik——1, le résultat doit ¢tre divisé par 
2, et sik =1, al doit étre diminué de 2(u+-v) puis divisé par 2. 

25. Voici un dernier exemple ov le calcul se fait d’une manieére 
analogue. On donne deux coniques fixes b, c, et Ton envisage, pour 
une conique a, la condition que le rapport anharmonique de ses points 
intersection avec b, pris sur a, soit égal au rapport anharmonique de 
ses points dintersection avec c, pris sur ¢. 

Soient 4, 4’, 4” les racines du discriminant de a+ Ab, et aussi 
l, U, U les racines du discriminant de a+ Ic. Le facteur est ici: 


p = 4(a’—2") —1”) — 2 (4—4") (' 1”. 


Il faut permuter entre elles les lettres 4 et aussi les lettres 1, ce qui 
donne 36 combinaisons. Mais, ainsi que je vais le montrer, 12 seule- 
ment de ces combinaisons sont distinctes, en sorte qu’on aura: 


2B+a=—3> 12 =—36, 
d’od l'on pourrait déja conclure a = 6 = 12. 


Si Pon désigne par 7, s les deux rapports anharmoniques, on ob- 
? ? 
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tiendra six facteurs distincts en donnant successivement & s six déter- 
minations distinctes sans altérer r, Ces six facteurs dérivent donc de 
(r—s) par le changement de s seulement. Puis en changeant succes- 
sivement 7 on aura six groupes de six facteurs chacun. Mais trois de 
ces groupes contiennent l’expression (7 — s) et trois autres |’expression 
(s—r), comme on le voit en faisant le méme changement a la fois 
sur ¢ et sur s dans (r—s). Done il y a en tout 12 facteurs, savoir 
les 6 facteurs qu’on déduit de (r—s) par le changement de s seul, 
puis 6 facteurs respectivement égaux et de signes contraires aux pré- 
eédents. Il suffira done d’opérer sur 6 facteurs déduits de (r—s) par 
changement de s seulement, et de doubler les résultats. Ainsi je n’ai 
qu’a permuter les lettres 1 dans qm en supposant, par exemple: 


4, l infiniment petits d’ordre m + , 
al ” ” m 
4”, U”, finis. 
Il est évident que les facteurs seront d’ordre m, & moins que le second 


terme, qui contient déja 4’ (A— A”), ne contienne (J— 1’). Done 4 fac- 
teurs sont d’ordre m, et il y a exception pour les deux suivants: 


go =A —2") V1) —¥ (4-2) (U-1), 
=A —2") (UD) —¥(A—-2¥') UD, 


qui sont d’ordre m+ n ou dordre 2m suivant que » est inférieur ou 
supérieur 4 m. De la enfin la conclusion suivante: 


Soient, pour un systéme de coniques, uw, v les caractéristiques, N’ 
la somme des classes de celles des coniques dégénérées pour chacune 
desquelles la classe est infériewre a Vordre, et M” la somme des ordres 
des autres coniques dégénérées. Le nombre des coniques de ce systéme 
qui satisfont a la condition ci-dessus est 12(u+v) — 4(M"-+-N’)*). 

Si, au lieu de cette condition, on envisageait celle qui consisterait 
en ce que les deux mémes rapports anharmoniques fussent égaux et 
de signes contraires, on verrait immédiatement que le résultat précédent 
devrait étre simplement réduit de moitié. 

26. Pour que l’on se rende compte des circonstances qui s’offrent 
dans les exemples précédents, j’ajoute ici quelques considérations géomé- 
triques au sujet du rapport anharmonique de quatre points, pris sur 
une conique qui dégénére. 

Soient 1, 2, 3, 4 les points d’intersection de deux coniques a, b, 
et 1, 11, II], 1V les points de contact de b avec les tangentes communes 


*) Dans ma communication du 13 Nov. 1876, adressée 4 l’Académie des 
Sciences, j'ai énoncé fautivement ce résultat, en le divisant & tort par 2. 
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aaetb. On sait que le point de rencontre de deux cordes conjuguées 
queleconques du premier systeme est aussi un point de rencontre de 
deux cordes conjuguées du second. En conséquence, si & un point 
d’un des syst?émes on associe un des points de l’autre, en le choisissant 
dailleurs & volonté, il en résulte une association parfaitement déter- 
minée entre les points des deux systémes, association définie par cette 
condition que deux cordes conjuguées quelconques d’un des systémes 
concourent avec leurs associées. 


Ceci entendu, on a cette proposition: le rapport anharmonique 
des quatre points 1,2,3,4, considérés sur la conique a dans un ordre 
quelconque, est égal au rapport anharmonique des points I, U, III, 1V 
sur la conique b, pris dans Vordre correspondant par association. 

Supposons que a, faisant partie d'un systeme, dégénére suivant 
le 3™° mode. Soient D et d la droite et le point, limites de a, le 
point d sur la droite D; p, q les points de rencontre de b et D; r,s 
les points de contact de b avec les tangentes issues de d. Les coniques 
a et b ont en commun deux points 1, 2 infiniment voisins de p, et 


. deux points 3, 4, infiniment voisins de g. Leurs tangentes communes 


ont avec b deux points de contact infiniment voisins de 7, et deux 
points de contact infiniment voisins de s. Si deux points associés 
portent le méme numéro, on voit aisément que, suivant la disposition 
des points 1, 2, 3, 4, le point I étant censé voisin de 7, ce sera en 
méme temps le point IIL ou le point IV qui sera aussi voisin de r. 
Dans le premier cas, le rapport anharmonique 


Ill Iliv 


(1, HW, MW, IV) = yar - aw 


croit au-deli de toute limite; dans le second, il a l’unité pour limite. 
En méme temps, le rapport anharmonique associé (1, 2, 3, 4), considéré 
sur b, a zéro pour limite. Par suite, le tableau suivant montre que 
ces deux cas n’en font qu’un, et qu’aux deux valeurs zéro du rapport 
anharmonique de 1, 2, 3, 4 sur b correspondent les valeurs 1 et co du 
rapport anharmonique de I, II, II, IV. 


& 
& 
8 
e 
| 


Mais, d’aprés la proposition rappelée plus haut, les rapports an- 
harmoniques de I, II], III, IV coincident avec ceux de 1, 2, 5, 4 
envisagés sur a. Done on voit que le rapport anharmonique de 
ces derniers points, envisagé sur l’une des coniques, devenant zéro, 
3* 





36 Havrnen. 


il devient 1 ou oo quand on lenvisage sur l’autre. C'est la ce qui 
explique les circonstances rencontrées dans les exemples précédents. 


VI. Des équivalents. 


27. Jusqu’ici j’ai considéré exclusivement des conditions indécom- 
posables. J’introduis maintenant des conditions composées. Soient 
o’ =—0, &” —0, --- diverses conditions. L’équation 0) = ®=—9' o”... 
définit une condition composée, que l’on pourra dire la somme des 
composantes pour la raison suivante. Soit N' le nombre des coniques 
dun systéme (a) qui satisfont & 0’; soit N” le nombre des coniques 
de (a) qui satisfont 4 ”; .-- soit enfin ® le nombre des coniques 
de (a) qui satisfont 4 ©; on a N= N’+ N”+.-.-- 

Soient ® et ©, deux conditions telles que le nombre des coniques 
d’un systeme (a) qui satisfont & lune ou a l’autre soit le méme, et 
que cette circonstance ait toujours lieu, quel que soit (a). Je dirai 
que ® et %, sont deux conditions ¢quivalentes. 


28. Considérons, comme au No. 21, une courbe Y attachée a 
une condition ®, supposons cette courbe décomposée, a l’origine des 
coordonnées, en ses branches linéaires ou superlinéaires, et soient 


rt, y=tf(t) 


les équations qui représentent une de ces branches. La lettre f désigne 
un développement suivant les puissances entitres et ascendantes de ¢, 
commen¢ant par un terme constant; et p et q sont deux nombres 
entiers positifs. De plus, les coefficients A de Véquation qui définit 
Y (No. 21) restant indéterminés, on sait par la théorie des courbes 
algébriques que p et gq sont premiers entre eux. Soient (p, q), (p’,q)-:- 
les couples de nombres analogues, lidentité de deux couples étant 
d’ailleurs possible. 

Pour Yobjet actuel, on peut remplacer la courbe Y par la courbe 
composée 


O= Y, = (xP?— By!) (a? —B'y?)--- ed 


En -effet, en vertu de l’indétermination des coefficients A, B, -- - 
le nombre des intersections confondues 4 Yorigine, avec une courbe 
quelconque, sera le méme pour Y ou pour ¥,. 

Or, daprés un résultat du No. 14, Y, est composée des courbes 
attachées aux diverses conditions 


da = CR», yey = Cr, ‘ie 


Désignons par (p, q) une telle condition ¢lémentaire. Nous avons 
ce premier résultat, que la courbe attachée & ® est la super- 
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position ou la somme des courbes attachées & plusieurs conditions 
élémentaires. 

D’aprés le No. 14 encore, les nombres analogues a « et B sont, pour 
la condition (p, q), respectivement 2q et 2p. Donc, pour la condition 
%,, somme de (p, q), (p’, 7’), +++, on a: 


a@=2(q+d+-), By =2(t+P'+-:)). 


Mais, suivant le No. 12, ces deux derniers nombres sont précisément 
égaux respectivement 4 26,’ et 26, Si lon fait 


a=a—a, b=p—A§,, 


les inégalités (8) montrent alors que a et b sont des nombres 
positifs. 

Désignons par P et par D. la condition, pour une conique, de 
passer par un point ou de toucher une droite; il résulte de ce qui 
précede |’équivalence 


b=aP+0D+(0,9)+0,9)+°°- 


En effet, la condition composée, représentée- par le second membre, a 
la méme courbe attachée et les mémes nombres «, 6 que la condition 
®. Done elle lui est équivalente. Done 

Théoreme 1V.— Une condition quelconque est équivalente a la somme 
dun nombre limité de conditions élémentaires. 

On peut dés lors remplacer les propositions précédentes par le 
Théoreme IV et le suivant: 

Théoreme V.— Sovit, dans un systeme, de caractéristiques w, v, une 
conique dégénérée dordre m et de classe n; soit, powr cette figure, y le 
plus petit des deux produits mq, np. Soit enfin T la somme des nombres 
analogues & y pour toutes les coniques dégénérées du systeme. Le nombre 
des coniques de ce systéme qui satisfont a la condition (p, q) est 
2(qu+ pv) —f. 

On pourra conventionnellement mettre au nombre des conditions 
(p,q) les deux conditions P, D, en supposant: 


P= (O, 4), D= (4, 9). 


Pour tout autre cas, p, q seront des entiers premiers entre eu... 
La convention précédente a l’avantage de réduire & sa plus simple 
expression la formule qui donne de nombre des coniques satisfaisant a 
cing conditions séparées , formule dont la recherche fait la suite naturelle 
du mémoire actuel. 


29. Les exemples envisagés au paragraphe V revétiront maintenant 
les formes suivantes: 





38 Havrnen. Sur la Théorie des Caractéristiques. 


Pour la condition m du No. 24, on aura: 


Sip>qd, ° yp = (6p—4q) P+ 2qD. 
Sip<q, gp = 2pP + (6q—4p) D. 


Pour la condition y de ce méme No. 24, on a: 


y= 2pP+ 2qD+ 2(q, p); 
et pour celle du No. 25, 


o=4P4+4D+4 4(1, 1). 


Ces exemples me paraissent suffire 4 éclaircir les théories exposées 
dans ce mémoire. 
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Zur Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Von A. V. BAckuiunpb in Lund. 


In zwei friiheren Abhandlungen im XI. und XIII. Bande dieser 
Annalen habe ich mich mit partiellen Differentialgleichungen héherer 
Ordnung, die erste Integrale besitzen, beschiiftigt, und in der letzten 
Abhandlung besonders das gegenseitige Verhalten der ersten Integrale 
einer solchen partiellen Differentialgleichung untersucht, die zwei oder 
mehrere vollstiindige erste Integralschaaren, jede Schaar ausgedriickt 
durch eine Gleichung von der Form: 


eine arb. Function von (f; (2, %,,++: a, 1", 2", ++» Diffqu.v.z), 
fo (2, Uy, +++ ny 1”, 2", --- Diffqu.v.2)) = 0, 


besitzt. Indem man den dort eingeschlagenen Weg verfolgt, gelangt 
man zu verschiedenartigen Systemen von Differentialgleichungen, fiir 
die gemeinsame Integralmannigfaltigkeiten von » Dimensionen (falls 
n die Zahl der unabhiingigen Variablen ist) existiren. Systeme zweier 
partieller Differentialgleichungen 2. O. mit zwei unabhiingigen Variablen, 
von denen jedes eine unendlichfach unendliche Schaar von Integral- 
flichen besitzt, sind schon in der letzten der oben citirten Abhand- 
lungen erédrtert worden*). Das allgemeinere System zweier partieller 
Differentialgleichungen 2. O. mit zwei unabhiingigen Variablen und 
mit gemeiusamen Integralfliichen, deren Elemente (¢vypqrst) alle 
gemeinsamen Elemente (zxypqrst) der Gleichungen umfassen, hat 


nur oo! Integralfliichen. — Das sind, im Falle n = 2, zwei verschie- 
dene Arten von Paaren von Gleichungen 2. O., die Integralfliichen zu 
einer grésstméglichen Zahl**) gemein haben. — Zu den letzt an- 


gegebenen allgemeineren Gleichungspaaren kommt man auch durch 


5S 


*) Solche Systeme sind, wie ich in der citirten Abhandlung bemerkt habe, 
auch schon friiher betrachtet worden. (Darboux, Comptes rendus T. LXX,) 

**) Tch behalte diesen Ausdruck bei, um zu bezeichnen, dass die Elemente 
der Integrale simmtliche Elemente des Gleichungspaares umfassen, 
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die Entwickelungen der erwiihnten Abhandlung, namentlich durch den 
Satz der 20. N. daselbst. Ich stelle daher hier zuerst eine Discussion 
dieses Satzes an. 

Fiir » > 2 wird die Zahl der Arten von Paaren von partiellen 
Differentialgleichungen 2. O. mit Integral- M, zu einer grésstméglichen 
Zahl eine grossere. Der dritte Paragraph dieser Abhandlung soll sich 
mit einer besonderen Art von Gleichungspaaren mit drei unabhiingigen 
Variablen und mit Integral-M, zu einer grésstméglichen Zahl be- 
schiiftigen, fiir welche sodann im vierten Paragraphen allgemeine Bei- 
spiele gegeben werden. 

Hier wird das Problem von der Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen 2. O. so gut wie nicht beriihrt, Aber es ist offen- 
bar, dass, wenn partielle Differentialgleichungen bekannt sind, die 
mit einer vorgelegten Gleichung 2. O. Integralflichen gemein haben, 
diese Flichen durch einfachere Operationen erhalten werden miissen, 
als Integrale einer Gleichung 2. O., von der von vornherein keine 
anderen Gleichungen der genannten Art bekannt sind; ebenso ist leicht 
ersichtlich, worin diese Vereinfachungen bestehen. Man kann sogar, 
— ich habe es an verschiedenen Stellen der Abhandlung im XIII. Bd. 
d. A. bemerkt, — aus solchen Griinden Gattungen von Gleichungen 
2. O. angeben, die durch Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen 
vollstiindig gelést werden. Eine ganz andere Art von Vereinfachung 
des Integrationsproblems ist die, welche fiir eine partielle Differential- 
gleichung 2. QO. sich darbietet, von der eine infinitesimale Beriihrungs- 
transformation, durch welche die Gleichung in sich selbst iibergeht, 
bekannt ist. Ich habe die Frage, wie die Kenntniss einer infinitesi- 
malen Beriihrungstransformation der Gleichung 2. O. in sich selbst zu 
verwerthen sei, nicht véllig unberiihrt lassen wollen, und desshalb die 
Entwickelungen des 2. Paragraphen gegeben. — Die drei letzten 
Paragraphen der gegenwiirtigen Abhandlung setzen die Kenntniss der 
in meiner Abhandlung im XIII. Bd. d. A. 8. 411 tiber Charakteristiken 
von Gleichungen 2. O. enthaltenen Theorie voraus. 


§ 1. 
Ueber Systeme von partiellen Differentialgleichungen des Raumes von 
drei Dimensionen. 

1. Ich betrachte zuniichst, ebenso wie in der 20. N. meiner Ab- 
handlung im XIII. Bande dieser Annalen, eine lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung n'* Ordnung, die zwei erste Integrale hat, die resp. 
zwei distincten Integralschaaren zugehéren, und nehme an, dass ein 
jedes dieser Integrale selbst ein Integral hat, das durch eine partielle 
Differentialgleichung k'' resp. m'** Ordnung ausgedriickt ist. Die- 
jenigen beiden partiellen Differentialgleichungen » — 1'* O., welche 
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die erwihnten ersten Integrale darstellen, miissen immer, da letztere 
nicht in derselben Integralschaar enthalten sind, einem jeden gemein- 
samen Elemente (z,z,y, p,q, ---m—1" Diffqu. v. 2) charakteristische 
Richtungen zuordnen, von denen n — 2 fiir beide Gleichungen ge- 
meinsam sind, — dies schon desshalb, weil sonst die Gleichung 
n‘ Ordnung ihren Elementen (z,x,y, p, q...n'® Diffqu. v. 2) mehr als 
n charakteristische Richtungen, nimlich alle die charakteristischen 
Richtungen ihrer ersten Integrale, zuordnen wiirde, was unmdglich 
ist. Daneben miissen jene Gleichungen n — 1'* O. Integralflichen zu 
einer grésstméglichen Zahl gemein haben*). Das Alles ist tibrigens 
damit aquivalent, dass von den ersten Derivirten in Bezug auf 2, y 
der beiden partiellen Differentialgleichungen nm -— 1'* QO. die eine Deri- 
virte eine algebraische Consequenz der anderen sein muss. 

Die partielle Differentialgleichung k'e 0., die ein Integral der 
einen jener Gleichungen » — 1 QO. darstellt, muss dann mit der 
anderen Gleichung n — 1' QO. so verbunden sein, dass jedem ihrer 
gemeinsamen Elemente (exy pq ...n— 1s” Diffqu. v.2.) k oder wenigstens 
k — 1 fiir beide Gleichungen gomeineam charakteristische Richtungen 
zugeordnet werden, und dass gemeinsame Integralflichen zu einer 
grésstméglichen Zahl existiren. Algebraisch: es muss, wenn F' = 0), 
gy =0 die Gleichungen k'* resp. » — 1’ Ordnung sind, von den 


Gleichungen: 
rrr a" *F a"—*F dp _., d@ 
(1) da™—* =0, dx" ay anQ,>-- “dy"* wt, dx a, ag? 


wenigstens eine eine algebraische Consequenz deranderen sein, so dass sich 
also wenigstens ein Werthsystem von Verhiiltnissgréssen 4,, A,,... My) (» 
muss finden lassen, das unabhiingig von den besonderen Werthen der 
ne" Differentialquotienten von z die Relation befriedigt: 

m-—k u—k 7; n—k 
(2) a, “ F a" F d 


wat 2 da egies tay tt eet dy"-* 


l 1 
+ i gg t+ He Gy =O 


Nun schreibe ich: 


rrr 
es a 
= bet i ; 
iggy 182 FH My 8 ss Hb apt eege + Aj, 
€ 
da’ F 


ay Ay Enna HF Ay En—egea + Meg Enga + Ane} 


*) Beiliufig: Derjenige Streifen, der durch die eine Gleichung n — 15"* O 
auf einer beliebigen (nicht gemeinsamen) Integralfliche der anderen Gleichung 
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und 
d > 
7. = b,& + by &, +++ b,e + By, 


Ge — bib + aes + + + ntags + By; 


WO &, &&,...€ng1 die n' Differentialquotienten von 2 bezeichnen. 
Als erste Bedingung eines Werthsystems der 2, uw, das der ge- 
stellten Forderung geniigt, ergiebt sich dann die, dass identisch 
sein muss: 
(3) (Ay A, w+ Agu? ++ Ange) (a, + a, u-+ ay? +--+ aggre) 
+ (u, + wu) (b, 4+-b,u+b,0 + ---+b, u—') =0, 


d. h. dass die beiden Gleichungen in w: 


(4) a, + au + au? +-+-+ ayw =0, 
(5) b, + dou + b,u? + +--+ 0,01 = 0 
k — 1 Wurzeln gemein haben, oder geometrisch ausgedriickt, dass 
F=0, p=0 jedem gemeinsamen Elemente (2 xy pq ---m — 1*° Diffqu. v. 2) 
k — 1 gemeinsame charakteristische Richtungen zuordnen miissen, Als 


zweite Bedingung eines solchen Werthsystems der 2, uw erhilt man 
die, dass wirklich fiir die Gleichungen (1) gemeinsame -Schaaren von 
Werthen ¢,, &,--+-+ 41 existiren miissen*); geometrisch, dass jede 
fir /’—0O, m=O gemeinsame charakteristische Richtung auch zu 
fiir diese Gleichungen gemeinsamen charakteristischen Streifen fiihren 
muss. — Wenn die linke Seite der Gleichung (4) ein Factor der linken 
Seite der Gleichung (5) ist, so giebt es zu jedem fiir P—0, mp =0 
gemeinsamen Elemente (zvypq ---n-—1* Diffqu. v. 2) k gemeinsame 
charakteristische Richtungen. Von den Gleichungen (1) miissen jetzt 
die zwei letzten aus den iibrigen folgen, und jede fiir /’ = 0 charak- 
teristische Richtung muss daher auf fiir diese Gleichung und fiir 
g = 0 gemeinsame charakteristische Streifen fiihren. 

Halten wir uns ein wenig bei diesem Falle auf. — Betrachten 
wir eine Integralfliche von = 0. Sie enthilt wenigstens einen 
Streifen von Klementen (zy pq ---n— 1°” Diffqu. v. 2), die siimmtlich 
der Gleichung g =O zugehdren. Wenn derselbe keine gemeinsame 
Charakteristik fiir / —0, go = 0 ist, so miissen, da nun, fiir ein 


ausgeschieden wird, ist ein charakteristischer Streifen der letzteren Gleichung. — 
Dies wird in ganz derselben Weise hergeleitet wie der Satz p. 103 meiner Abh. 
im XIIL. Bd, 

*) D. i. die Relation: 


A, Ay + gAy +--+ + A, k+t A,_,.t+ u, By, + 2B, =0 
muss ebenfalls befriedigt werden, 
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jedes der genannten Elemente, 4? ung 2% gleichzeitig mit den 
dx dy ° 


(n—k)" Derivirten von F in Bezug auf a, y verschwinden, die 
Charakteristiken fiir 0, die von jenen Elementen ausgehen und 
die Integralfliiche erzeugen, ebenfalls der Gleichung g = 0 als Charak- 
teristiken zugehéren, und folglich jene Integralfliche auch ein Integral 
von g = 0 sein. Ist der anbemerkte Streifen eine gemeinsame Charak- 
teristik fir /’=—0, gy =0, so findet sich, wiederum wegen des fiir 


die Elemente des Streifens stattfindenden gleiciizeitigen Verschwindens 


do dg 


von Ge? dy mit dem der (x —i)'*" Derivirten von F’, ein zweiter un- 


endlich benachbarter Streifen von Elementen (zxypq...n—1* Diffqu. v. 2) 
derselben Integralfliiche, der ebenfalls der Gleichung n — 1" O. op =0 
geniigt. Wir kénneu diesen neuen Streifen in derselben Weise be- 
handeln wie den friiheren, und leiten so einen dritten ab, u. s. w., — 
so dass wir schliesslich die ganze vorgelegte Integralfliiche als der 
Gleickung » =0 zugehdrig erhalten. Die vorgelegte Integralflache 
war aber eine beliebige Integralfliche von F = 0. Also: F = 0 muss 
jetzt ein Integral von gp =O ausmachen.*) 

Hiernach gehen wir zu dem Falle zuriick, wo nur k — 1 der k 
charakteristischen Richtungen, die durch /-=Oeinem Elemente (zxypq..-) 
zugeordnet werden, auch fiir p = 0 charakteristische Richtungen sind. 
Dabei ist besonders bemerkenswerth die Form derjenigen Gleichungen, 
durch welche der eben beschriebene Zusammenhang zwischen F’ = 0 
und » = 9 ausgedriickt wird. — Weil k— 1 der Wurzeln der Gleichung 
(5) auch der Gleichung (4) als Wurzeln zugehéren, und auf Grund 
von (3) die »—k iibrigen Wurzeln derselben Gleichung (5) die 
Wurzeln der Gleichung: 


A, + Anu + Agu? +--+ + Anapiu* = 0 


sind, so miissen 4,,4,,4,,... proportional linearen Combinationen 
der Gréssen b sein: 


A; = A(B,%b, + Bb, +-->), 
wo A einen (unbekaunten) Proportionalitiitsfactor bezeichnet und 
6,, B,... Funetionen der genannten & — 1 fiir (4) und (5) gemein- 
samen Wurzeln sind. — Ebenso hat man: 


a = B(a,%a, + «a, +--+), 


wo B einen (unbekaunten) Proportionalititsfactor, und @,, «,,... 


*) Vorausgesetzt jedoch, dass auch im Unendlichen jene Abhingigkeit der 
zwei letzten der Gleichungen (1) von den itibrigen Statt hat. Denn sonst wiirde 
man aus dem Vorhandensein eines der Gleichung g = 0 zugehérenden Streifens 
einer Integraifliiche von F' == 0, wenn dieser Streifen unendlich weit gelegen wire, 
nichts schliessen kénnen. 
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gewisse Functionen jener k — 1 gemeinsamen Wurzeln von (4) und 
(5) bezeichnen. 


Iusbesondere hat man: 
4,=Ab,, pg, = Ba,, 


und, wegen (3), 4,a,-+ 4,b,=0, also: A+ B=0O. Man kann 
daher in den obigen Ausdriicken der 4;, uw; setzen: A=1, B=—1. 
Nun fiihren wir in die » + 2 Gleichungen, in welche die Identitit 
(2) zerfallt, fir 2, jene Ausdriicke ein. Durch dieselben werden 
n—k- 2 der n+ 2 Gleichungen erfiillt. Die iibrigen & bleiben als 
Bedingungen fiir I’, p zuriick. Sehen wir F’ als bekannt an; jene k 
Gleichungen werden dann, vermdge der oben angezeigten Form. der 
Ausdriicke von 4, uw, lineare homogene partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung fiir p;— 2,2, Y,p,q,-.-" — Ll” Differentialqu. v. z 
fungiren hierbei als unabhiingige Variablen. 

Daraus folgt u. A., dass, wenn eine partielle Differentialgleichung 
ker O. zu zwei Gleichungen n — 1%" O.: gp, = C, yp, = C (wo C 
eine willkiirliche Constante bezeichnet) in einer solchen Beziehung steht, 
dass erstens jedem Elemente (2, x,y, p,q,-..” — 1 Diffqu. v. 2) der 
Gieichung ke O. eine Schaar von k — 1 charakteristischen Richtungen 
zugehdrt, die zugleich charakteristische Richtungen von oy, = C, 9, = C 
sind, und dass zweitens dieselbe Gleichung k* O. sowohl mit jeder 
Gleichung gy, = C als auch mit jeder Gleichung », = C Integralflichen 
zu grosstmoglicher Zahl gemein hat, — diese Gleichung ker O. in genau 
derselben Bezichung zu jeder Gleichung von der Form: 

eine arb. Function von (9,, P.) = 9 
steht. 

Wenn nimlich g,, py, zwei Lésungen eines Systems linearer ho- 
mogener partieller Differentialgleichungen 1** O. sind, so ist auch: 
eine arb. F'(y,, p,), eine Lésung desselben Gleichungssystems. 

Dieser Satz ist in der Abhandlung im XIII. Bd. d. A. zwar nicht 
ausdriicklich angegeben worden, aber er ergiebt sich ohne Miihe aus 
dem in der 20°" N. daselbst Auseinandergesetzten. In dieser Nummer 
ist die Beziehung zwischen einer Gleichung k'* O., die ein gemein- 
sames Integral von » — k, verschiedenen Schaaren zugehérenden ersten 
Integralen einer linearen Gleichung n' O. darstellt, und irgend einer 
der Gleichungen » — 1** QO. einer anderen ersten Integralschaar der- 
selben Gleichung n'*' O. entwickelt worden, und diese Beziehung ist 
genau die hier zwischen =O und g,=C dargelegte. Die Gleichungen 
m — le Q, einer und derselben ersten Integralschaar sind von der 
Form: F(y,,¥,)=0. Die Gleichungen », =C, ¥, =C und F'(y,, »,) =0 
haben zu jedem Elemente (2, x, y, p,q, ---%— 1° Diffqu. v. 2) die- 
selben » — 1 charakteristischen Richtungen, und mit der Gleichung 
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ker QO. dieselben k — 1 charakteristischen Richtungen gemein. Jetzt 
brauchen wir blos das, was, wenn es sich nur um den Zusammenhang 
zwischen der Gleichung k'*' O. und F'(y¥,, »,.) =O handelt, unwesentlich 
ist, abzustreifen, d. h. wir brauchen blos die Forderung fallen zu lassen, 
dass y, = C, y, = C und somit alle F'(y,, y,) = 0 mehr als die k—1 
letztgenannten charakteristischen Richtungen gemeinsam besitzen, um 
fiir ~,, ¥, solche Functionen setzen zu kénnen, wie die obigen g,, 9». 

Jetzt betrachte ich die partielle Differentialgleichung m'* O., durch 
welche das anfangs angenommene Integral von » = 0 dargestellt wird, 
und setze dann m=n—k-+ 1, wo r Null oder eine ganze positive 
Zahl < k — 1 bedeutet. Die Gleichung m'* O. selbst bezeichne ich 








mit ® = 0. — Von den Gleichungen fiir die n‘e Differentialquotienten 
von 2: 

CF ag MOE son or 8 » 22g :). ie 
da * = dat "gy ’ dy * =’ ax? ay 


muss, da ®=0 ein Integral von pO ist, wenigstens eine Gleichung 
eine algebraische Consequenz der anderen sein. Also miissen sich die 
4, w so bestimmen lassen, dass identisch wird: 


(Ay Agus Ane pr wr) (a ag +++ aay) 
(thy eg tee + arg WH") (GE Og tt ee Cnn pre) = 05 


folglich: jedem gemeinsamen Elemente von F =0, © =O werden r 
gemeinsame charakteristische Richtungen zugeordnet. Noch mehr, jedem, 
den beiden Gleichungen (und ihren Derivirten) gemeinsamen Werth- 
systeme von (2,7, y,p,q,...n—1* Diffqu. v. 2) kommt eine Schaar 
von oo” den beiden Gleichungen gemeinsam zugehérenden Werth- 
systemen der ne Differentialquotienten von z zu, jedem dieser Elemente 
(2,2,4,p,q,...n Diffqu. v. 2) eine Schaar von ebenfalls co” den- 
selben Gleichungen gemeinsam zugehérenden Werthsystemen der(n-+-1)**e 
Differentialquotienten von z, u. s. w. So dass, wenn r > VO, jede der 
genannten r charakteristischen Richtungen zu gemeinsamen charak- 
teristischen Streifen Anlass giebt, und dass, sei r = 0 oder > O, die ge- 
meinsamen Elemente von F =0, & =O sich zu Integralflichen zu- 
sammenfiigen. 

Selbstverstiindlich kénnten mehr als » gemeinsame charakteristische 
Richtungen existiren; r ist nur eine Minimumszahl derselben. Immer 
existiren gemeinsame Integralfliichen, die die gemeinsamen Elemente 
der Gleichungen erfiillen. 


2. Wir werden jetzt sehen, wie diese Theorie fiir partielle Diffe- 
rentialgleichungen 2'* O. sich gestaltet. Dann schreiben wir k = 2. 
Kine Gleichung 2" O. kann, nach dem oben Entwickelten, in einer 
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solehen Beziehung zu einer Gleichung m** O. stehen, dass jedem ihr 
und der Gleichung m'** O. gemeinsamen Elemente (2, 2, y,p,q,...m' 
Diffqu. v. 2) eine fiir beide Gleichungen gemeinsame charakteristische 
Richtung, oder sogar (falls m > 2) dieselben zwei charakteristischen 
Richtungen zugeordnet werden, und dass in beiden Fillen gemein- 
same charakteristische Streifen, die sich zu Flichen zusammensetzen, 
existiren. Auch ohne derartige gemeinsame charakteristische Richtungen 
zu besitzen, werden die beiden Gleichungen gemeinsame Integralfliichen 
za einer solehen Zahl besitzen kénnen, dass diese Flichen alle den 
beiden Gleichungen gemeinsamen Elemente (2,2, y, p,q,...m'° Diffqu. v. 2) 
umfassen. — Die analytischen Bedingungen eines solchen Systems von 
Gleichungen 2‘ und m'* QO. sind aus der vorangehenden allgemeinen 
Eroérterung leicht zu gewinuen. 

3. Ich setze jetzt m—1 (wodurch n=3, r =O wird) und 
schreibe die Bedingungen auf, die erfiillt werden miissen, damit eine 
partielle Differentialgleichung 1s" O. f = 0, die alle ihre oo* Charak- 
teristiken mit der Gleichung 2’ O. # =O gemein hat, zu Stande 
kommen kénne. Man hat nur auszudriicken, dass von den fiinf 
Gleichungen: 

aF aF Cf _ . 2 af 


dz ° dy ° dx ° dxdy =’ ayn? 


zwei Gleichungen aus den iibrigen folgen. Entwickelt nach den dritten 
Differentialquotienten von z, die ich mit u,v, w,@ bezeichne, sind 
diese fiinf Gleichungen von der Form: 

a +au+av+aw=—0, b%+bu+b,0=—0 

bO + bv + b,w= 0, 

a® +av+awtao=0, IM4b0+ba0=0, 

und die fraglichen Bedingungen werden diese : 
a, b,* — a,b,b, + a,b,’ = 0, 
(6) a bb, — ba, b, — bY a,b, = 0, 
a bb, — bO™ a,b, — bY a,b, = 0- 

Durch Einfiihrung derjenigen Werthe von yr, s, ¢, die durch Elimi- 


nation aus den Gleichungen: 


—— a "ee 
F=—0, dz mi, dy athe 


sich ergeben, werden jene Gleichungen (6) partielle Differential- 
gleichungen 1*' QO. fiir /. Die Forderung der Existenz einer Gleichung 
f =e ist iiquivalent der Bedingung, dass jene Gleichungen (6) eine 
gemeinsame Lisung zulassen sollen. Diese Bedingung ist in erster 
Hand als eine Bedingung fir F’ = 0 aufzufassen. 
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Aus einem friiheren, im Anfange der ersten Nummer bewiesenen 
Satze folgt, dass f =e ein erstes Integral von F =0 sein muss. — 
Spiiter (N. 6.) werden wir diesen Satz auf etwas andere Weise be-: 
griindet sehen. 

Die Gleichungen (6), als partielle Differentialgleichungen 1% O. 
fiir f betrachtet, kénnen eine gemeinsame Lésung mit zwei arbitriren 
Constanten besitzen. Kine Lésung mit einer grésseren Zabl arbitrirer 
Constanten ist desshalb unmdglich, weil drei partielle Gleichungen 
ist’ Q. zwischen fiinf Variablen (x, y, 2, p,q) héchstens eine Lésung 
mit zwei arbitriiren Constanten gemein haben kénnen. Wenn die 
Gleichungen (6) eine Lésung jener Art gestatten, so muss die zu- 
gehérende Gleichung 2'* O. F' = 0 erste Integrale zu grésstmoéglicher 
Zahl besitzen. Dieselben werden durch die genannte Lésung angegeben. 


4. Aus dem am Ende der ersten Nummer Entwickelten folgt fiir 
k=2, n=3, r =O, dass eine partielle Differentialgleichung 1*'* O. 
f= 0 mit einer partiellen Differentialgleichung 2" O. /’ = 0 zweifach 
unendlich viele Integralflichen gemein haben kann, ohne dass die 
beiden Gleichungen Charakteristiken gemein haben. Es ist hierzu nur 
erforderlich, dass von den fiinf Gleichungen: 

dF oa dF ial af a af pa af — 
dx > dy > da > dady > dy? 
eine eine algebraische lolge der anderen sei. Diese Bedingung driickt 
sich so aus. Es muss sein: 


(7) b,a% 4. b, a) — a, pio) Ay VOY) — a,b = 0, 
was, wenn /’ bekannt ist, und fiir r,s, ¢ ihre aus den Gleichungen: 


ro, fo, 0 
hervorgehenden Werthe in 2, 2, y, p,q eingesetzt werden, eine par- 
tielle Differentialgleichung 2‘ O. zur Bestimmung von f wird. 

Die Gleichung F’ = 0 ist somit eine Gleichung 2" O. all- 
gemeinster Art. 

5. f (2, @, y,p, 7) = O sei eine partielle Differentialgleichung 
Ise Q., die zu einer gegebenen Gleichung 2‘ O. #’=0 in der durch 
die Gleichung (7) ausgedriickten Beziehung steht. Durch irgend eine 
Beriihrungstransformation : 


X=f (2, 2, YP; q)> 
Y¥=/f,( ), 
Z = fy ( ), 
P=9,( im 
Q ( )s 
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R=, (¢,2,4,p, 9,7, 8,8), 
S= vp ( ), 
T= Pr» ( )s 


bilden wir jene Gleichung f = 0 auf die Y Z-Ebene ab. Die Linien- 
elemente (Y, Z, Q) dieser Ebene werden dabei Bilder der Charak- 
teristiken von f= 0. Die co? Integralfliichen, die dieser Gleichung 
und #' = 0 gemein sind, erscheinen als Bilder von co? Curven jener 
Ebene. Anderseits wird diese Curvenschaar analytisch durch eine 
Gleichung ©(Z, Y, Q, 7’) = 0 dargestellt. Auf eine solche Form muss 
also F =0 mit Hiilfe von f—0O gebracht werden kiénnen. — Jede 
Gleichung 2'* O. der YZ-Ebene kann als Bild eines derartigen 
Gleichungssystems wie /' = 0, f = interpretirt werden. 

6. Wenn f= 0 in der durch die Gleichungen (6) formulirten 
Beziehung zu F = 0 stiinde, so dass co’ fiir beide Gleichungen ge- 
meinsame Charakteristiken existirten, so wiirden auch unbegrenzt un- 
endlich viele gemeinsame Integralflichen aus diesen sich zusammen- 
setzen lassen.*) Dann aber miisste die entsprechende Gleichung 2‘ O. 
der YZ-Ebene: 0(Z, Y, Y, 7) = 0, eine solche zweifach unend- 
liche Curvenschaar repriisentiren, fiir deren Curven unbegrenzt unend- 
lich viele osculatorische Enveloppen sich ergeben wiirden. Solche 
Curvenschaaren kann es nicht geben, es sei denn, dass jede Curve 
einer solchen zweifachen Curvenschaar in jedem ihrer Punkte immer 
von einer unendlich benachbarten Curve derselben Schaar beriihrt wiirde. 
Aber nur in einem Punkte (oder in einigen Punkten) kann eine be- 
liebige Curve einer zweifachen Schaar von einer unendlich benach- 
barten Curve derselben Schaar beriihrt werden.**) Und niemals gibt 


*) Entsprechend niimlich den »' Werthen von u,v,w,@, die jedem fiir 
F'=0, f=0 gemeinsamen Elemente (2,7,y,p,q,7,8,¢) durch die zweiten 
Derivirten der letzteren Gleichung (in denen die ersten Derivirten von F’ = 0 ent- 
halten sind) zugeordnet werden. 

**) Sei 

fy, g,2, u) =0 
irgend eine zweifache Curvenschaar der YZ-Ebene. Durch Elimination von 
q, 41, du aus den folgenden Gleichungen: 


fytafa=o, £adi+f' (u)du=o, 
(Armtafro)usrermtagr o)au-o 


gewinnt man die Gleichung einer Curve, welche die Curve: f(y, 2,4, u) = 0, 
in ihren Beriihrungspunkten mit unendlich benachbarten Curven: 

. f(y, 2, 4+d2, u4+du) =0, 
schneidet. Sollte also f= 0 eine zweifache Curvenschaar darstellen, von deren 
Curven jede beliebige von allen ihr unendlich benachbarten Curven der Schaar 
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es mehr als oo! osculatorische Enveloppen von Curven einer gegebenen 
zweifachen Curvenschaar. *) 

Die Gleichung 2‘ O. F = 0, von der hier die Rede gewesen ist, 
kann also nicht, wie die in der vorigen Nummer besprochene allgemeinere, 
zu einer Gleichung 2' Q. der Y Z-Ebene Anlass geben. Auf Gleichungen 
ter, 4ter |, . OQ. derselben Ebene kénnen nur Gleichungen 3*, 4... O. 
des Raumes fiihren. Es bleibt also nur die Méglichkeit iibrig, dass 
die Bilder aller gemeinsamen Integralflichen von f=0O und /’'=0 
die ganze Ebene bedecken, so dass alle Curven dieser Ebene Bilder 
von solchen Integralfliichen sind; d. h. aber, wie friiher in N. 3. be- 
hauptet wurde: f= 0 ist ein Integral von F = 0. 

7. Ich setze jetzt m—=—2, k= 2. Zwei Fille sind dann zu unter- 
scheiden: der Fall nm =3, r = 1 und der Fall n=4, r =O. (Vol. 
den Schluss von N. 1.) 

Im ersten Falle besitzen die beiden Gleichungen 2** 0. F = 0, 
® = 0 oo® Charakteristiken gemein, die sich zu unbegrenzt unendlich 
vielen Fliichen zusammensetzen. Die eine der ersten Derivirten jener 
Gleichungen muss jetzt eine algebraische Folge der anderen sein, Dieses 
driickt sich durch zwei lineare partielle Gleichungen 1°" O. zwischen 


beriihrt wiirde, so miisste f= 0 ein Integral der Gleichung der eben construirten 
zweiten Curvenschaar (4, « variable Parameter der Schaar), deren Gleichung ist: 


(ro Frwy, ro) -(ro 2 rw-ragre)ra= 


sein, 
Die letztere Gleichung schreibt man kiirzer so: 


a ¢f'y) " f(y) 
so — a) = 0, 
Carrey) —T we Fe)> 
und sieht dann sogleich ein, dass: 
re = eine Function von (y, 2, /f) 


sein muss, Das allgemeine Integral dieser Gleichung lautet: 
f = eine arb. Function von (Pp (Ys 2, f),4, 8), 
und die Curvenschaar f= 0 wird also durch die Gleichung: 
eine arb. (p (y, 2,9), 4, #) =0, 
ausgedriickt. Aber diese Gleichung, die iiquivalent ist folgender: 
p(y, 2)= (4,4), 
ist nur einfach unendlich in Bezug auf 4, u, und durch dieselbe wird also keine 


zweifache Curvenschaar repriisentirt. — Hierdurch ist die im Texte aufgestellte 
Behauptung bestiitigt. 


*) Sie sind als singuliire Lisungen der Gleichung 2ter O., die die zweifache 
Curvenschaar darstellt, zu bezeichnen. 
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F’, ® aus.*) Und F (oder ®) muss also so beschaffen sein, dass 
diese Gleichungen eine gemeinsame Lésung ® (oder F’) zulassen. 
Im zweiten Falle wird von den zweiten Derivirten von F=0, O=—0: 


a + a, & + G28 + Ay8& =O, LO) + bye, + bye, + bse, = 0, 
AO) + Ay & + dyé, + a8, = 0, LOD + by & + b, 8, + bye, = 9, 
a") + a, & + a,2, + a,8& =O, bOD + b, e, + bye, + be, = 0, 


(unter ¢,, &, &, €,, &, die vierten Differentialquotienten von z verstanden) 


eine Gleichung eine algebraische Folge der anderen. D. h. es muss 
sein: 


(8) b,a™ + b,a™ + b,a®™ — a,b — a, b©) — a,b") = 0. 


Diese Gleichung wird, wenn fiir die in a) ete., L©) ete. vor- 
kommenden u,v,w, @ ihre Werthe in 2,2, y, p,q,7r,5, ¢ aus den 
Gleichungen: 


dF aF d® , d® 
dx = %, dy oS dx fe, = 
gesetzt werden, eine Gleichung, die ® bestimmt, wenn F als bekannt 
angesehen wird. 
Jetzt existiren blos oo! fiir / — 0, © = 0 gemeinsame Integral- 
flichen. Aber F = 0 ist auch jetzt cine Gleichung 2" O. allge- 
meinster Art. 


§ 2. 
Ueber partielle Differentialgleichungen 1'* und 2*" 0., die von einer 
infinitesimalen Beriihrungstransformation ungedindert gelassen werden. 


8. Man weiss aus den Arbeiten von Lie, dass, wenn von yorn- 
herein eine infinitesimale Beriihrungstransformation bekannt ist, durch 
welche eine partielle Differentialgleichung 1°" O. in sich selbst iiber- 
geht, die Lésung dieser Gleichung immer Vereinfachungen zuliisst. 
Aehnliches gilt auch von partiellen Differentialgleichungen 2*e™ (und 
hoherer) Ordnung. Hat man in irgend einer Weise von einer solchen 
Gleichung gefunden, dass sie eine infinitesimale Beriihrungstransfor- 
mation gestattet, so ist damit zugleich auch ein Schritt zur Reduction 
dieser Gleichung gemacht. — Ich werde jetzt erstens allgemein von 
infinitesimalen Beriihrungstransformationen des Raumes von drei Di- 
mensionen sprechen, und sodann, wenn auch nur kurz und unvoll- 
stindig, ihre Beziehung zu partiellen Differential-Gleichungen er- 
ortern. 


*) Auf 8. 85 der Abh. im XIII, Bd. d. A. sind diese Gleichungen angegeben 
worden. 
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Damit eine infinitesimale Transformation: 


dz=eL(z,x,y,p,q); . 


dy = eM( ); 

(9) dz =e N( ), (€ eine unendlich kleine Constante) 
dp = ¢ P( ), 
dq = &Q( ), 


eine Beriihrungstransformation sein soll, miissen erstens L, M,N den 
folgenden Relationen geniigen:*) 


(wteL,yteM|=0, [yteM, 2+eN]=0, [e+eN,2+eL]=0, 
oder, wern zweite (und héhere) Potenzen der infinitesimalen con- 
stanten Grésse ¢ vernachlissigt werden: 


oM_ OdL oN. 0am omM ON __ 


Op da’ dq sas dp + dq’ Op pon ta 5c. 
woraus sich ergiebt: 
ood oo a®d o® 
Se ae aa 


(® eine beliebige Function von 2, y, 2, p, q.) 


Und weiter folgt, weil die Gleichung: dz — p'da — q' dy = 0, 
in der & =a+eL,---q =—q+eQ, eine Folge der: Gleichung 
dz — pdx — qdy = 0, sein muss: 


aN al. adM ay adN aL aM 


‘de? de Uae dy ~P ay —% ay =®% 
oder: 
rE) am oo , o® 
(11) P=—(5,+9°3,)) Q= —( +4 


Hier ist, ich wiederhole es, ® eine beliebige Function von 2, x, y, p, q. 
Die Transformation selbst bezeichne ich als eine Transformation ®.**) 


(owl = (So 4+052)%% 


ve @ Ow , OW ep _ oy 0g 
+ yt! Aa oq oat? dz) Op ta % oq 

Vgl. Lie: olan, einer Invarianten-Theorie der Beriihrungstransfor- 
mationen, M. A. Bd. VIII, p. 239. — Wegen der Anwerdung der Theorie der 
infinitesimalen Beriihrungstransformationen auf partielle Differentialgleichungen 
ister Q, vergleiche man die Abhandlung von Lie: Allgemeine Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Zweite Abhandlung M. A. Bd. XI. 
**) Ich will gleich hier bemerken, dass eine allgemeiue Beriihrungstrans- 
formation, die ® (z, 2, y, p,q) in ® (Z, X, Y, P,Q) iiberfiihrt, nicht die Transfor- 

mation ® in die Transformation ©’ verwandelt. Siehe weiter unten N, 15. 
4* 
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Eine infinitesimale Beriihrungstransformation fiihrt einen jeden Streifen 
einer gewissen dreifach unendlichen Streifenschaar in sich selbst iiber. 
Fiir die Transformation ® sind es die Charakteristiken von ® = 0, die 


in dieser Weise invariant bleiben. — Das ist eine unmittelbare Folge 
der Form der Ausdriicke (10), (11) fiir L, M,--- Q.*) 
Man bemerke auch, — was eine einfache Consequenz hiervon ist, 


— dass durch die Transformation ® eine beliebige Fliiche des Raumes 
in eine unendlich benachbarte Fliche iibergefiihrt wird, die zur Schnitt- 
curve mit der ersteren eben die Beriihrungscurve zwischen dieser Fliiche 
und einer Integralfliche von © = 0 hat. / 

9. Sei ¥(z, x,y, p, g) = 0 eine Gleichung, die durch die Trans- 
formation ® nicht geiindert wird. Wir betrachten ein Element 
(2° 2° y® p® q®), das fiir ¥ = 0 und ® = 0 gemeinsam ist, und wenden 
auf dasselbe die Transformation ® an. Das Element geht dadurch in 
ein unendlich benachbartes Element iiber, das der von (2° 2° y° p® q") 
ausgehenden Charakteristik von ® = 0 zugehdrt. Dieses neue Element 
muss auch ein Element von ¥Y = 0 sein, weil diese Gleichung durch die 
Transformation ® nicht geiindert werden soll. Auf dasselbe wenden 
wir sodann die niimliche Transformation ® an. So kommen wir zu 
einem dritten Elemente von ¥Y = 0), das ein drittes Element der vorher 
genannten Charakteristik von ® = 0 ist. U. s. f. So dass sich also 
die ganze von (2° 2° y® p® q®) ausgehende Charakteristik von ® = 0 
als aus Elementen von ¥Y =—0 bestehend herausstellt. Darum: Die 
Gleichung ¥ =O muss mit ® = einfach unendlich viele Integral- 
fliichen gemein haben (Integralflichen niimlich, die von co?, aus Ele- 
menten von Y = 0 zusammengesetzten, Charakteristiken von ® = 0 
erzeugt werden). — Dieses folgt auch sofort aus der Gleichung (12) 
der folgenden N. 12. 

10. Weiterhin gilt folgender Satz, der fiir die Theorie der An- 
wendung der infinitesimalen Beriihrungstransformationen von grund- 
legender Bedeutung ist: Je zwei partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung, die mit einander in Involution liegen, werden von jeder Be- 
rithrungstransformation, also auch von einer jeden infinitesimalen Be- 
riihrungstransformation, in zwei wiederum involutorische Gleichungen 
verwandelt. 


*) Die Grésse ¢ in den Gleichungen (9) ist eine unendlich kleine Constante. 
S , +: dq=--8 oe +¢q ae ): in der ¢ eine 
Function von 2,2, y¥,p,q, multiplicirt mit einer infinitesimalen Grisse, ist, ist 
keine Flichentransformation des ganzen Raumes. Sie besitzt diesen Charakter 
nur fiir die Elemente von ® = 0, oder es sind nur die Integralfliichen dieser 
Gleichung, die wiederum in Flichen transformirt werden, 


Eine Transformation: da = ¢ 








ee -_—= s = 
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11. In Folge dieses Satzes muss die Gleichung: 


[¥f| 0, vereint mit ¥ = 0, 
von der Transformation ®, die die Gleichung Y= 0 in sich iiber- 
fiihrt, unveriindert gelassen, oder in [¥f'] =O verwandelt werden. 
D. h. wenn wit d¥,0f,d[¥f] die von der Transformation ® be- 
wirkten Aenderungen von Y, /,|¥%/] verstanden werden: es muss fiir 
alle Elemente (¢ 2 ypq) von ¥ =O, wenn [¥/f] = 0 ist, auch sein: 
d(¥/] =O=(¥ + OV, f+ Of] — [YF]. 
Hier ist, — immer die Elemente von Y = 0 allein in Rechnung ge- 


bracht, — O¥=—0, weil Y =O durch die Transformation ® un- 
geiindert bleiben soll, ' 


df= — = (lf) + ©) und d[¥]=—«((ON]+o21¥7))- 


Also erhilt man nun, unter Vernachliissigung infinitesimaler Gréssen 
hoherer Ordnung, aus dem Obigen: 


[o, YA] +o 2 f =0, und [¥, 07] =0, a. i. 


. 0 
[v, [oe] +0 2] = 0. 

Diese Relationen beweisen, dass die zwei Gleichungen: 

Wf}=0, [o7]} +o 2 0 

[vf] =0, or} +o —0, 
als lineare partielle Gleichungen fiir / aufgetasst, nachdem vermittelst 
Y = 0 eine der Variablen x, y, 2,p,q entfernt worden ist, zwei ge- 
meinsame Lésungen f besitzen. Um eine Lisung zu erhalten, braucht 
man, nach Lie’s und Mayer’s Theorien, nur eine Lisung einer ge- 
wissen (durch rein algebraische Operationen aus den gegebenen 
Gleichungen herzuleitenden) linearen partiellen Gleichung erster Ord- 
nung mit zwei unabhingigen Variablen aufzusuchen. Hat man eine 
solche gefunden, so hat man damit ein involutorisches System: 


y=0, f=C 


gewonnen, das von der Transformation ® vollig ungeiindert gelassen 
wird; so dass diese ‘Transformation die Schaar der gemeinsamen Inte- 
gralflichen von ¥Y =O, f—=C, — welchen constanten Werth auch 
C habe, — in sich selbst iiberfihrt. 

Wenn dann » (2, 2, ¥, p, q) = C die Gleichungsschaar*) darstellt, 
die den zwei folgenden Gleichungen geniigt: 


[¥o]=90, [fo] =9, 


*) Es giebt nur eine solche. 
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aus denen vermittelst ¥=0O und f=C awei der Variablen 2, y, 2, p, ¢ 
entfernt sind, so muss die Anwendung der Transformation ® auf irgend 


ine der Gleichungen der Schaar g = C eine andere Gleichung der- 
selben Schaar ergeben; d. i. es muss sein: 


[og] +o 2% — F(y), 


wenn vermittelst YW — 0, f= C zwei der Variablen x, y, z, p,q ent- 


*d : . . 
fernt werden. Also, wenn wy statt J Fie) geschrieben wird, miissen 
e 


die folgenden drei Gleichungen fiir y mit einander vertriglich sein: 
[¥v]=0, [fv] =0, [oy] + oe =1. 


Sind es nun p,q, die durch ¥Y = 0, f= C eliminirt worden sind, so 
haben wir jene drei Gleichungen zur Bestimmung einer Function » 
von 2, ¥y,2 zu verwenden, Sie ergeben 

a a é ' 

ad =A(«,y, 2), ie = B(x, y, 2), ae = C (1 Y, 2), 
woraus w durch eine Quadratur gefunden wird. 

In A, B,C kommt der Parameter C der Gleichung f= UC vor. 
Daher erhilt man durch die genannte Quadratur: 

y= v(z,y,2,C)4+C. 

Die Fliichen (x,y, 2,C) + C’ =0 bilden eine volistiindige Lisung 
der anfinglichen Gleichung ¥ = 0. 

Es wird hieraus klar geworden sein, worin die Vereinfachung be- 
steht, die sich jetzt zur Ermittelung der Lésung von ¥Y = 0 darbietet. 

12. Die Bedingung dafiir, dass die Gleichung ¥Y = 0 durch die 


Transformation ® ungeiindert bleibt, driickt sich so aus. Man muss 
haben: 


OY det & ayy... 4 *aq—o, 


wenn fiir dx,dy,---dq die Werthe (9) gesetzt werden. D. i. fiir 
die Elemente von Y = 0 muss identisch sein: 


¢ ov 
(12) [ov] +o < =0. 


Hieraus folgt: Wenn eine partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwei Transformationen w, x gestattet, so gestattet sie auch die ge- 
sammte Schaar von infinitesimalen Beriihrungstransformationen: w + 44, 
wo A eine arbitrive Constante oder eine { (2, x,y, p,q), die mit ¥ =O 
involutorisch liegt, bedeutet. 

Denn, wenn ® = yw, = x zwei Lisunger von (12) sind, so ist 
auch ® = w-+ Ay, vorausgesetzt, dass 4 die angegebene Bedeutung 
hat, eine Lésung derselben Gleichung. 
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13. Kennt man zwei infinitesimale Transformationen », y einer 
Gleichung 1. O. ¥ =0, so kennt man also auch, nach der 9. N., 
eine Schaar von Gleichungen, niimlich: 


¥ — eine arb. Constante, 


die mit ¥Y = 0 involutorisch sind. Daher wird jetzt durch Integration 
einer gewdhnlichen Differentialgleichung zwischen zwei Variablen eine 
vollstiindige Lisung von Y = 0 erhalten. 

14. Es ist leicht, nach den Auseinandersetewngen der 11. N., einen 
Fall anzugeben, wo die Lisung einer Gleichung ¥V = 0, die zwei Trans- 
formationen w, 4 gestattet, bloss durch eine Quadratur erhalten werden 
kann. Wenn nimlich die Transformation » das Gleichungssystem : 

Y= 0, y + AX — 0, 
welchen constanten Werth auch 4 habe, immer in sich selbst iiber- 
fiihrt, so fiihrt sie auch die Schaar der Integralflichen jenes Systems 
in sich selbst tber. In Folge dessen wird, wie am Ende der 11. N. 
erklirt worden ist, diese Schaar durch eine Quadratur erhalten. Die 
Gleichung derselben lautet: 
yp (a, ¥, 2, 4) = eine arb. Const., 


und stellt eine vollstiindige Lésung mit zwei willkirlichen Constanten, 
von denen A die eine ist, der Gleichung ¥Y = 0 dar. 
Die Bedingung, dass y jene Eigenschaft besitzt, driickt sich durch 
die Gleichung aus: 
[vx] ty 4 0. 
x as * os 


Das ist aber genau dieselbe Gleichung, welche auch ausdriickt, 
dass yw, xy permutable Transformationen sein sollen. Demnach ist es 
fiir eine derartige Reduction des Problems der Lisung von Y = 0 
nothwendig und hinreichend, dass die Transformationen y, x permu- 
tabel sind. 

Was unter permutablen Transformationen verstanden wird, und 
wie man die Bedingungsgleichung fiir permutable infinitesimale Be- 
riihrungstransformationen findet, will ich kurz erkliren, 

Zwei Transformationen werden (von Lie und Klein), als ver- 
tauschbar oder permutabel bezeichnet, wenn es gleichgiltig ist, in 
welcher Ordnung man dieselben anwendet. D. h. falls die Transfor- 
mation wy, auf ein beliebiges Element (2 x y p q), das ich ¢ nenne, an- 
gewandt, zu ¢’, und die Transformation 7, auf dieses ¢ angewandt, 
zu ée’ fiihrt, und man findet, dass die Transformation 7, auf e an- 
gewandt, zu einem Elemente <, und die Transformation y, auf dieses 
é angewandt, wiederum zu e” fiihrt, so sind die Transformationen » 
und xy permutabel. 
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Von zwei permutablen Transformationen gilt also auch dieses, 
dass, wenn man auf ein Element ¢ erst die eine Transformation, / Mal 
nach einander, und hierauf die zweite Transformation, m Mal wieder- 
holt anwendet, dieselbe neue Lage e, fiir e resultirt, als weun auf ¢ 
erstens die letzte Transformation, m Mal wiederholt, und sodann die 
erste Transformation, k Mal wiederholt, angewandt worden wire. k 
und m sind beliebige*) ganze Zahlen. 

Der analytische Ausdruck dafiir, dass zwei infinitesimale Beriih- 
rungstransformationen permutabel sind, lisst sich folgendermassen 
entwickeln. 

Wir fassen x, y, 2, p,q als Punktcoordinaten eines Raumes R, 
von fiinf Dimensionen, und also die Transformationen y, x als infini- 
tesimale Punkttransformationen dieses Raumes auf. Dann erkennen 
wir, dass die erste Transformation, auf einen und denselben Punkt 
(w,¥,2,p,q) wiederholt angewandt, denselben lings einer Charak- 


teristik der linearen Gleichung |/] + w oe = 0**), kurz 4(f) = 0, 


fiihrt, und dass die zweite Transformation, ebenfalls wiederholt auf 
einen und denselben Punkt angewandt, denselben lings einer Charak- 


teristik von |y%f]+ % _ 0, kurz B(f) = 0, fiihrt. Wenn nun 


2 
ein Punkt e durch k-malige Wiederholung der ersten Transformation 
nach e' kommt, und sodann e durch m-malige Wiederholung der 
zweiten Transformation nach e” gefiihrt wird, so muss man, — falls 
die Transformationen permutabel sind, — zu derselben Lage e” ge- 
langen, wenn man erstens die zweite Transformation, m Mal wieder- 
holt, auf e, und sodann auf die so erhaltene neue Lage dieses Punktes 
die erste Transformation, k Mal wiederholt, anwendet. Aber der Punkt 
e’ wird, auf Grund seiner ersten Entstehungsart, ein Punkt derjenigen, 
von Charakteristiken von B(f) = 0 erzeugten (Integral-) M,, welche 
durch die, durch e zu ziehende Charakteristik von A(/) = 0 hindurch- 
geht, und, wegen seiner zweiten Entstehungsart, wird er ein Punkt 
derjenigen, von Charakteristiken von A(/) = 0 erzeugten (Integral-) 
M,, welche durch die, durch den niimlichen Punkt e zu ziehende 
Charakteristik von B(f) = 0 hindurehgeht. Dies gilt, wie man auch 
k und m variire, — und sie sind ganz beliebig zu variiren. Also 
miissen die beiden in Rede stehenden M, in allen Theilen zusammen- 
fallen. 

D. h. falls die Transformationen y~ und x permutabel sind, miissen 
die Gleichungen 


*) Endliche oder unendlich grosse. 
**) Wo f die unbekannte Function von (a, y, 2, p, q) bezeichnet, die 
durch die partielle Gleichung definirt wird, 


, 
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+ als or : rs 
A(N=twfl+e% =0, B)=Ur+12£ =0 
ein vollstindiges System, d. i. eines mit drei gemeinsamen Lésungen, 


bilden, also ; 
A (B(f)) — B(A(f)) = «Alf) + BBIP), 


sein. Aber hierdurch sind die permutablen Transformationen y, x 
keineswegs vollstiindig analytisch charakterisirt. Denn dass man durch 
jede der beiden oben angegebenen Operationen (ich nehme der Kin- 
fachheit wegen k = m= 1) gerade zu demselben Punkte e” gelangt, 
wird hierdurch noch nicht ausgedriickt. Hierzu ist vielmehr, wié die 
wirkliche Berechnung der aus jeder Operation resultirenden Lage von 


e” lehrt, me sie — wenn man 


vf » 0 > 
(=A Go + A Go ++, BIN =B GE +B, fl +. 
setzt, und also vom wales (x,y, 2,p,q) dureh die erste Operation 
wam Punkte (« —¢A,—é¢ B,+<é& B(A,)), y— eA, — ete.,---) und 
durch die zweite Operation zum Punkte («— ¢ B,— ¢A, + €¢ A(B,), 
y — ¢ B, — ete.,---) kommt, — sich ergebe: 
A(B;)) — B(Aj) =0; (é=—1,2,--+-5) 
m. a. W:: es muss*) [wy] + ¥ ce —4Y hd 
augenscheinliche Symmetrie in Bezug auf w, x wird dadurch bedingt, 
dass, — damit ~, xy permutabel seien, — die beziigliche Relation durch 
eine Permutation von w mit x sich nicht iindern darf. 
Ks ist also die Relation: 





gleich Null sein. Die 


2 Ow 
(13) val +e- ox —475, =, 


eine fiir zwei permutable Transformationen ~, zy nothwendige Be- 
dingung. Dass sie auch hinreichend ist, so dass durch sie die Kigen- 
schaft der Vertauschbarkeit von w, x vollstindig ausgedriickt ist, veri- 
ficirt sich durch den obigen Nachweis, dass die Lage: # + dz 
+ d'«x+ d'dzx ete., zu der die Ausfiihrung erst der Transformation y, 
und dann der Transformation zy das Element (2 2 y pq) fiihrt, jetzt 
immer mit der Lage: 2+ d’x«& + dxz-+ dd‘a, ete. zusammenfillt, in 
welche die Anwendung der beiden Transformationen in umgekehrter 
Reihenfolge das Element (z¢ 2 y p q) bringt. 

Note. Fiir ein weiteres Kindringen in die Anwendung von inufini- 
tesimalen Beriihrungstransformationen auf partielle Differentialglei- 


*) Man ersieht dies am leichtesten, wenn man die Transformationen w», x 
durch H,, Hg (siehe die Note am Ende dieser N,) ersetzt, und sodann von der 
Jacobi'’schen Identitat: (H, (He f))+ (He(7H;’) + (f(H1H2)) =0 Gebrauch macht. 
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chungen 1. O. verweise ich auf Lie’s oben citirte Arbeit im Xi. Bande 
d. A. Das Obenstehende ist nur ein kleines Bruchstiick seiner Theorie, 
und kann sogar kaum eine richtige Vorstellung von derselben geben. 
Denn Lie’s Theorie verdankt ihre Ausbildung vornehmlich der ge- 
schickten Form, unter der dort die infinitesimalen Beriihrungstrans- 
formationen analytisch dargestellt sind. Zu dieser Form kann man 
aber sofort von der hier angewandten auf folgende Weise gelangen. 
Man setze nur etwa 2,, 2,, x, statt z,y,2 und — ~ ,— - statt 
3 3 
P, % und bestimme sodann H durch die Gleichung: 
H = p, (Zz, x,y, DP; q)- 
H wird dann homogen vom ersten Grade in Bezug auf p,, p,, p;. Die 
friihere Transformation ® wird hernach die Transformation H genannt. 
Die Gleichung (12) nimmt dann die sehr einfache Form an: 


(12’) (H¥) = 0*) 
(wo selbstverstiindlich Y jetzt = Y (x, x,, x, — = = ~ ist), 
3 3 
denn es ist (Hf) = — [of] —® oe , wenn f vom nullten Grade in 


Bezug auf p,, p., p, ist. — Aus der Form der Gleichung (12’) ersieht 
man (das ist eine Bemerkung von Lie, die in seiner Theorie gewisser- 
massen eine Hauptrolle spielt), dass, wenn Y =O die zwei infini- 
tesimalen Beriihrungstransformationen H,, H, gestattet, sie immer auch 
die Transformation (H, H,) gestattet. Denn wenn H = H,, H =H, 
zwei Lésungen von (12’) sind, so wird auch H = (H,H,) eine Lésung 
derselben Gleichung, und, wenn H,,H, homogen vom ersten Grade 
in P;, Po, Ps sind, so ist auch (H,H,) homogen vom ersten Grade in 
denselben Gréssen. Setzt man H, = p, ¥(2,2,y, p,q), Ho = p52 (2,2,Y, Ds 
so kommt: 


(H, H,) = — p, ((¥z] +¥ or bat _) 


Wenn daher (bei Zugrundelegung der friiheren Bezeichnungen) eine 
partielle Gleichung 1. O. ¥ (2,2, y, p,q) =0 die Transformationen 
wv, % gestattet, so gestattet sie ag die Transformation 


av 
(val + ¥ a =: 


*) (UV)= > (Ga a oa + 16 - Die Frage nach den infinitesi- 


s=1 
malen Beriihrungstransformationen einer partiellen Gleichung 1. O. 


Pr Pe 
V(x » &3,— _ =0 
1» 3 Ps ? Ps ) 
findet also ihre Lésung durch diejenigen Integrale H von (12), die in Bezug auf 
?1» Pay Ps homogen vom ersten Grade sind. 
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Die Bedingung fiir die Vertauschbarkeit der Transformationen 
H,, H, lautet einfach so: (H, H,) = 0. 

15. Fiihrt man auf eine infinitesimale Beriihrungstransformation 
irgend eine endliche oder infinitesimale Beriihrungstransformation aus, 
so muss, nach dem Begriffe der Beriihrungstransformationen , hierdurch 
eine neve infinitesimale Beriihrungstransformation entstehen. — Wenden 
wir auf die infinitesimale Beriihrungstransformation : 


dame, dye, dz = e(p © dp +9%¢ ~— o), 
dp=—2e(S +p eo), dq—— «(5 +4q- oe) 


(€ eine infinitesimale Constante) 


die Beriihrungstransformation : 


X = F, (2, Ly Y, DP, q); 


Y = F, ( 2% 
(14) Z4= Fy, ( ), 
P=, ( ), 
Y= O, ( ), 


T 


Transformation: 


(15) dX = e([F,o] — o 2), dY =e((F,o] — 0 ),... 


an, so resultirt die folgende 








dQ = e([o, 0] —o & ): 


Nun wissen wir, dass, wenn U, V zwei beliebige Functionen von 
2,x,y,p,q, wid U’, V’ ihre durch (14) hervorgehenden Ausdriicke 
in Z, X, Y, P, Q bedeuten: 


(16) (UV), = [F,%,], [U’ V'Je *) 
ist. Wenn also 0 (Z, X, Y, P,Q) = (2, x,y, p,q), so wird das 
System (15) identisch mit dem folgenden: 


: yg’ » OF, 
dX = é([F,%)], [XO], iad © S ). ~ Tee 


dQ = 6 ((F,%]- (QP —% SP), 
oder wenn [F',9,], gleich 9 (2,2, y, p,q) = o (Z, X, Y, P, &) ge- 


setzt wird: 





éU, @V 
*) ie i ie 


[UV], = oo) op tt 
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dX=e(¢ ed — ie) 
aY—=e(o on — an) 

; F, 

(17) dZ= (0 (PB o> +e 20) oy’ oF 


og eo, 
dP=—é(o (+P: re) 4 gy 2 "), 
os 0% 

dQ—=—s(e (3 +e)+0 % +): 

Die hier auftretenden Differentialquotienten von F’,, F’, ---®, in 

Bezug auf z kénnen in einer einfachen Weise durch die Henction Q 

und ihren Differentialquotienten ausgedriickt werden. Man hat zu dem 
Zwecke nur die Jacobi’sche Identitit*): 


(18) [f[p v1] + [pl¥f)] + [vl Fel]=— 56 tow] — 5% Worl — 58 Eo 
anzuwenden. 
Hieraus und aus (16) ergiebt sich, wenn man setzt: /= fF, 


g=F,, y=, (und bemerkt, dass | F', F,|=[F',%,.|=—0, (FP, %,|—e, 
wie tibrigens schon aus (16) folgt): 








/@ “s oF, . 
¢ 5 =e [Xe he = [Fi [F,9,)), = — 2 [¥,0,),= — OX @, 
und aus ahnlichen Griinden: 
’ , ( F. 
q~ [Ihe ri — Ta 
ae ’ ’ OF; OF, 7 
e (Ps +92 gy l[Fs[h 91)-].=— Fre 02 %,0+([F;,e%,),5 
aber 
’ ‘ P , e CF, 
LF, e%]-=e + % [Fie] =e — ie, 
daher: 
A = 
(Pe +e j= Se @ +e: 
Weiter: 
sa ia a =|, [F,o,],].=— om, 
& (5 ‘ az )=( iL“ 2 2Jr |= dz Q,; 
ae’ or OM, , 
= 6 (+05 )=[%Fi OL — Gee. 
Folglich: 


*) Diese Formulirung derselben, fiir den Fall, dass z selbst in f, m, w auf- 
tritt, ist gegeben von Mayer im IX. Bd, d. A. p. 370. 
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OF, de @F,_ de aF,_ 
(18) eB’ aa as ——(Papt @ag- ¢)» 


= OD, de’ |x) 
=e + Pe, Oz =e 1 9% 


In Folge hiervon nehmen die Gleichungen (17) die Form an: 


ax—e(o 2% 4% 


: eo’ ; 
dQ =— (0 (by 4.988 7 )+% (54 +055): 
oder, wenn ¥(Z, X, Y, P, Q) dureh die Gleichung: 
290) om af ° 
(20) ¥=o® e 
bestimmt wird: 
ov , ov 
op dX=é op, ghee Meese ; —¥), 
i ene ov “ a ov 
dP =—e(5y t+ P57), dQ=- v4 gi), 


Dies ist genau die oben angegebene Form einer infinitesimalen 
Beriihrungstransformation Y. Also: 

Kine Beriihrungstransformation, die D(z, x,y, p,q) in ®'(Z, X, Y, P,Q) 
verwandelt , fiihrt die infinitesimale Beriihrungstransformation ® in die 
infinitesimale Beriihrungstransformation 9’ ®' iiber. Hier bezeichnet @ 
eine Function von (Z, X, Y, P, Q) und zwar die fiir die erst genannte 
Beriihrungstransformation charakteristische Function [X P|,, — diese 
in ihren Ausdruck in Z, X, Y, P, Q tibergefiihrt gedacht. 

Nur in einem einzigen Falle wird die neue infinitesimale Be- 
riihrungstransformation (21) die Transformation ’ sein, niimlich, wenn, 


wie aus den Gleichungen (17) ersichtlich, Lk Ok Os BO, 


oz Os cs @8 
OF an Const. In diesem Falle und nur in diesem ist auch @ = Const. 
0 2 
Also: 


Kine Beriihrungstransformation, die so eingerichtet ist, dass sie 
Functionen bloss von (2, y, p, g) in Funetionen bloss von (X, Y, P, Q) 
iiberfiihrt , und nur eine soleche Transformation, fiihrt die Transforma- 
tion ®(z, 2, y, p,q) in die Transformation ®'(Z, X, Y, P,Q), — wo 

= @® ist, — ther. 


*) Beiliiufig sei bemerkt, was sich hieraus ohne Weiteres ergiebt: Die 
infinitesimale Transformation 
or : oF oF. on 0 
—, @¥Y=2-—*, dZ=2=*, dP=2-", dQ='— > 
g Oz Oz 02 02 


D & 


dX=e 


ist selbst eine Beriihrungstransformation , niimlich die Transformation @, 
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16. Als Zusatz zu N. 13. kénnen wir Folgendes zufiigen. Falls 
von einer partiellen Differentialgleichung 1. O. bekannt ist eine infini- 
tesimale Transformation ~, die sie gestattet, und eine endliche Be- 
riihrungstransformation, die zwar die Gleichung 1. O., aber nicht die 
Gleichung » = 0 unveriindert lisst, so kinnen wir hiervon denselben 
Gebrauch machen, als wenn von vornherein zwei infinitesimale Be- 
riihrungstransformationen der Gleichung 1. O. bekannt wiiren. Denn 
die genannte endliche Beriihrungstransformation fiihrt die Transforma- 
tion ~ in eine zweite infinitesimale Beriihrungstransformation iiber, 
welche die partielle Gleichung 1. O. invariant lisst. — 

17. Zwei permutable Transformationen gp (z,x,y,p,q), (2,2, Y,P, 9) 
werden von irgend gner Beriihrungstransformation (14) in zwei wiederum 
permutable Transformationen (Z, X, Y, P,Q), ¥(Z, X, Y, P, Q) ver- 
wandelt. 

Denn die Transformation » geht in die Transformation @®’ und 
die Transformation y in die Transformation oY’ iiber, — wo 
o'(Z, X, Y, P, Q) —_ & (2,2, YP, 7) und V'(Z, X, Y, FP, Q) — W (2,2, Y,P,q)- 
Jetzt aber ist: 


; OQ y ‘ 
[ov +o 2% —y 2 —0. 


dz Oz 
Also: ; : 
(s) e[O Wn +o oY —w 2? —0, 
Weiter: 


[OV] ne = (0%, OV n= 8 (OV r+ oF [Vole + OP [OV |x. 
Nach (19): 


! 9 ao’ ; Ow ov’ 
en — 3 08%, ere 0 


Darum schliesslich, auf Grund von (a): 
ov o® 
Wie + a oust 
[O%)e +O 57 OZ ‘ 
Wie zu erweisen war, — 


18. Aus der 8. N. folgt, dass die Transformation © (z,x,y,p,q), 
angewandt auf ein Element (zxypqrst) der Gleichungen © = 0, 
= =(), is == 0*), ein unendlich benachbartes E'°ment (z2ypqrst) 
derselben Gleichungen ergiebt, das zu gleicher Ze:. der vom ersten 
Elemente bestimmten charakteristischen Reihe von Elementen (22 yp qv st} 


ee. A oe gang 5 
von ® = (0) (<— = 0, a 0) zugehdrt. Wenn also eine Gleichung 


*) D. i. angewandt auf eine unendlich kleine Flichencalotte von @ = 0, 
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2. O. F(z, 2, y,p,q,7, 8,t) =O durch eine Transformation ® in sich 
selbst iibergefiihrt wird, so muss nothwendig eine unendlich-malige 
Wiederholung mage nanan aus einem jeden fir F = 0, 


o=0(7,=9, ze =)¢ gemeinsamen Elemente (zxypqrst) eine 


ganze Reihe von oo! zu je zwei unendlich benachbarten vereinigt liegen- 
den Elementen (zxypqrst) liefern, die F’ = 0 zugehéren und Elemente 
einer fir ® = 0 charakteristischen Reihe sind. Daher kennt man in 
diesem alle von vornherein eine partielle Differentialgleichung der 
ersten Ordnung, nimlich ® = 0, die zweifach unendlich viele Integral- 
fléchen mit F =O gemein hat. — Dies leuchtet auch aus der folgen- 
den Gleichung (22) unmittelbar ein. 

19. Nicht jede partielle Differentialgleichung der zweiten Ordnung 
gestattet eine infinitesimale Beriihrungstransformation. Die Bedingung 
fiir die Existenz einer solchen erhalten wir folgendermassen. Wird 
F(z, %,Y, p,q, 7, 8, t) = 0 durch die Transformation ® nicht geiindert, 
so muss nothwendig der Gleichung: 


or - oF 
ge et ay + F 


geniigt werden, wenn man a dx, dy,--+dq die Werthe (9) und fiir 
dr, ds, dt die daraus folgenden Werthe, das sind die von wu, v, w, @ 


dt = 0 


freien Theile der Ausdriicke — ¢ ss ,—é ety ,—é ie *) einsetzt. 
Die fragliche Bedingung lautet dann so: 

99) (2F p?t oa 67+ ete? Oey pe aF (00, ao\aF 

(2 (oe oa he cp ay t 08 oq 


we (00) oF (01) _ a (11) — oF 
ies “walieee athe 


Die linke Seite dieser Gleichung, Pe Null gesetzt, ergiebt nach 
Vertauschung von ® mit f die Gleichung (7); — jedoch mit dem 
Unterschiede, dass fiir die hier in den Differentialquotienten von F 
vorkommenden r, s,¢ beliebige der Gleichung F' = 0 geniigende, nicht 


wie in der Gleichung (7), — (in dieser ® statt f geschrieben) — bloss 


die fir / = 0, ad == (), a5 = () gemeinsamen Werthe zu setzen sind. 


Im Allgemeinen giebt es keine Function ® von 2, y, 2, p, q allein, 
die der Gleichung (22) geniigt, und daher auch im Allgemeinen keine 
infinitesimale Beriihrungstransformation von F’' = 0. Die Gleichung 
(22) ist als die Definition der Gleichungen 2. O., die infinitesimale 
Beriihrungstransformationen gestatten, aufzufassen. — 


*) Theile, die ich jetzt, wie in N. 3. die entsprechenden Ausdriicke fiir /, 


mit — 2d, — sb, — sb” bezeichne. 
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Die erwihnte Gleichung (7) der 4. N. hat eine gegeniiber allen 
(infinitesimalen und endlichen) Beriihrungstransformationen yon F = 0 
invariaute Beziehung. — Dieser Satz entspricht dem in der 10. N. fiir 
partielle Differentialgleichungen erster Ordnung angegebenen. — Ent- 
sprechend dem Satze der 12. N. findet man, dass, wenn die Transfor- 
mationen ~, %*) die partielle Differentialgleichung 2. O. F =O un- 
veriindert lassen, diese Gleichung auch durch die Transformation 
wv + Az, — wo A eine arbitriire Constante bedeutet, — nicht geiindert 
wird. 

20. Wenn die partielle Differentialgleichung 2. 0. F(z, x, y, p,q,7,s,t) 
= () die infinitesimale Beriihrungstransformation ® (z, x,y, p,q) gestattet, 
so kann man in folgender Weise jener Gleichung 2. 0. eine verein- 
fachte Form ertheilen. 

Man sucht zuniichst zwei Schaaren von je einfach unendlich vielen 
Integralflichen von ®(z,2,y,p,q) = 0. Es moégen 

[(, 9,2) = 4, 
P(x,Y,2) = 
die Gleichungen dieser Schaaren sein. Auch wird als bekannt voraus- 
gesetzt eine Flichenschaar, die man aus irgend einer beliebigen Fliche, 
die kein Integral von ® =O bildet, durch unendlich-malige Wieder- 
holung der Transformation ® erhilt. Sei 
U(x, 4,2) = » 
die Gleichung einer solchen Schaar. Statt 2, w, v sehreibe ich X, Y, Z 
und wende sowohl auf die vorgelegte partielle Differentialgleichung 2. O. 


wie auf die infinitesimale Beriihrungstransformation ® die Punkttrans- 
formation 


X =f(x,y,2), Y=(a,y,2), Z=v(z,y, 2) 
an. — Die infinitesimale Transformation ® geht dann, wegen der Wahl 


der Functionsformen /, », # in die Transformation: dX = 0, dY = 0, 
dZ = «¥(Z) iiber. Wenn also 2 durch die Gleichung: 

ais 

. ae W(Z)? 

e 

statt Z eingefiihrt, und « = X, y = Y gesetzt wird, so nimmt die 
fragliche Transformation die Form an: da’ = 0, dy =O, dz =e, — 
und wird also fiir den Raum (2’, y’, 2’) eine Transformation Lins. 

Die Form F, (2, 2’, yp’, 7,7, 8,0) =0, worunter in den neuen 
Variablen 2’, y', 2 die anfiingliche partielle Differentialgleichung 2. 0. 
erscheinen soll, muss daher eine Gleichung 2. O. darstellen, die die 
Transformation Fins gestattet. Nach der Gleichung (22) muss also 


*) w, x Functionen von a, y, 2, p, q bezeichnend, 
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OF, _ 

os — 0, 
sein, d. i. die Gleichung 2. O. F =O muss in den neuen Variablen 
sich so schreiben: 


F(“,y,p,7,1,8,¢) =0. 
21. Gesetzt, /' = 0 gestatte zwei infinitesimale Beriihrungstrans- 
formationen, die permutabel sind; etwa die Transformationen: 


Y (2, 2, Y,P,9), U2, 2,9, 0,9), 


wo: 


Man fiihre dann nach der vorigen N. die Transformation yw iiber in 
die Transformation Kins und zugleich die Gleichung 2. O. tiber in die 
Gleichung: F(a’, y’, p, 7, 1, 8, ¢) = 0. — Die Transformation x geht 
dabei iiber in eine Transformation 4, (2’, x’, y’, p,q’), die nach N. 17. 
mit der Transformation Kins permutabel sein, also die Gleichung 
or = () befriedigen muss und somit von der Form ist 7, =, (2',y',p’,@)- 
Durch eine Beriihrungstransformation von der Form: 

w= 1 (",¥,059), 

y = 2.(",9,P,97); 

mt +y, (@,y,,7), 
wird (N. 15. Schluss) die Transformation zy, in eine Transformation 
x und also die vorliegende Gleichung F = 0, da sie die Transforma- 
tionen Eins und 2” gestatten soll, nach (22) in eine Gleichung von 
der Form: 

F(a", y’; q’, r’, 8”, t”) = 0 
verwandelt. 

Von den Gleichungen der letzten Form habe ich aber im IX. B. 
dieser Annalen 8, 318 gezeigt, dass ihre Lésung von derjenigen einer 
linearen Gleichung: Rr + Ss+ Tt+ U=0, wo R, 8S, T, U ge- 
wisse Functionen von 2,y,2,p,q bedeuten, abhingt. (Die lineare 
Gleichung wird durch Anwendung der mehrdeutigen Flichentransfor- 
mation: «= 2", y=y", z= q", gewonnen.) Also: das Problem der 
Lésung einer partiellen Differentialgleichung 2. O., die zwei bekannte 
permutable infinitesimale Beriihrungstransformationen gestattet, findet durch 
eine lineare partielle Differentialgleichung 2. O. mit ebenfalls nur zwei 
von einander unabhiingigen Variablen seine Erledigung.*) 


*) Dass das Resultat der von mir in N. 17. meiner Abhandlung im IX. B. 
d. A., 8. 318—320 dargelegten Theorie in dieser Weise ausgesprochen werden 
kann, wurde mir von Lie im Febr. 1876 brieflich mitgetheilt, 


Mathematische Annalen. XV, 5 
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§ 3. 

Ueber Beziehungen, die zwischen partiellen Differentialgleichungen der 
ersten und zweiten Ordnung des Raumes von vier Dimensionen statt- 
finden kénnen. 

22. Kine jede partielle Differentialgleichung 1. O. 
(a) f (2, %, Lay Ly, Py Po, Py) = O*) 
lisst sich vermittelst irgend einer Beriihrungstransformation von der 


, 
Form: 
X, = f (2,4, 2%, 23, Pi> Po» Ps), 


X, = f,( ), 
X; = /; ( ); 
(23) 4 = fy ( ), 
P, = g ( )» 
P, = 9, ( )y 
P, = 9; ( ); 


auf den Raum X, —0, wie ich in der eben citirten Abhandlung im 
IX. B. d. A. beschrieben habe, abbilden. Betrachten wir nun weiter 
eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung dieses Raumes 
X, = 0: 
(b) F(Z, Xy, X3, Py, Ps, Po, Poy, Ps) = 9. 
Durch dieselbe wird ein System von unbegrenzt unendlich vielen nach 
Curven (Charakteristiken) sich osculirenden Fliichen vertreten. Fiihrt 
man fiir Z, X;, P;, Pix ihre, der Beriihrungstransformation (23) zuge- 
hérenden Werthe in 2, 2;, pi, pix ein, so verwandelt sich die Gleichung 
(b) in eine partielle Differentialgleichung 2. O. des Raumes (2, x; , £, Xs) 
von vier Dimensionen, die mit der partiellen Differentialgleichung 1. O. 
(a) so verbunden ist, dass stimmtliche fiir die beiden Gleichungen ge- 
meinsamen Werthsysteme von (2, 2%, Pi, Pik» Pier ++) 2U Mannigfaltig- 
keiten von drei Dimensionen zusammengefiigt werden kinnen. 
Entsprechend den Charakteristiken von (b) finden sich charakte- 
ristische M, der Gleichung 2. O., die zu gleicher Zeit der Gleichung 
1. O. (a) als charakteristische M, zugehiren. Auf jeder gemeinsamen 
Integral-M, der beiden Gleichungen giebt es zwei Schaaren derartiger 
M,. — Die Charakteristiken von (a), durch welche jene M, erzeugt sind, 
werden im Allgemeinen nicht charakteristische M, der Gleichung 2. 0O.; 
das sind sie nur dann, wenn die Gleichung 1. O. selbst ein Integral 
der Gleichung 2. O. ausmacht. 


*) Mit p;, P;,, P;,, ete. werde ich die ersten, zweiten, dritten etc, Differen- 
Oz Oz 


, . Oz : 
tialquotienten ete. von 2 bezeichnen. 


Ox,’ O%;,0a, ? 0%,0%,02, 
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Wenn niimlich die Charakteristiken von (a) charakteristische /, 
einer Gleichung 2. 0.*) wiiren, und diese Gleichung vermége (a) auf 
eine Form (b) reducirt werden kénnte, so miissten allein durch die 
Gleichungen: 

dZ = Pi dX, + P,dX;, dP; SS Pied Xz + Pi3d Xs, etc. 
(t=—2, 3), 

wo das Verhiiltniss dX,:dX, arbitrir, die genannten M, zu cha- 
rakteristischen M, sich zusammenfassen lassen; es wiirde also eine 
beliebige Richtung (d X,:dX,) eine charakteristische Richtung der 
Gleichung (b) ausmachen, was unméglich ist. Also kann jetzt unser 
System von Gleichungen der 1. und 2. O. nicht durch eine Gleichung 
(b) ausgedriickt werden. D. h. aber, erst der ganze Raum (7X, X,) 
ist ein vollstandiges Bild dieses Gleichungssystems. Daher muss (a) 
ein erstes Integral der Gleichung 2. O. darstellen. 


23. Die analytische Bedingung dafiir, dass die Gleichungen: 


f (2,2 )Xy,X5y DP, Po, 3) = 9, 

P (2, Ly, LoLyy D1) Pry P3,P119 Pi2y++ Pag) = 9, 
ein System von der eben beschriebenen Beschaffenheit bilden, erhilt 
man folgendermassen, Die zweiten Derivirten der Gleichung f= 0 
bestimmen zusammen mit den ersten Derivirten von g = 0 diejenigen 
Werthsysteme der pix, die ich als fiir die beiden Gleichungen f = 0, 
gy =0 gemeinsame Werthsysteme der dritten Differentialquotienten 
von 2 bezeichne. Wiese Gleichungen sind von der folgenden Form: 


BOY + Bi piss + OoPory + 03091, = 9, 
b@) + Dy Dio + O.Pora + 43 D51. = 0, 
BO) + Dy pig + De Porgy + Oy P9153 = 9, 
b& + Dy Dior + O22» + Os P50 = 9, 
DE Dy Dios + Dopo, + Dg 9505 = 0, 
b°) + by Diag + by P93 + b5.N333 = 9, 
AYA Oy Py ip Gy 2Py94 + G43 Pigs + G2 Poo1 + G3 Po91 F Ag2P331 = 9, 
A”) + Ay Piya A 2Pi 29 U3 Pisa F G2 P2202 F G2 Pogo + O33 Page = 9, 
UO) Fy Pris Ey 2P 123+ M13 P 133 + F22P 225 + V3 P93 F 3 P5333 = 95") 


und sie sind nur dann mit einander vereinbar, wenn die folgende Re- 
lation Statt hat: ’ 


*) Vgl. meinen Aufsatz in diesen Annalen Bd. XIII, 8, 411. 


og of : ‘ 
wi, a= OD;, ’ b= op, ’ i,k= 1,2,3, 
i 








68 A. V. Bicxtunn. 


24) ay DOP ay] + a,b) + ay, bP) + a,, b) + a,b) 
— b,a — b,a® — ba = 0. 


Durch diese einzige Gleichung in 2, xj, pi, pix, vereint mit den Glei- 
df df d 
a 0) i =®, ae 
ziehung zwischen f=0, po =O analytisch ausgedriickt. Die durch 
Differentiation aus f—0O, m = 0 herzuleitenden Gleichungen fiir die 
hdheren Differentialquotienten von z reduciren sich nimlich jetzt, auf 
Grund der genannten Relation, auf eine Zahl, die immer um zwei Ein- 
heiten niedriger ist als die Zahl der in die Gleichungen eingehenden 
hichsten Differentialquotienten von z. 


chungen: gp = 0, = 0, wird die fragliche Be- 


Wenn insbesondere g =O die Charakteristiken von f=0O zu 
eigenen charakteristischen M, besiisse, also, nach dem Vorigen, f = 0 
ein erstes Integral von gm = 0 wiire, so wiirden die drei letzten der 
obigen neun Gleichungen fiir die p;,, eine algebraische Folge der sechs 
ersteren sein. — 

Aus der vorangehenden Relation (24) folgt, dass p = 0 keine all- 
gemeine Gleichung 2. O. ist. Kine allgemeine Gleichung 2. QO. liisst 
nimlich kein von den p,, freies Integral f= 0 jener Relation zu. 
Vgl. N. 29. 

Zu bemerken ist, dass jede partielle Differentialgleichung 2. O., 
die eine infinitesimale Beriihrungstrau:ormation gestattet, eine Glei- 
chung jener Gattung ist (— aber nicht umgekehrt ist jede Gleichung 
dieser Gattung eine Gleichung, die eine infinitesimale Beriihrungstrans- 
formation gestattet). Denn besitzt eine Gleichung 2. O. gm = 0 eine 
infinitesimale Beriihrungstransformation /, d. i. die Transformation: 


: p 3 . 
da; =€& = , dz=e (> “ -— f), dpj=— €& ( i + pi as)? 


so muss sie mit der Gleichung 1. O. f= 0, gerade in der oben von 
den gleich bezeichneten Gleichungen 2. und 1. O. angegebenen Weise, 
Integrale zur grésstmiéglichen Zahl, — M, und charakteristische M,, — 
gemein haben. 

24. Zu der Gleichung (b) der N. 22 fiigen wir eine zweite Glei- 
chung 2. O. 
(c) O(Z, X,, X;, P,, Ps, Poo, Pos, Ps3) = 0 


hinzu, die mit ihr Integralfliichen zu grésstméglicher Zahl gemein 
hat. Wenn die beiden Gleichungen (b) und (c) ein System mit ge- 
meinsamen Charakteristiken bilden, so gehen’ sie, durch Kinsetznny 
der Werthe von Z, X;, P;, Pix in 2, 2, pi, pix aus (23), in zwei par- 
tielle Differentialgleichungen 2. O. des Raumes (¢x%,2,2,) von vier 
Dimensionen iiber, die mit einander und mit der partiellen Gleichung 
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1. O. (a) gemeinsame charakteristische M, zu grisstmiglicher Zahl und 
von diesen erzeugte Integral-M,, besitzen. 

Wenn es aber keine fiir / = 0, © = 0 gemeinsame Charakteristik 
giebt, so werden zwar die entsprechenden partiellen Differentialglei- 
chungen 2. O. des Raumes (22%) Integral-M, zu einer grésstméglichen 
Zahl, aber keine charakteristische M, mit der Gleichung (a) gemein 
haben. 

25. Statt der partiellen Differentialgleichung 2. O. (c) betrachte 
ich jetzt eine partielle Differentialgleichung der 1. O.: 

(d) {(Z, X,, X;, Py, Py) = 9, 
die mit (b) Integralfliichen zur grésstméglichen Zahl gemein hat, Sie 
ist das Bild in (ZX, X,) einer mit (a) involutorischen Gleichung 1. O.: 


P(2, Ly, Ly, 3, Py, Pay P3) =O. 

Entsprechend dem Satze in der 3, N., dass, wenn eine Gleichung 
2. O. (b) die Charakteristiken einer Gleichung 1. O. (d) zu eigenen 
Charakteristiken hat, die letztere Gleichung ein Integral der ersteren 
sein muss, folgt, dass, wenn die von den Charakteristiken der Glei- 
chungsschaar : . 

f+tig=0 (A variabel) 
erzeugten charakteristischen M, des involutorischen Systems f=0, p=0 
charakteristische M, einer Gleichung 2. O. des Raumes (2x) sind, diese 
Gleichung nothwendig jenes System als Integral besitzen muss, so dass 
alle Integral-M,, jenes Systems Integrale der Gleichung 2. O. sind. 

26. Zwei partielle Ditferentialgleichungen der 2. O. kénnen in 
einer solehen Beziehung zu einander stehen, dass ihre siimmtlichen 
gemeinsamen Elemente (¢2;p;pixpPixi.) sich zu M, zusammensetzen. In 
diesem Falle muss es, behaupte ich, auf jeder gemeinsamen Integral-M,, 
oo! gemeinsame charakteristische M, geben. 

Denn, seien F =, ® =O die zwei partiellen Differentialglei- 


chungen der 2. O. Ihre ersten Derivirten ie ‘ aw © al 
da; dz; 


beziiglich von der Form: 
Ay puri ++ Aye przi + oh ih -+- A333 ps3 i -+- A;= 0, 
Bupuit Breproi +--+ + Bos pssi + Bie = 0,*) 
(+ = |, 2, 3) 
und zu jedem Elemente (2a;pip;x) einer gemeinsamen Integral-M, ye- 
hért daher eine Schaar von, jenen Gleichungen gemeinsam geniigen- 
den Werthen der py, die ausgedriickt ist durch die Gleichungen: 


oF ow 
OPix 


*) A= » By 


~~ OPin 





10 A. V. Bicxvunp. 


Pryor 1 AyPass = Gory Parr 1 APiar = G21 

Pass F AP = Gary Paar + AgPi21 = asi Psst +H A2Pisi = Gar 
ete. , 

wo 4,, A, das folgende Gleichungspaar befriedigen : 

QS Ay —Ayy Ay — Ayg ay + Ag Ay? + Ags Ay hy + Ags 4,” = 0, 


(25) , Rag a ek 
Q= By, — By 4, — Biz, + By dy? + By A, 4, + Bs54,? = 0, 


und 4@,,, natiirlich gleich Prot + Ap), ete. ist, — unter <. die der 
genannten Integral-M, zugehérenden Werthe der dritten Differential- 
quotienten von z verstanden. (Siehe meine Abhandlung im XIII. Bande 
dieser Annalen 8. 414—417.) 


Nach der iiber F—0, ® =O gemachten Voraussetzung muss 
sich jetzt zu einem jeden, diesen Gleichungen (und ihren ersten De- 
rivirten) gemeinsamen Werthsysteme von (22;p;p;x pix), also insbe- 
sondere auch zu einem jeden der Werthsysteme (a), ein System von 
Werthen der vierten Differentialquotienten p;;,,, von ¢ finden lassen, 
das den zweiten Derivirten: 


7 ae LO 
dx,dx, wa, dxjdx, _ 0, 


gleichzeitig geniigt. Dann aber muss fiir alle diese Werthe von 
(2 Li Pi Pik Piri) die Relation: 


a oF ao : Ne 4 € 
(26) > (Gr dada, — Ora aa,dz,) = (i, k=1, 2, 3) 


die von den Pixzim VOllig frei ist, Statt haben. 


Hier ist, unter Vernachlissigung der Glieder mit den pjxim, die 
sich aus der Relation (26) von selbst wegheben: 


a F 
az;dz, — (a, + zat DS)? ap, + DP ap,,) 
é a ¢ we he 
‘ (ar, +” dg + > ap, Druze) F, 
Oo a 
da,dz, \é a tag ot DP ap, + DP ap, :) 


7) 7 0 
(dtnit 3m de, + Pat 5p, -)®. 





Beriicksichtigt man nur die Glieder, welche die dritten Differential- 
quotienten von z enthalten, so erhalt man: 
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a 
dada, — Das om + >a. 


Drm a, F+ 


oF 
-- ie Pont (Zo + pi oy > Op °) OPnn 


mn 


+ > si (se, + py c+ Diem oe 


Um nun auszudriicken, dass die Relation (26) fiir alle pjx:, die 
den Gleichungen (a) geniigen , Geitung hat, fiihre man in dieselbe fiir 


die pix ihre Ausdriicke in p,,, und den P?, 


aus (e) ein, und setze 


sodann die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von p,,, einzeln 


gleich Null. 


Der Kiirze wegen schreibe ich: 


= 
TU stat (75, +p 2% 7s + Pay oe ) U, 


und wenn ae die pr Werthe von pix: 
Pui — Prin + Oni + Pada)» 
Piss = Part, +Gact Pat, )> 
Piss = — Puide + (Pts +H Pride )> 
Pai = “— + (Pei — Pai)» 
Posi = Purdy Ag + 25: — Phridry)» 
Psi = Pride +: — Pride )> 
(ay = — 1) 


benutzt werden, so kommt: 
oF 


: (4, 1(Piu—2 


+ a, =) U, 


OPs3 


= oF hi dé 9 Cm 
dx,dx, — Dp on, +- (4, (Pin Prin) ov ++ DYnns 7 


mike Bite) 


a’ 
+ dx, (4.1 (Pin — Pru)’ Ov at Sassy. OPn ~) 


mn 


+ de, (44 uP) Got Pha ape.) 


Nun folgt aus der ersten Derivirten von F’ = 0 in tise auf a: 


Op; 
ke ik 


oF : 7 : 
>} ~~ Pixr = eine Function von (2, 2, pi, Pix); 
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ebenso aus der ersten Derivirten von & = 0 in Bezug auf 2;: 


bo on Pix: = eine Function von (2, 2, pi, pix). 
_ 


ML 
nechdem man darin die eben gefundenen Ausdriicke fiir die a5 
i k 
. 2 . . . 
und die analogen fiir die — substituirt hat, verschwindet auf 
fh 


Der Coefficient fiir p?,; oder fiir (p?,, — p,,,)? in der Relation (26), 


Grund der Relationen (25). Bemerkt man weiter, dass 4, = — 1, und: 
a >» *\eFr_ 4a 
(5+ 2M) “Ov = dx, ? 
d » 0\%o _ ag 
(Ga, + Deattg..) te — Fa, 


ist, wo 2, Q die linken Seiten der Gleichungen (25) bezeichnen, und 
4,, 4), bei den Differentiationen als constant betrachtet werden; — 
so kann man den Coefficienten fiir p,,, oder fiir (p,,, —p?,,) in der in 
der genannten Weise umgeformten Relation (26) so schreiben: 


¢ > dQ ¢ dQ 
(2B,,— By, A, — B,34,) “dx, + (By, — 2 By A, — By; 44) “di, 
> € IQ 
+ (By; — By A, —2 Bs; 44) Tz 
3 
‘ IQ’ ¢ dX 
— (2 Ay, — Ay.4, — A434.) = —(Aj,—2 Ay, 4, — Ay, A.) “day, 
dQ’ 
a (Aj; 1 A, 4, —2A;;4,) ‘day’ 
d. i., wenn wieder auf die Relationen (25) Bezug genommen wird, 
@Q ( aX dQ @Q (dX dX ON (dQ dQ 
an, Cadex +41 ae, +93, Cass +42 ae.) ~ iy Gey +4 ae, 
eX (dQ dQ 
~ Gig dary +2 ae, 
Soll .also die Relation (26) in der angefiihrten Weise, also fiir alle 


Elemente (2x;p;pjxpixr) der Gleichungen («), gelten, so ist dafiir in 
erster Hand erforderlich, dass: 

AQ (dX dQ a@Q (dQ dQ’ an fdQ dQ 
Gig aay +4 aay) +91, Gass +4 Ge.) — 3a, Gey +4 ae) 


aX (aQ dQ 

— Gi, aay +4 Ge,)-9- 
Aber in die Gleichungen Q=0, 2’ =O hat man sich immer fiir ¢, p;, pix 
diejenigen Werthe derselben ausgedriickt in 2,, 2, x,, die der be- 
trachteten Integral-M, zukommen, eingesetzt zu denken. Daher stellen 
diese Gleichungen Q = 0, 2’ = 0, wenn 4,, A, als partielle Differential- 








v 


—— i a 








5), 
od 


wut 


nd 


in 


lle 


in 


Dik 
e- 








Partielle Differentialgleichungen. 73 


quotienten oe bez. SE aufgefasst werden, zwei partielle Differential- 
gleichungen 1. O. fiir x, dar, die, wegen der jetzt gefundenen Re- 
lation zwischen Q, Q, einfach unendlich viele Lisungen: 
L, = P(x,, Z,, C), gemein haben. 

Kine jede dieser Lésungen, vereint mit der Gleichung jener fiir 
F =0, ®=0 gemeinsamen Integral-M,: 2 = f(x,, x,, 2), repriisen- 
tirt, nach den Auseinandersetzungen der zwei ersten Nummern meiner 
Abhandlung im XIII. Bde. d. A., 8. 411, eine M/,, die eine fir die 
Gleichungen F' = 0, ® = 0 gemeinsame charakteristische M, ist. 

Also wird, wie oben behauptet wurde, jede gemeinsame Integral-M, 
unserer Gleichungen 2. O. von fiir beide Gleichungen gemein- 
samen charakteristischen M, erzeugt. 

Die zweite Relation, auf welche die Forderung der Unabhingig- 
keit der Relation (26) von den verschiedenen Werthen der p,,, der 
Schaar (a) fiihrt, nimlich die Bedingung dafiir, dass das von (p!,, —P,,;) 
freie Glied der in der oben genannten Weise umgeformten Relation (26) 
verschwindet, wird diese: 


Sk A A I 
a Op;, dx,dx, OP i, teas, — , 
tk 


wenn fiir die p,,, die Werthe p?,, gesetzt werden. Dass dieser Relation 
geniigt wird, ist aber schon in der Annahme einer durch jene cha- 
rakteristischen MM, gehenden Integral-M, 2 = /(x,, x,, %,) euthalten. — 

Kin Beispiel zweier solcher Gleichungen 2. O. bildet ein Paar von 
Gleichungen, von deren ersten Derivirten in Bezug auf 2,, 2, 2, die 
eine hinsichtlich der dritten Differentialquotienten p;,, von 2 eine alge- 
braische Folge der anderen ist. Diese Gleichungen besitzen gemein- 
same charakteristische M,, aber dieselben werden, wie ich in meiner 
Abhandlung im XIII. Bde. d. A., 8. 423-427 bewiesen habe*), von 
Mannigfaltigkeiten einer Dimension, die fiir, beide Gleichungen gemein- 
same charakteristische M, sind, erzeugt. 

Kin zweites Beispiel eines derartigen Gleichungspaares liefern zwei 
erste Integrale zweier Gleichungen 3. 0., die selbst wieder Integrale 
verschiedener Schaaren einer und derselben linearen Gleichung 4. 0. 
sind. Die gemeinsamen Integral-M, jener Gleichungen 2. O. sind von 
(fiir die beiden Gleichungen nicht gemeinsamen) charakteristischen M,’ 
erzeugt, so dass eine jede der oben genannten fiir beide Gleichungen 
gemeinsamen charakteristischen J, in zweifacher Art aus derartigen 
M,’ cusammengesetzt ist, niimlich aus zwei distincten Schaaren solcher 
M,’, von denen die M,’ der einen Schaar fiir die eine Gleichung 2. O. 


*) Vgl. auch unten N. 31. 





74 A. V. Baicxuunp. 


allein, die M,’ der anderen Schaar fiir die zweite Gleichung 2. OQ. allein 
charakteristische M,’ ausmachen. (Vgl. N. 32.) 

Dies ist noch nicht ein Beispiel zweier Gleichungen 2. O. allge- 
meinster Art, die in derselben Beziehung zu einander stehen wie /’=0, 
®=0. Zwei derartige Gleichungen haben nur den Charakter zweier 
solcher intermediiirer zweiter Iutegrale einer linearen Gleichung 4. 0., 
oF ag 


deren Derivirte +s 
OPin’ OPix 


Nr. 33.) 
27. Zu einer Gleichung 2. O. allgemeinster Form giebt es keine 
aweite Gleichung 2. O., die mit ihr ein solches System bildet, wie die 
obige Gleichung © =0 mit =U. Eine Gleichung 2. O., die mit 
einer gegebenen Gleichung 2. O., die von der allgemeinsten Form ist, 
Integral-M,, zu einer grésstméglichen Zahl gemein hat, bildet mit der 
gegebenen Gleichung ein solches System, dessen Elemente (22; p; pix), 
eben die gemeinsamen Elemente der zwei Gleichungen des Systems, — 
einmal, und nur einmal zu M, zusammengesetzt werden kénnen. 

Die Gleichungen, durch welche diese Beziehung zwischen F' = 0, 
® = 0 analytisch auszudriicken ist, wiirden durch Differentiation und 
im Verein mit den Gleichungen: 

id A 2K y P 2 
qe, = d® ot t= 3(5 @FrF dO+#8 i dz,) = 


dx; Op;, dada, Op, dau,dx, 





nicht einander proportional sind. (Vgl. 


soleche Werthe fiir die dritten Differentialquotienten von ¢ ausgedriickt 
durch 2, 2, pi, pix geben, die wirklich Differentialquotienten einer 
Function von #,, #,, 2, sein kénnten; d. h. es miissten jene Glei- 
chungen fiir die p;,,; so beschaffen sein, dass ihre ersten Derivirten 
(in Bezug auf x,, 2, z,) von einem Werthsysteme der p;x.,, befriedigt 
werden kénnten. 

Um die betreffenden Gleichungen wirklich aufzustellen, hatte man 
von den Gleichungen auszugehen, die fiir die p,,,,... ndthig sind, da- 
mit diese Elemente einer fiir / — 0, ® = 0 gemeinsamen Integral-M, 
zugehéren kénnen. Fiir die p;,; sind diese Gleichungen die schon ge- 
nannten. Fiir die px; sind es diese: 

Fr &o ad 


= () = 0 


dzdz, —° “dz,da, ali 


? —. ? 
dz, 


<1( ev @F iy ay _ 
> 5 ee dx,dx,dx, op dz, dx, )- . 


mn 


ov | i) Ch ay ahies 
za OPixt dx,dx, dx, OP mn ae) ae 


28. Zwischen Gleichungspaaren = 0, © = 0) dieses allgemeinen 
Charakters und den in N. 26, behandelten fallen alle diejenigen, deren 
Elemente (¢2;p; pix) sich so zu M, zusammenfiigen, dass zwar nicht 
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alle gemeinsamen Elemente (22; p; pix pix:) der beiden Gleichungen (und 
ihrer ersten Derivirten) dadurch erfiillt werden, aber doch jene Ele- 
mente (2x;p; pix) durch die genannten M, mehrmals hervorgebracht 
werden, indem es unendlich viele (co”) dieser M, giebt, die ein be- 
liebiges jener Elemente (22; p;p;,) enthalten. 

29. Eine Gleichung 2. O. allgemeinster Art kann mit einer Glei- 
chung 1. O. Integral-M, héchstens zu einer solchen Zahl gemein haben, 
dass dadurch die Elemente (zx;p;) der Gleichung 1. 0. nur einmal 
erfiillt werden; d. i. dreifach unendlich viele gemeinsame Integral-M,. 
Das Problem, die Gleichungen aufzustellen, die einen solchen Zusam- 
menhang zwischen den partiellen Differentialgleichungen definiren, fallt 
mit dem Probleme zusammen, Functionen p,, von (2, 2, pj) zu be- 
stimmen, die der Gleichung 2. O. und den ersten Derivirten der Glei- 
chung 1. O. geniigen, und deren erste Derivirte eben die Bedeutung 
von pix haben. 


g 4. 


Von partiellen Differentialgleichungen héherer Ordnung des Raumes 
von vier Dimensionen. 


30. Von Charakteristiken partieller Differentialgleichungen hiherer 
Ordnung. — Durch eine jede Mannigfaltigkeit von oo vereinigt liegen- 
den Elementen (22; l*'°2' -- -k—1* Diffqu. v. 2) liisst sich eine In- 
tegral-M, einer gegebenen Gleichung k, O, legen. Es folgt dies daraus, 
dass es zu jedem der genannten Elemente (2a, 1*° 2... k— 1°" Diffqu. 
v. 2) co' Werthe der k'*" Differenticlquotienten von z giebt, die den- 
jenigen M, zukommen, die durch jene Schaar von co? Elementen 
(2a, 1’-.+- k—1* Diffqu. v. z) hindurchgehen. Aus diesen oo' Werth- 
systemen der k'e" Differentialquotienten von z scheidet die Gleichung 
k. O. eines, oder wenigstens eines, aus, Diesem Werthsysteme kommen 
erstens co' Werthsysteme der (/-+-1)*'" Differentialquotienten von z zu, 
die denjenigen M, angehéren, welche durch die eben erhaltene Schaar 
von zweifach unendlich vielen der Gleichung kh. O. zugehérenden Ele- 
menten (za; 1*'°---k'° Diffqu. v. 2) hindurchzulegen sind; — zweitens 
aber wird, vermittelst der ersten Derivirten der Gleichung k. O. ein 
einziges derartiges Werthsystem bestimmt, das einer Integral-M, zu- 
gehéren kann. 

Nur in einem Falle (— wegen der Ausfiihrung des Beweises des 
Nichstfolgenden verweise ich auf die zwei ersten Nummern meiner 
Abhandlung im XIII. B. d. A., S. 411 —) werden alle jeune oo! Werth- 
systeme der (K+ 1)**" Differentialquotienten von z den ersten Derivirten 
der Gleichung k. O. geniigen, so dass unbegrenzt unendlich viele In- 
tegral-M, jetzt durch die genannte zweifache Schaar von Elementen 
(2a;,1s .-- ke Differentialquotienten von z) hindurchgehen. 
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Wenn nimlich mit A,, A,, A, symbolisch so gerechnet wird, dass 
bei Ausfiihrung der Potenz: 
(A, + A,v, + A; ¥5)* 
fir den Coefficienten von v,'v,",", der bis auf einen Zahlenfactor 
gleich A,' A,” A,” ist, der partielle Differentialquotient von 
F (2, 2;, pi, 2, +--+ kh Diffqu. v. 2) 
a 
Oa, Gay Ox} 
Wird durch die Gleichung: 2 = f(x,, %_, %3) eine beliebige Inte- 
gral-M, der partiellen Differentialgleichung k. O. F = 0 reprisentirt, 
und setzt man fiir 2, p;,---k® Diffqu. v. 2 die Werthe ausgedriickt in 
Ly, Ly, X,, die jener M, zukommen, so wird durch die Gleichung: 


(27) (A - ae. a #e 2) = 0 


in Bezug auf geschrieben wird, so hat man folgenden Satz: 


' Oa A, Cx, 

cine Function p(x,, %_, 23) bestimmt, welche die folgende Bedeutung fiir 
die partielle Differentialgleichung F =0 hat. Die Gleichung go = Const. 
bestimmt susammen mit der obigen Gleichung: z= f(x,, 2, 2), eine 
M,”, d. i. hier eine Schaar von zweifach unendlich vielen Elementen 
(2ajp,--+k'° Diffqu. v. 2), die unendlichfach unendlich vielen Integral- 
M, in iii Weise wie der M, : 2 = f(x,, £2, £,), zugehért, 

Solche M,, d. i. solche Schaaren von zweifach unendlich vielen 
Elementen (¢2;p;---k'® Diffqu. v. z) nenne ich charakteristische M, 
der partiellen Differentialgleichung k. O. — Unter Umstiinden kann die 
partielle Differentialgleichung k'*" Grades und erster Ordnung (27), die 
sie definirt, sich in Factoren auflésen, also in Gleichungen niederen 
Grades zerfallen. Giebt es einen linearen Factor von (27), so haben 
wir charakteristische M,, die in einer ausgezeichneten Weise von be- 
sonderen M,, — den Charakteristiken dieser linearen partiellen Dif- 
ferentialgleichung 1. O.: der angenommene lineare Factor gleich Null, 
— erzeugt sind. Diese M, sind als fiir die partielle Differentialglei- 
chung k. O. charakteristische M, zu bezeichnen. (Vgl. die mehrmals 
citirte Abhandlung im XIII. Bd. dieser Annalen.) 

31. Zwei partielle Differentialgleichungen der 3. O.: F=0, Ob=0, 
zwischen deren ersten Derivirten eine lineare Relation Statt hat: 


dF dF d® d® d® 


(28) o 1 da, +t 4 os “+ ty dz, “'dx “*dy “dx, retin aR 


wo @, A nur Z, 2%, Pi, Pik» Pikr enthalten, — haben erstens Integral-M, 
zu einer solchen Zahl gemein, dass durch dieselben alle fiir die beiden 
Gleichungen gemeinsamen Elemente (22;p;p;.pix.) erschépft werden. 
Diese Integrale gehéren zugleich einer jeden der beiden linearen par- 
tiellen Differentialgleichungen 4. O. an: 
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dF 
A= 4 - ts, 7 + tay F + 2 ™ = 0, 
B=A, i +4, Ps +A, = = 0, 


aA oB : 
——- = — vermdge der Relation (28 
OPizim’ OPikim 6 (28) 


einander gleich sind, so oft solehe Werthe von (2, 2;, p;, pix:) benutzt 
werden, die gemeinsamen Elementen von / = 0, © — 0 zukommen, 

Aus dieser letzten Bemerkung folgt, dass, wenn man eine der 
genannten Integral-M, betrachtet, und entweder diejenigen auf der- 
selben verlaufenden M, bestimmt, die fiir die Gleichung 4. O. A = 0 
charakteristisch sind, oder aber diejenigen M, bestimmt, die fiir die 
Gleichung 4. O. B =O charakteristisch sind, man in beiden Fiillen 
dieselben M, erhalten muss. Denn die Gleichungen der auf der be- 
trachteten Integral-M, verlaufenden charakteristischen M, von A = 0 
resp. B= 0 sind (siehe die Gleichung (27)) von der Form: 


Op O9 og 09 \ _¢& be: 
(a, Da, +a, a+ as ‘an, (s, 2 Dae +b, Zt by im =() bez., 


und hier sind die asaliateiin Producte a,'a,”a,", b,'b,”b,", nach 
dem was eben bemerkt wurde (nach Gleichung (28)), einander gleich, 
— so dass die zweite der zuletzt aufgeschriebenen Gleichungen mit 
der ersten identisch ist. — 

Weiterhin, weil = 0 ein erstes Integral von A = 0 ist, so 
miissen die Charakteristiken von /’ = 0 ebenfalls Charakteristiken von 
A =O sein, also muss, — wenn man sich immer dieselbe Integral-M, 
zu Grunde gelegt denkt, — 


og 
(a, Cx, + 4, 7 + 4; ss 
einen Factor dritten Grades enthalten, so dass: 


09 ag 
(a, <2 Oa, 2 Oat, 4 - Oats 


po og 22 y\ 0@ Op 09 
=(«, Dee + a. San + «, a (u, dar, + u, Daty + uy, Sa 
Ks stellt dann 


deren Differentialquotienten 


4 








(a, 52 + a 4 2 jn +* a, $2) =0 


die Gleichung der deddnitieians M, von F = 0 dar. 
Und weil @ = 0 ein Integral von B= 0 —— so ist 


(0, °° +, $2 + by ¢ “ 


d, i. hier 


(a 32 fu ls Day matty 





-( 
-( 


78 A. V. Bicxtunp, 


von der Form: 


7] 7] gp 0 
(8, 52 + br 5? + By 52 Y (Fe + e+», 22), 
wo 
(6, 52 alate 
die Gleichung der Charakteristiken von ® = () darstellt. 


Folglich hat man identisch (fiir irgend eine den Gleichungen F'=(, 
®=0 gemeinsame — 22 == f(X,, L_, X5)): 


(«, 52 re 13e + «, 2%) (u, oo + ty OP fu, SE 
-(@, ve + im + 8s 52) ine +e, shite 
d. h. 
(a, 52 +« a 52 +a 13 


29 4», 29 4 9, 92) (w,, (2%) +20,, 2% 2% 4... 40,,(22)), 
(6, 52 + 62% +B, 52) 


Og og og og ‘ 
uw, 2% 4 u, 2% +0, 2%) (aw, (22) +2 


Es giebt also auf jeder fir F =0, ® =O gemeinsamen Integral-M, 
eine Reihe von, fiir beide Gleichungen gemeinsamen charakteristischen 
M,. Sie befriedigen durch ihre Gleichungen: go = C die partielle Dif- 
asin erster Ordnung und zweiten Grades: 

zy = 0. 


By (G2) +20, 5% OP 4...4 3459 


Ausserdem verlaufen auf jener M, zwei adginiibauni Schaaren von M,, 
von denen die M, der einen Schaar Charakteristiken von 


0g eg op 
"1 a, + u, Dar, +u-- =0, 


and also Charakteristiken von ® = 0, 
rakteristiken von 


0m eC 


die M, der anderen Schaar Cha- 


e Op Op _ 
” 32 + v, a, + Ys o's, 


vs 
und also Charakteristiken von F = 0 sind. 
32. Ich nehme jetzt an, dass F’ = 0 ein erstes Integral: f = 0, 
und ®©=0 ein erstes Integral: g = besitzt, und dass keines der- 


selben zu gleicher Zeit ein Integral der anderen Gleichung 3. O. ist. 
Die beiden Gleichungen 2. O. f ="0, » = 0 haben Integral-M/, 
zu einer solehen Zahl gemein, dass durch dieselben ihre siimmtlichen 
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gemeinsamen Elemente (2 2; p; pix pixi) erschipft werden, — denn die 
Gleichung (28) liefert eine lineare Relation zwischen den zweiten Deri- 
virten von f, m in Bez. auf 2,, x,, 2, die fiir alle Werthsysteme 
(2%; Pi Pik Pixr), die den Gleichungen f = 0, mg = 0 nebst ihren ersten 
Derivirten geniigen, erfiillt sein muss. (N. 26.) 

Betrachten wir dann eine fiir f—0O, pO gemeinsame Inte- 
gral-M,. Die auf derselben verlaufenden Charakteristiken fiir f= 0, 
g = 0 werden Charakteristiken fiir / =O resp. ®=0. Also muss 
man haben: 

é ap \3 
(«, Da, +« 2 an + a; = ’ 
d. i. hier: 
og O9Y\* | « 0p C@ 09? 
(n32 52, +9 52) (u(52) F228 955, ja, + +7 s3(5,) ), 
gleich 
og og 09? 
(mm, Oa, + Mm, oe m, “ in ») (x 1 3 aes Xs Oxy , 
wo 
(* or 5 +x,4 ey =0 
die Gleichung der zu ‘ = 0 een Charakteristiken ist, — und 


(b ae, + B, ca P+ B, 22)’, 


d. i. hier 


ip v@ W\? | « dg 69, dey? 
(m5; P+ uss2 +152) (#1, se) +20 20a, Day t + Gy; ia.) ) ’ 
gleich 


cp og Op og og? 
(™ Ox, + OX, + Ms oa, _ loa, A Oe + A; Oa,) ’ 


og a9? 
(41 je, +42 i 3 Oe, 0 0 
die Gleichung der zu gm = 0 aiihin Charakteristiken darstellt. 
Da nun weder f=0 noch go =O ein fir F=0, O=O ge- 
meinsames Integral on so kann 
dp 09 
¥e a >) + 25 2 OX, Om, i ey 
weder gleich 
9 a 
(* a; + x, + * 3 5. ’ 


1 


noch gleich 


do og 
(4-4 a 02, +4, CX; 
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sein. Darum: 
09 a be 
(* Oxy 7 * Ox, + %, Oa, 


te Fa; 22. o@ : Ls 
= (% Oa, + v, Ox, + ¥; North 1 = hs ge 3 oe 
og 0 
@ 4, 28 
(4 ga +4 ge, +4 55 
a 6” é a 
= (4 3, + u, 57, + My aa (m, sz +m, on +m, _ ‘ 


‘ ep 09 eg.\? 
5) agg : 
(52) +28, OX, Oat, + + Bs; 7) 

Q og 77 
=(m, =. +m, 22 $m, 2P) (m, 2%. + My 5a tM: =~ 


5 Oa, 

Die zwei ersten Gleichungen beweisen, dass die Charakteristiken fiir 
f{=0, p=0, F=0, © = 0, die auf den gemeinsamen Integral- M, 
verlaufen, aus charakteristischen M, zusammengesetzt sind. Weiterhin 
folgt aus der dritten Gleichung, dass jede der vorhin erwihnten fiir 
F =0, ® =0 gemeinsamen charakteristischen M, jetzt, — wenn man 
nur die M, betrachtet, die auf einer fiir f =0, p =O gemeinsamen 
Integral- M, verlaufen, — aus oo! fiir f= 0 und w' fiir gp = 0 
charakteristischen M, zusammengesetzt ist. 

Friiher (N. 26.) haben wir gesehen, dass auf jeder fiir f= 0, 
» = 0 gemeinsamen Integral-M, eine Schaar von oc! fiir beide Glei- 
chungen gemeinsam charakteristischen M, gelegen ist. Aus dem nun 
Entwickelten folgt, dass eine jede dieser M, einerseits aus oo' fiir f=0 
charakteristischen M,, nimlich aus co! Charakteristiken von 

7 0 0 : 

1 i +n, oan 3 Ia on () 

andererseits aus co' fiir » = 0 charakteristischen M,, niimlich aus oo! 
Charakteristiken von 


? 


my 3. +m, ¢ = + = 2 a ~4 =(, 
erzeugt ist. 
33. Zwei partielle Differentialgleichungen 2. O., — sie midgen 
f=0, » =0 heissen, — die Integrale einer und derselben linearen 


partiellen Differentialgleichung 4. 0. sind, miissen, wenn sonst die 
partiellen Differentialquotienten von f in Bezug auf die p;, nicht denen 
von @ in Bezug auf dasselbe p;, proportional sind, in dem durch die 
Gleichung (26) ausgedriickten Zusammenhange stehen. Die lineare 
partielle Differentialgleichung 4. O. muss niimlich fiir irgend eines der 
Elemente (22; p; pix Ppix:), die den ersten Derivirten jener partiellen 
Gleichungen 2. O. geniigen, sowohl die Form: 
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ad? a 
ay tat 4 12 da, “a Tike 45, 5 = 0, 


als auch die Form: 


ad» ay oy 
Hn axe + Hie da,du + °° + Us, ae 0 


annehmen. Hieraus folgt aber die von den pjx:m unabhiingige Rela- 
tion zwischen f und g: 


af ad » a 
Any dai +4 12 date to “=O Gee Pr oe 
die genau die Relation (26) ist. (Die angefiihrte Gleichung zieht 
nimlich nach sich, dass 4,, = Bd -, etc.) 


e OP 

Ueber die Beschaffenheit der gemeinsamen Integral- M, von f = 0, 
y = 0 ist oben gesprochen worden. Ebenso haben wir gefunden, dass, 
wenn f=0, g =O in «zwei ersten Integralen der Gleichung 4. O. 
enthalten sind, diejenigen Charakteristiken derselben, die auf einer 
gemeinsamen Integral - M, verlaufen, aus charakteristischen M, bestehen. 

Umgekehrt, nur wenn das letztere der Fall ist, aber dann immer, 
kénnen die 4, w als Functionen von 2, %;, p;, pix 80 bestimmt werden, 
dass durch 


1 
a f+ aoe a = 0, Wetting 


zwei Gleichungen 3. O. von dem Charakter zweier erster Integrale der 
Gleichung 4. O., hinsichtlich der fiir f= 0, m = 0 gemeinsamen Ele- 
mente (2 2; p; Pix Pixi), dargestellt werden. Vou jenen Gleichungen 3. O. 
gilt nimlich jetzt der Satz, dass man, sobald Werthe von (¢,2;, p;, Dixy Pix), 
die den Gleichungen f = 0, g =O und ihren ersten Derivirten in 
Bezug auf 2,, 7,2, geniigen, benutzt werden, zwischen den ersten 
Derivirten der Gleichungen 3. 0. eine lineare von den pji:m wunab- 
hiingige Relation von der Form (28) erhiilt. 

Indem wir als allgemeinen Fall das festzuhalten haben, dass es 
fiir die lineare partielle Differentialgleichung 4. O. keine derartigen 
Gleichungen 3. O. giebt, haben wir auch keine fiir f—0, mo =O 
charakteristische M, auszuzeichnen. 


§ 5. 
Ueber die Erweiterung auf den Raum von » + 1 Dimensionen. 


34. Entsprechend den vorangehenden Sitzen findet man ohne 
Miihe Siitze iiber partielle Differentialgleichungen des Raumes von 
m-+ 1 Dimensionen. Nur auf einen Satz, zu dem die Erweiterung 
des in N, 22—25. Eroérterten fiihrt, will ich besonders aufmerksam 
machen. 


Mathematische Annalen. XV. 
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Ich beschrinke mich zuerst auf den Fall » = 4, also auf einen 
Raum von fiinf Dimensionen. 
Hat man eine partielle Differentialgleichung 1. O.: 


f (2, %y, Ly, Ly yy Py» Pr» Ps, Py) = 9, 
so kann man dieselbe auf einen Raum von vier Dimensionen so ab- 
bilden, dass dabei einer jeden Fliche des Raumes eine Integral-M, 
von f = 0, sogar einem jeden Fliichenelemente des Raumes eine 
Charakteristik von f= 0 entspricht. ; 

Betrachten wir nun eine partielle Differentialgleichung der 2. O. 
dieses letzten Raumes von vier Dimensionen, und nehmen wir an, dass 
sie eine Gleichung mit charakteristischen M, ist. Dann stellt sie sich 
als Bild einer Gleichung 2, O. des Raumes von fiinf Dimensionen dar, 
die mit f = 0 charakteristische M, und aus ihnen erzeugte Integral- 
M, gemein hat. Die jene M, erzeugenden charakteristischen M, von 
f =O sind nur dann Charakteristiken der Gleichung 2. O., wenn die 
erstere Gleichung selbst ein Integral der letzteren bildet. 

Eine partielle Differentialgleichung 2. O. allgemeinster Art jenes 
Raumes von vier Dimensionen kann als Bild einer partiellen Differential- 
gleichung 2. O. des Raumes von fiinf Dimensionen aufgefasst werden, 
die mit der Gleichung 1. O. f = 0 charakteristische M, gemein hat, 
die ihrerseits sich zu Integral- M, zusammensetzen. 

Zwei involutorische partielle Differentialgleichungen der 1. O.: 


f (8, By, +++ Uyy Dry >> + Py) = 9, 

@ ( )=9, 
kénnen auf einen Raum von drei Dimensionen so bezogen werden, 
dass jedem Flichenelemente des Raumes dabei eine charakteristische 
M,, jenes Gleichungspaares entspricht. — Betrachten wir eine partielle 
Differentialgleichung 2. O. dieses Raumes von drei Dimensionen. Die- 
selbe ist als Bild einer partiellen Differentialgleichung 2. O. des Raumes 
von fiinf Dimensionen anzusehen, die mit dem angegebenen Gleichungs- 
paare charakteristische M, gemein hat. 

Diejenigen M,, die diese M, erzeugen und fiir das anfiingliche 
Gleichungspaar charakteristisch sind, werden nur dann fiir die Glei- 
chung 2. O. selbst charakteristische M,, wenn diese das genannte 
Gleichungspaar als Integral enthilt. Schliesslich wiirden wir partielle 
Differentialgleichungen 2. O. des Raumes von fiinf Dimensionen er- 
halten kénnen, die in ihnlicher Beziehung zu einem aus drei unter 
einander involutorischen Gleichungen 1. O. zusammengesetzten Systeme 
stehen. 

Was ich hier besonders hervorheben michte, ist das Auftreten 
von charakteristischen M, fiir partielle Differentialgleichungen 2. O. 
des Raumes von fiinf Dimensionen. Denn in derselben Weise werden 
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wir zu partiellen Differentialgleichungen 2. O. eines Raumes von n + 1 
Dimensionen gelangen, fiir welche nicht nur, wie immer, charakte- 
ristische M,_,, sondern auch charakteristische M,_:, M,_3, etc. exi- 
stiren. — Als Beispiel einer partiellen Differentialgleichung der 2. O., 
die charakteristische M, zu einer solchen Zahl besitzt, dass dadurch 
alle Elemente (2 x; p; pix) der Gleichung erschépft werden, kénnen wir 
diejenige betrachten, die aus dem involutorischen Gleichungssysteme: 


fy (> Byy° + Day Dry? * Day Cy Cay GC, 


fs ( =e’, 
fe ( =a, — 


wo 
[fifm| =9 und v= Lit bet a] ae 


’ 


durch vollstiindige Differentiation in Bezug auf x,,--+ 2, und nach- 
herige Elimination der willkiirlichen Constanten c entsteht. — Die 
charakteristischen M, jenes involutorischen Gleichungssystems werden 
nimlich eben Charakteristiken der in der genannten Weise resul- 
tirenden partiellen Differentialgleichung 2. O. 

Aber es gilt weiter noch der Satz, dass jede Integral-M, dieser 
Gleichung 2. O. eine sie ganz bedeckende Schaar von charakteristischen 
M;, enthiilt. 

Ich beweise im Folgenden diesen Satz fir den Fall n = 3, k = 2; 
der allgemeine Beweis kann analog geftihrt werden. 

Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung 2. O., die aus 
den beiden Gleichungen 


[ (2, yy @yy Xs 4 Py» Poy Pgs Cy» Cyy Cy, Cy) = C, 
y ( j=", 
wo [fo] =9, 
durch Differentiation nach 2,, 2,, 2, und Elimination der willkiirlichen 
Constanten ¢ entsteht, und weiter irgend eine Integral- M, derselben. 
Kin Element (¢ x; p; pix) dieser M, fiihrt zu einem ganz bestimmten 
Gleichungspaare : 
f (2s yy Ly, %yy Py y Pry yy Cy", Cy", Cy, Cy") = Cy, 
yp ( )=%’, 
dessen Gleichungen*) das Element enthalten; — und alle co? Elemente 


(2x; pipix) der M, bestimmen somit eine dreifache Schaar von Gilei- 
chungspaaren : 


*) Mit ihren ersten Derivirten in Bezug auf a,, 22, #3; vereint, 
6* 
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f (Gs Xy, Lay X35 P1> Po, Ps, 4,6, v) = 0, 

p{ )=90, 
woA, u,v die Parameter der Schaar bedeuten. Es mége F'(z, 2,, 22,7, P;, PoP) 
=Odas Umhiillungsgebilde der oo’ Gleichungen f=, ® (¢, 2, %, 3, P;, Po» Ps) 
= 0 das Umhiillungsgebilde der oo* Gleichungen gy = 0 bezeichnen. 
Dann haben die partiellen Differentialgleichungen 1.0. F = 0, 0 = 0 
die vorliegende M, als gemeinschaftliches Integral. Dieselbe M, ist 
auch ein Integral einer jeden der partiellen Differentialgleichungen 1. O.: 
F+A%=0 (A eine willkiirliche Constante). Diejenigen Charakte- 
ristiken der letzteren Gleichungen, die von irgend einem Elemente 
(¢ 2p) der genannten M, ausgehen, erzeugen eine auf dieser M, lie- 
gende M,, die selbst ein Umhiillungsgebilde von charakteristischen M, 
von zweifach unendlich vielen der anfanglichen Gleichungspaare: 
f(2,%,p,c)=c, p(z,2,p,¢c) =" wird. 

In Folge hiervon werden alle die co! Werthsysteme der p;x, die 
jener M,, als zweifacher Schaar von Elementen (z x p) aufgefasst, zu- 
gehdren, eben der partiellen Differentialgleichung 2. O., die den Haupt- 
gegenstand unserer Betrachtungen bildet, geniigen. Desshalb gehen 
durch jene M, unendlich viele Integral-M, der Gleichung 2. O. hin- 
durch; jene M, wird also eine fiir die Gleichung 2. O. charakteristische 
M,. Auf jeder Integral-M, dieser partiellen Differentialgleichung 2. 0. 
findet sich also eine Schaar von oo' charakteristischen M,, die Um- 
hiillungsgebilde der erwahnten fir die anfinglichen Gleichungspaare: 
{(2,2,p,c) =, p(2,2,p,c) = ce” charakteristischen M, sind. — 
Dasselbe Raisonnement, auf die letzterwiihnten Gleichungen 2. O. des 
Raumes R,,, angewandt, fiihrt zu dem oben angegebenen Satze. 

Man bekommt nimlich Mannigfaltigkeiten von oo zu je zwei 
unendlich benachbarten vereinigt liegenden Elementen (22; p;), deren 
siimmtliche Werthsysteme von p,;, der vorgelegten partiellen Differen- 
tialgleichung 2. O. geniigen, — und auf jeder Integral-M, findet man 
co" derartige M;. Weil ihre simmtlichen Elemente (¢ 2; p; p;x) der 
Gleichung 2. O. geniigen. miissen sie fiir diese Gleichung charakte- 
ristische M, sein, wie ich die letzteren in der Abhandlung im XIII. 
Bande dieser Annalen 8. 411. definirt habe. Die Eigenschaft einer 
jeden jener M,, vermittelst simmtlicher ihrer Elemente (2 x; p; p;,) der 
Gleichung 2. O. zu geniigen, fiihrt nimlich in erster Hand zu den 
Gleichungen Q;, = 0 (siehe 8. 421 d. citirten Abh.), die die charak- 
teristischen M, definiren. — Z. B. k =n — 2. Wenn die Gleichung 
2. O. F(z, %, pi, pix) = 9 von der gesammten Schaar der p;, einer 
M,-2, deren Gleichungen sind: 


=f (LyLyy +++ En), LL = @— (23,24) +-+ Fn), Ly = W (LyX, +++ Xn), 
P, = 11( > Ps = ta( ) 
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befriedigt werden soll, so ist diese Bedingung damit identisch, dass 
dieselbe Gleichung I’ = 0 nach Substitution der folgenden Ausdriicke 
VOR Py3y Pigy ** * Pog, Posy ** * Pan ID Py, Pio» Po»? 


é 
a — Pir P (%3) — Pyo V' (%3) — 13 = O, 


r 
an — Pir YP (%) — Pr V (%) — Puy = 9, 


7) ’ , 
an — Px P (Xs) — Day W (#3) — Pr, = 9, 





e ’ , 
oq — P31 P' (3) — Dy V' (%3) — Pys = 9, 


etc. 
(siehe 8. 418 der citirten Abhandlung) 


VON Pi), Pi25 Poo frei werde. Desshalb muss sein: 


oF OP oF Oru oF OPrs eee oF Opnn __ 
put Onis Opa t Oru OPn aii OPes OP i + dpe. OPn 
OF , OF Ops, OF Opy OF Ops OF apnn _ 
pat OP1s Ope t OD: CP 0@ 7” ts OPos om ‘Fin OPi2 ; 
aF tpn, OF Oyu yy OF opm, 4 @F Oran _y), 
at) OP 2m * OP, OP Roe OP Ope + + dpen OPre 


Das sind aber gerade die Gleichungen Q,, =0, 2), =0, Q.. = 0 
S. 420 d. c. A. Weil also durch die Gleichungen der obigen M,~s 
diese drei: 2,,=0, Q),=—0, Q,,=0, befriedigt werden, so ist 
jene M,_, eine fiir die Gleichung 2. 0. charakteristische M,_,. 


Lund, 





im November 1878. 








Ueber Multiplicatorgleichungen *). 


Von Feurx Kuew in Miinchen. 


Hier meine Methode zur Aufstellung der Multiplicatorgleichungen. — 
Betrachtet man «,, , als homogene Veriinderliche, so sind g,,g,, ‘A 
resp. von den Geraden — 4, —6, — 1 und reproduciren sich bei jeder 
linearen ganzzahligen Substitution von der Determinante 1: 


Be = «ao, + Ba, 

@, = yo, + da, 

sofern man bei ‘//A von einer zwélften Einheitswurzel absieht. Man 
kann nun zeigen, dass allgemein jede homogene Function von @,, o, 
von einem negativen ganzen Grade, welche sich bis auf einen Factor 
bei den in Rede stehenden linearen Substitutionen reproducirt, eine 
ganze Function von g,,g3,, //& ist. — Die Sache ist genau so, wie 
bei den endlichen Systemen linearer Substitutionen, und man hat z. B. 
auch folgende Siitze: dass g, die in Bezug auf ,, , genommene 
Hesse’sche Form von log A ist, und g, die Functionaldeterminante 
beider (immer abgesehen von einem numerischen Factor). 

Sei nun A’ die Discriminante, welche bei einer Transformation 
vom Primzahigrade n auftritt. So hat A’ (m+ 1) Werthe, also '/A’ 
deren 12(n-+- 1). Aber es zeigt sich, dass bereits die symmetrischen 
Functionen von nur (n + 1) richtig ausgewahlten Werthen von ‘//X’ 
unter die eben erwiihnte Kategorie von Functionen fallen, also ganze 
Functionen von g,, g,, //A sind. Setzt man, der Kiirze halber, fiir 
‘VQ’ 2z, so erhalt man also eine Gleichung (n+ 1)" Grades fiir 2. 
Da ‘7X’ von der Dimension (—1) in @,, @, ist, so hat der Coefficient 
von g"+!—* die Dimension x und ist dementsprechend als ganze Func- 
tion von g,, 93, /& aufzubauen. 





*) Aus einem an Herrn Brioschi gerichteten Briefe, der in den Rendiconti 
del Istituto Lombardo abgedruckt wurde (Sitzungsbericht vom 2. Januar 1879). — 
Der Ausdruck ,, Multiplicator“ bezieht sich auf das durch Va normirte Integral, 
siehe diese Annalen t. XIV, pag. 144, 148. 
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Ueber Multiplicatorgleichungen. , 


Jetzt betrachte man insbesondere den Werth: 


we. (2) ang TU—gey me (*). 


Vermehrt man @ = ~< um 1, so erhilt dieses ¢ die Einheitswurzel 
nin 

e° zum Factor, wihrend bei dem urspriinglichen '//A die Einheits- 

in 

wurzel e° zutritt. Bei dieser Aenderung muss die fiir z bestehende 
Gleichung ungeindert richtig bleiben; es muss sich also aus allen 
Gliedern derselbe Factor herausheben. Hieraus folgt, dass der Coeffi- 
cient von e*+1-—* die Form hat: ‘A. G, wo 4 die kleinste positive 
ganze Zahl ist, welche in Bezug auf den Modul 12 zu nx congruent 
ist, und G eine ganze Function von g., g, allein ist. Insbesondere 
schliesst man: So oft A grdsser als x wird, ist der Coefficient von 
gti—* identisch Null. 

Auf Grund dieser Siitze kann man die Multiplicatorgleichung fir 
ein beliebiges primzahliges » ohne Weiteres der Art nach anschreiben. 
Man findet, dass bei »=12u4-+1 nur g,* und g,? auftritt; bei 
n= 12u-+5 stellt sich das g, ein, bei n—=124-+7 das g,; bei 
n == 12u + 11 treten beide, g, und g,, auf. Fiir » =-5, 7, 13 stimmt 
dies Resultat mit meinen friiheren Formeln iiberein*); fiir m = 11 erhialt 
man in Uebereinstimmung mit Ihren Angaben**): 


8 4 3 2 
a? 4+ qa-A®. 254+ 0-A%g, 24+ ¢-A®g,-2+d-A%g,? 


1 
+ ¢-A¥gg,-2+f=9, 
wo a,U,--- numerische Coefficienten sind. 
Was nun diese numerischen Coefficieunten angeht, so beweist man 


n—1 
ohne Weiteres, dass der letzte den Werth (—‘1) ? -» hat, und dass 
alle anderen, bis auf den vorletzten, durch » theilbar sind. Man hat 
ausserdem folgende Regeln, welche freilich gerade den Fall » = 11 
(mod. 12) nicht betreffen: ° 
1) Fiir n= 12u+ 1 oder = 124 + 5. 
Setet man g, = 0, so verwandelt sich die linke Seite der Multiplicator- 
gleichung, nach Abtrennung eines quadratischen Factors, in ein voll- 
stiindiges Quadrat. 


*) Annalen XIV, pag. 143, 148, 
**) Brioschi in den Annali die Matematica, (Ser. II) t, IX, pag. 167: Sopra 
una classe di equazioni modulari. (Nov. 1878). 
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2) Fiir n = 124 + 1 oder 124+ 7. 

Setzt man g, = 0, so verwandelt sich die linke Seite der Multipli- 
catorgleichung nach Unterdriickung eines quadratischen Factors in einen 
vollen Cubus. 

Man kann iiberdies die numerischen Coefficienten der Gleichungen, 
welche fiir g, = oder g, = 0 entstehen, allemal als rationale Func- 
tionen von Einheitswurzeln a priori angeben; doch habe ich diesen 
Gegenstand noch nicht hinlinglich untersucht. Um die bei n = 11 
auftretenden Zahlencoefficienten zu bestimmen, habe ich mich daher 
einstweilen der Reihenentwickelungen nach aufsteigenden Potenzen von 


q bedient, und so das Resultat erhalten, welches ich Ihnen bereits in 


meinem vorigen Briefe*) mittheilte: 
2%—90-11-VA-28+40-11-129,-VA-24—15-11-216 g,-VA -23 
+2-11-(12g,)?- VA -2?— 12g, - 2169,-'f/A-2—-11=0**). 





*) Vom 25, December 1878. 

**) Untersuchungen derselben Art, wie die im Texte besprochenen, hat mit 
mir ungefihr gleichzeitig Hr. Kiepert aufgenommen und in neuerer Zeit weiter- 
gefiihrt. Seine Resultate, auf welche ich hiermit verweisen will, sollen demniichst 
im Borchardt’schen Journale veréffentlicht werden [Marz 1879.] 


Miinchen, den 30. December 1878. 
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Ueber die Gleichungen achten Grades und ihr Auftreten 
in der Theorie der Curven vierter Ordnung. 


Von M. Nogruer in Erlangen. 


Sobald man bei einer Curve vierter Ordnung eine Wurzel der 
Gleichung 36'" Grades adjungirt, welche die 36 Schaaren von Be- 
riihrungscurven dritter Ordnung bestimmt, so reducirt sich die Glei- 
chung fiir die 28 Doppeltangenten auf eine allgemeine Gleichung vom 
achten Grade. Es sollen nun im Folgenden neue geometrische Eigen- 
schaften der Curve dargelegt werden, die sich an die Untersuchung der 
Gleichungen vom 8' Grade kniipfen. 

Solche Untersuchungen sind aber von verschiedener Seite an- 
gestellt. Sie beziehen sich zuniichst auf die Modulargleichung achten 
Grades, welche bei der Transformation siebenter Ordnung der ellip- 
tischen Functionen zwischen den vierten Wurzeln aus dem urspriing- 
lichen und dew iransformirten Modul besteht. Nach den Andeutungen 
von Galois hat Betti*) deren Gruppe von 2.168 Substitutionen, bez. 
von 168 nach Adjunction der Wurzel aus der Discriminante, analytisch 
entwickelt und hiernach fiir die Existenz einer Resolvente siebenten 
Grades, mit einer Gruppe von 168 Substitutionen, den Beweis erbracht. 
Sodann hat Kronecker**) eine hieraus folgende Function von sieben 
Buchstaben, welche durch die 168 Substitutionen unverandert bleibt, 
also bei allen Permutationen der 7 Gréssen nur 30 Werthe annimmt, 
angegeben. Endlich ist Hermite***) wiederholt auf die Darstellung 
der Gruppen von 168 Substitutionen bei 8 und bei 7 Gréssen und auf 
die Bildung der Function der 8 Gréssen, welche dabei 7 Werthe an- 
nimmt, eingegangen. 





*) Betti, ,,Sopra l’abbassamento delle equazioni modulari etc.“, Ann. di 
Scienze m. e. f. da Tortolini, IV. (1853), und spitere Mittheilungen. 

**) Kronecker, ,,Ueber Gleichungen des 7" Grades, Monatsber. der Berl. 
Acad., April 1858. Die in dieser Note bezeichnete Eigenschaft der speciellen 
Gleichung 7" Grades ist, wie unten anzugeben, etwas zu modificiren, 

***) Hermite, ,,Sur la théorie des équations modulaires“, Paris 1859; auch 
in den Compt. Rend. und den Ann. di Matem. von 1859 etc. 
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An allen diesen Orten ist die wesentlichste Eigenschaft der ent- 
sprechenden Gleichungen 7' Grades: dass sich ihre 7 Wurzeln zu 7 
Tripeln ordnen, nicht angefiihrt. Aus diesem Grunde ist auch der Zu- 
sammenhang dieser Betrachtungen mit solchen, welche Mathieu*) 
von anderer Seite her iiber die Gleichungen achten Grades angestellt 
hat, nicht klargelegt worden, insbesondere in C. Jordan's ,, Théorie 
des substitutions“‘ nicht angegeben. Mathieu bildet eine Function 
von 8 Gréssen, welche durch 8.168 Substitutionen unveriindert bleibt; 
unter Adjunction einer solchen Function der Wurzeln einer Gleichung 
achten Grades ordnen sich dieselben in Quadrupel, und man wird, da 
die Gruppe zusammengesetzt ist, direct zu einer Resolvente siebenten 
Grades gefiihrt. Aber diese Resolvente hat dieselbe Tripeleigenschaft 
und Gruppe, wie die oben angefiihrte; es bleibt also hier noch zu ent- 
wickeln, wie man zugleich auch indirect auf diese Gleichung kommen 
kann, indem auch der Uebergang von der Mathieu’schen Gleichung 
zu einer Gleichung achten Grades mit der Gruppe der Modulargleichung 
muss ausgefiihrt werden kénnen. Ich will dabei nur erwihnen, dass 
neuere noch zu citirende Arbeiten zeigen, dass die Gleichungen sieben- 
ten Grades mit Tripeleigenschaften , also auch die Mathieu'sche Glei- 
chung, durch elliptische Functionen gelést werden kénnen. 

Da sich diese Resultate und Zusammenhiinge in iusserst einfacher 
Weise, welche von zahlentheoretischen Betrachtungen keinen Gebrauch 
macht, darstellen lassen, so entwickele ich dieselben zuniichst. Ehe 
ich sodann die Anwendung auf gewisse, bei den Curven 4' Ordnung 
bisher noch nicht betrachtete Kegelschnittsysteme mache, bilde ich 
noch diejenige Bezeichnungsweise der Doppeltangenten in den Paaren 
von 8 Gréssen aus, die, aus den Hesse’schen und Aronhold’schen 
Arbeiten von Cayley entwickelt, jetzt allgemein angewendet wird**). 
Ich fiihre diese Ausbildung iiber das eigentliche Bediirfniss des vor- 
liegenden Aufsatzes hinaus, da hierdurch erst die Operationen fiir alle 
an der Curve zu studirenden Systeme leicht verwerthbar werden. 


§ 1. 
Die Sieben-Systeme. Tripelsysteme. 
Acht Gréssen 
Hq, Uy XQ, °° Uy 
kann man auf 7-5-3 — 105 verschiedene Weisen in je 4 Paare ordnen; 
es giebt also symmetrische Functionen solcher 4 Paare, etwa 





*) E. Mathieu, Comptes Rend. 1858 etc. Ferner: ,,Etude des fonctions de 
plusieurs quantités etc.‘‘, Liouville’s Journ., Sér. I, VI (1861), und ,,Sur la résolu- 
tion des équations etc.“*, Ann. di Mat, di Tortolini, 1V (1861). 

**) Siehe Salmon’s ,,Higher plane curves‘, iibers. von Fiedler, Cap. VI. 
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K = 1%, + %_%3 + 44%, + XoX,, 
die unter allen 1-2-3.---8 Substitutionen, welche die Gréssen 2; 
unter einander permutiren, 105 verschiedene Werthe annehmen. Eine 
solehe Function sei zur Abkiirzung im Folgenden mit 
K = [01, 23, 45, 67] 

bezeichnet. Wir behandeln zuniichst die Aufgabe, alle Systeme von je 
7 Functionen K anzugeben, derart, dass die 7 Functionen eines Systems 
alle 28 Paare ik, jedes einmal, enthalten. 

Um ein solches System zu erhalten, zerlege man die 4 Paare von 
K auf die 3 méglichen Weisen in je 2 Doppelpaare: 


(a) 01,23; 45, 67, 
(b) 01,45; 23, 67, 
(c) 01, 67; 23, 45, 
uud mache nun alle innerhalb der Doppelpaare méglichen Vertauschun- 


gen der 8 Grossen 0, 1,---7. Aus (a) erhilt man dann die beiden 
neuen Functionen: 


A, = [02, 13, 46, 57], A, = [03, 12, 47, 56], 
oder aber die beiden folgenden: 

A,’ = [02, 13, 47, 56), A,’ = [03, 12, 46, 57]; 
ebenso aus (b): 

B, = (04, 15, 26, 37], BL, = [05, 14, 27, 36); 
oder aber: 

B, = (04, 15, 27, 36], B,' = (05, 14, 26, 37], 
und aus (c): 

C, = (06, 17, 24, 35), C, = [07, 16, 25, 34], 
oder 

C,’ = [07, 16, 24, 35), C, = [06, 17, 25, 34]. 
Nimmt man nun K, ferner die beiden Functionen A oder die beiden 
Functionen A’, weiter die beiden B oder die beiden B’, endlich die 
beiden C oder die beiden (’, so hat man 7 Functionen, welche offen- 
bar ein System der gesuchten Art bilden. 

Aber die 2° auf diese Weise aus der Function K gebildeten Systeme 
zerfallen wieder in zwei wesentlich von einander verschiedene Gattungen. 
Aus zwei Paaren ik und il, welche eine Grosse i gemeinsam haben, 

leiten wir namlich eindeutig ein neues Paar kl her. Verbindet man 
auf diese Weise alle Gréssenpaare von K mit je zwei entsprechenden 
irgend einer andern der Functionen, welche aber kein Paar mit K 
gemein hat, etwa 
K’ = (0'1, 23’, 45, 67), 








- 


92 M. Noeruer. 


und umgekehrt die von K’ mit jenen von K, so erhiilt man im Ganzen 
entweder 8 neue Paare oder aber nur 4 neue Paare; denn sobald zwei 
dieser 8 Paare zusammenfallen, etwa in 12, so wird K’ von der Form 
(02, 13, 46, 57) 
und es fallen dann auch die iibrigen 6 paarweise zusammen. Wir 
unterscheiden also unter den F'unctionenpaaren K, K’, welche kein 
Gréssenpaar gemeinsam haben, zwei Arten: die erster Art seien solche, 
welche auf nur 4 neue, die zweiter Art solche, welche auf 8 neue 
Gréssenpaare fiihren. Diese Beziehungen bleiben bei jeder Substitution 
erhalten. 

Die 4 Gréssenpaare, auf welche ein Functionenpaar erster Art 
fiihrt, bilden eine neve Function K”. Und da bei drei Gréssenpaaren 
ik, il, kl jedes aus den beiden andern folgt, so muss dasselbe fiir die 
3 Functionen K, K’, K” gelten. Von den 3 Functionen K, K’, K” 
fiihren also irgend zwei eindeutig auf die dritte, und wir bezeichnen 
daher solche 3 Functionen als ein Functionentripel. Ein solches Tripel 
geht ebenfalls durch jede auf die 8 Gréssen 0, 1,---7 ausgefihrte 
Substitution wieder in ein thnliches Tripel iiber. 

Unter den Functionen K, A;, A; --~- bilden 

K, A,, A, 
ein Functionentripel; ebenso: 
K, Ay, Ay, 


Ferner bilden A,, B, ein Functionenpaar erster Art, aber A,, B,’ ein 
solches zweiter Art. Die aus A,, B, abgeleitete Function ist C,, 
und die Bildungsweise unserer Functionen zeigt, dass ebenso A,, B,, C,, 
ferner auch A,’, B,’, C,’, etc. Tripel bilden. Hiernach folgen aus K 
zwei Systeme von je 7 Functionen, namlich: 


2 = K, A,, A,, B,, B,, C,, C,, 


2’ =K, Aj, A, By, By, Cy, Cy, 
von der Eigenschaft, dass man aus den 7 Functionen eines der Systeme 
auf sieben verschiedene Weisen Tripel bilden kann, wobei man zwei 
der Functionen eines Tripels in ganz willkiirlicher Weise aus dem 
System herauswihlen kann; naimlich aus 2 die Tripel 


KA,A,; K B,B,; KC,C,; 
A,B, C,; A,B,C,; A,B,C,; A,B,C,, 
und aus 2’ die 7 Tripel 
K Aj A,; K BB; K CC; 
A/B/C’; Aj B/Cs; A/B/C; A, B/C,. 
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Ein solches Tripelsystem X hat weiter die Eigenschaft, dass es 
aus jeder seiner Functionen auf gleiche Weise abgeleitet werden kann, 
wie es aus K geschehen ist. So kommt man offenbar, von A, aus- 
gehend, zuniichst auf die 3 Functionenpaare erster Art, welche je mit 
A, ein Tripel bilden: 

KA,, B,C,, B,Cy, 
und diese liefern, in Verbindung mit A,, wiederum 2. Dasselbe gilt 
vom Tripelsystem  ’. 


Die iibrigen 6 oben aus K abgeleiteten 7-Systeme von Functionen 


besitzen wesentlich andere Eigenschaften, als diese beiden Tripelsysteme. 
In einem solchen, z. B. 


K, A,, A,, B,, B,, Cy, Cy, 
zerfallen, wenn man XK auszeichnet, die iibrigen 6 Functionen zwar 
noch in 3 Paare der ersten Art, welche auch mit K je ein Tripel 
bilden; aber dies geschieht nicht mehr, wenn man irgend eine andere 
der 7 Functionen, als K, herausnimmt. Diese Systeme sind also einer 


ihrer Functionen, K, ausschliesslich zugeordnet und folglich un- 
eigentliche. 


Es giebt im Ganzen 30 Tripelsysteme von der Form 2. Denn 
irgend eine der 105 Functionen K fiihrt nach dem Gesagten auf zwei 
Tripelsysteme, und jedes solches System ist aus irgend einer seiner 
7 Functionen ableitbar, so dass man : “8 = 30 derselben erhiilt. 


Von den uneigentlichen Systemen giebt es 630; denn sie sind den 
105 Functionen K zu je 6 einzeln zugeordnet. 





§ 2. 
Gruppe G eines Tripelsystems. Quadrupelsystem der acht Gréssen. 
Nach § 1. giebt es symmetrische Functionen der sieben Functionen, 
aus denen 2 besteht, etwa das Product derselben : 
x = (01, 23, 45, 67]-[02, 13, 46, 57] (03, 12, 47, 56] - 
[04, 15, 26, 37] [05, 14, 27, 36] (06, 17, 24, 35] [07, 16, 25, 34}, 
=—K.A,-A,-B,- B,C, C,, 
welche unter allen auf die 8 Gréssen 0, 1,---7 ausgefiihrten Sub- 
stitutionen genau 30 numerisch von einander verschiedene Werthe an- 


nehmen, Die Function X geht also durch 4258 = 8-168 Sub- 


stitutionen in sich tiber, welche, die Gruppe G von 2 bilden. Wir 
wollen diese Substitutionsgruppe G genauer untersuchen. 
Es giebt eine in G enthaltene Gruppe H von 8 Substitutionen, 
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welche jede einzelne der sieben Functionen von X in sich iiberfiihrt. 
Sei nimlich (k) die Substitution 

(k) = (01) (23) (45) (67), 
welche nur die Gréssen jedes Paares von K unter sich vertauscht, 
ebenso 

(a,) = (02) (13) (46) (57), 

(@,) = (03) (12) (47) (56), 

(b,) = (04) (15) (26) (37), 

(b,) = (05) (14) (27) (36), 

(¢,) = (06) (17) (24) (35), 

(¢,) = (07) (16) (25) (34), 
analog aus A,, A,,--- definirt. Auch diese Substitutionen zerfallen 
in Tripel, so nimlich dass 


(k)? = (a,)? = (a,)? = 1, 
(k) (ay) (@,) = (h) (ay) (a) = (4) (&) (4g) = + ++ = 1, 


also (k),(a,),(@.) ein Tripel bilden. Aus irgend solchen drei dieser 
7 Substitutionen, die kein Tripel bilden, z. B. aus (4), (a,), (b,) setzen 
sich -also die iibrigen zusammen; nimlich: 


(k) (a,) = (4), (K) (b,) = (), (a,) (1) = (), 
(k) (a,) 1) = (2), 
und es folgen aus den dreien keine anderen Substitutionen, ausser der 
identischen 1. Die 7 Substitutionen bilden also eine Gruppe und sie 
lassen sich als das Product der drei gegen einander vertauschbaren 
Gruppen 
1, (hy); 


1, (@)5 

1, ), 
darstellen. Ferner iindert keine der Substitutionen irgend eine der 
7 Functionen von 2, sie bilden also die oben bezeichnete Gruppe H. 
Indem die 7 Functionen K, A,,---C, durch die 8 Substitutionen 
der Gruppe H ganz unverindert bleiben, erhiilt man, durch Anwendung 
aller 8 - 168 Substitutionen der zusammengesetzten Gruppe G auf die Gréssen 
0,1---7, eine Gruppe [ von nur 168 Substitutionen unter den 7 
Grissen K, A,,---C,. Diese, der Gruppe G isomorphe Gruppe [ 
ergiebt sich auch direct durch Betrachtung der T'ripeleigenschaften, 
welche die 7 Functionen von 2 besitzen. Denn dieselben erlauben 
nur, zwei der 7 Functionen an beliebige Stellen zu riicken, die dritte 
der Functionen ist dann unter den 7 eindeutig gegeben, aber die vierte 
kann noch alle 4 weiteren Werthe annehmen, wonach die iibrigen 
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eindeutig bestimmt sind; in der That 7-6-4 == 168 Substitutionen. 
Zugleich sieht man aus dieser Eigenschaft noch, dass diejenigen Sub- 
stitutionen der Gruppe [, welche eine der 7 Functionen von 2 un- 
geiindert lassen, eine solche Gruppe von 24 Substitutionen bilden, wie 
sie bei einer Gleichung 4'" Grades auftritt. 

Aus der Betrachtung der Function 2 folgt noch eine Beziehung 
der Gruppe G zu einer Kigenschafét der 8 Gréssen 0,1,---7, welche 
der Beziehung der Gruppe [ zur Tripeleigenschaft der Functionen 
K, A,,-++C, analog ist. Vermége J ordnen sich niimlich die Gréssen 
0,1 --++ 7 zu Quadrupeln an, indem 4 Zahlen eines solchen Quadrupels 
(wie 0,1, 2,3) in jeder der 7 Functionen von ZX entweder nur in 2 
oder in alle 4 Paare vertheilt auftreten, nie in 3 Paare; und die 4 
ein solches Quadrupel zu 0, 1,-+-7 ergiinzenden Zahlen bilden eben- 
falls ein Quadrupel von 2 (wie 4,5,6,7). Die 8 Gréssen lassen sich 
also in Quadrupelpaare ordnen, und zwar kann man offenbar, um ein 
Quadrupel zu erhalten, drei Gréssen ganz willkiirlich aus den 8 Gréssen 


herauswihlen, wodurch dann die vierte eindeutig bestimmt ist. Hieraus 


7-6 


ergiebt sich, dass —-=—7 solcher Quadrupelpaare in 2 existiren. 
g 3-3 pelp 


Alle Substitutionen, welche in sich iiberfiihren, kénnen auch diese 
Quadrupelpaare nur untereinander vertauschen; sie sind also in der 
Gruppe einer symmetrischen Function dieser 7 Quadrupelpaare, etwa: 


S = {[0, 1,2, 3] + [4, 5, 6, 7]} {[0, 1, 4, 5] + [2, 3, 6, 7]} {[0, 1, 6, 7] 
+ [2, 3, 4, 5]} 

{10, 2,4, 6] + [1, 3, 5, 7]} {[0, 2, 5, 7] + [1, 3, 4, 63} {[0, 3, 4, 7) 
+ [1, 2, 5, 6}} {[0, 3, 5,6] + [1, 2, 4, 7} 

(wo [0, 1, 2, 3] eine symmetrische Function von 0, 1, 2, 3 vorstellt) 


enthalten. Umgekehrt sind vermége der Quadrupeleigenschaft durch 
4 Gréssen, die kein Quadrupel bilden, wie 0,1, 2, 4, die iibrigen ein- 
deutig festgelegt; man kann also durch die aus dieser Eigenschaft 
folgende Gruppe drei der Gréssen mit beliebigen andern aus den 8 
Gréssen 0, 1,---7 vertauscheri, was eine 4'¢ Grosse festlegt, wihrend 
eine fiinfte dann noch alle 4 weiteren Werthe annehmen kann. Aus 
dieser Eigenschaft folgt daher eine Gruppe von der Ordnung 8-7-6-4 
= 8-168, der Ordnung von G, so dass dieselbe mit G identisch wird. 
Die in G enthaltene Gruppe H lisst wieder jedes einzelne der 7 Qua- 
drupelpaare von’ S unveriindert, so dass diese 7 Paare nur wieder zu 
einer G isomorphen Gruppe von der Ordnung 168 fiihren. 
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§ 3. 
Die Gleichung achten Grades. 


Aus § 1. und § 2. ergeben sich fiir die allgemeine Gleichung 
f= 0 vom 8" Grade, deren Wurzeln x, %,,-++2; seien, die fol- 
genden Resultate. Zuniichst existirt eine Resolvente vom Grade 30, 
R =O, welcher X geniigt. Wenn eine Wurzel XY derselben bekannt 
ist, so reducirt sich die Gruppe der Gleichung f = 0 auf G, nimlich 
auf diejenigen 8 - 168 Substitutionen, welche 2 in sich iiberfiihren. 
Man kann, da sich auch die Function S rational durch 2 ausdriickt, 
den Affect der Gleichung dann dahin aussprechen, dass sich ihre 
Warzeln zu Quadrupeln ordnen, d. h., dass zwischen vier ihrer Wurzeln 
eine symmetrische rationale Relation besteht: 


© (2;, %z, %1, Lm) = 0, 


in der drei Wurzeln ganz beliebig angenommen werden kénnen, die 
vierte Wurzel aber dann eindeutig bestimmt ist. Aus 4 solchen 
Wurzeln, die kein Quadrupel bilden, ergeben sich dann, mit Hiilfe 
von 2, die 4 anderen rational. 

Um, nach Adjunction von 2, die Gleichung f= 0 zu lésen, hat 
man zuniichst die Resolvente siebenten Grades aufzustellen, P = 0, 
welcher die sieben Functionen von 2 (deren symmetrische Functionen 
sich durch & rational ausdriicken) geniigen. Der Affect dieser Gleichung 
siebenten Grades liisst sich so aussprechen, dass sich ihre Wurzeln zu 
Tripeln ordnen, d. h. dass zwischen drei ihrer Wurzeln eine symme- 
trische rationale Relation besteht, in der zwei Wurzeln beliebig aus- 
gewiihlt werden kénnen, wonach dann die dritte Wurzel eindeutig be- 
stimmt ist. Aus drei solechen Wurzeln, die kein Tripel bilden, setzt 
sich dann jede andere rational zusammen. Die Gruppe dieser Gleichung 
ist die der zusammengesetzten Gruppe G isomorphe Gruppe [ von 168 
Substitutionen. Zur Lésung dieser Gleichung hat man von ihr eine 
Wurzel zu suchen, sodann eine Gleichung dritten Grades und zwei 
quadratische Gleichungen aufzulésen. 

Nach Lésung dieser Gleichung siebenten Grades, P = 0, reducirt 
sich die Gruppe von f= 0 auf die Gruppe H von 8 Substitutionen. 
Und da diese Gruppe als Product dreier gegeneinander vertauschbarer 
Gruppen von je 2 Substitutionen, niimlich 


1,(4); 1,(@); 1,@), 
darstellbar ist, so hat man noch nacheinander drei quadratische Glei- 
chungen aufzulésen, um die Wurzeln der Gleichung 8'" Grades selbst 
zu erhalten. 
Die nacheinander auszufiihrenden Operationen sind also: die Be- 
stimmung einer Wurzel einer Resolvente 30'" Grades, die Auflisung 
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einer speciellen Gleichung 7'" Grades (mit Tripeleigenschaft), und die 
dreier quadratischer Gleichungen. 

Dass die Resolvente 30'" Grades auf eine solche vom 15'" Grade, 
unter vorheriger Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante 
von f=0, zuriickkommt, wird die weiter folgende Darstellung der 
Gruppe G von selbst zeigen. 


§ 4. 
Darstellung der Gruppe G. 


Die zusammengesetzte Gruppe G von Z lisst sich als Product der 
Gruppe H mit 168 geeignet bestimmten Substitutionen darstellen. Man 
kann sogar auch auf verschiedene Weisen Gruppen von 168 Substitu- 
tionen finden, welche, mit H verbunden, zu G@ fiihren, z. B. dadurch, 
dass man diejenige Gruppe von 168 Substitutionen aufstellt, welche 
eine der Grossen 2), %,, +--+ 2, unverindert lisst, etwa 2,. 

Innerhalb dieser Gruppe existiren wieder Untergruppen von 
= = 24 Substitutionen, z. B. diejenige J, welche eine der 7 Fune- 
tionen von S, etwa das Quadrupelpaar 

(0, 1, 2,3] + [4, 5, 6, 7] 
unveriindert lisst. Indem dieselbe die 4 Gréssen 0,1, 2,3 nur unter 
sich, und ebenso die 3 Gréssen 4,5,6 unter sich vertauschen kann, 
sieht man sogleich, dass dieselbe sich aus den 4 Gruppen 

1, 1) 23); 

1, (02) (13); 

1, (123) (654), (132) (645); 

1, (01) (45) 
als deren Product darstellt. 

Verbindet man mit dieser Gruppe J die Potenzen (7)°, (i)', - - - (z)® 

der cyklischen Substitution 

(it) = (0413256), 
so hat man im Product dieser Gruppe J (von der Ordnung 7) mit J 
die Gruppe J.-J von 168 Substitutionen, welche in G enthalten ist 


und x, unveriindert lisst. Die Gruppe G stellt sich also als das Pro- 
duct I- J-H dar. 

Alle Substitutionen von G, welche zwei der Functionen von S, 
etwa 
a ipa (0, 3, 5, 6} + [1, 2, 4, 7), 
thea {1, 2, 5, 6) + (9, 3, 4, 7] 
unverindert lassen oder nur mit einander vertauschen, iindern auch 

die dritte Function von S 
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S) = [0, 1, 2, 3] + [4, 5, 6, 7] 
nicht. Dieselben sind also in H-J enthalten, und sie ergeben sich 
als das Product von H mit den beiden in J enthaltenen Gruppen 


1, (01) (23), (02) (13), (03) (12); 
1, (03) (56). 

Die eine Hilfte dieser Gruppe, niimlich das Product von H mit 
1, (03) (12), (03) 66), (12) (66), 


iindert weder s, noch s,. Diese vier Substitutionen und die in H ent- 
haltene Gruppe 
1, (a,) = (03) (12) (47) (66) 

erzeugen ferner eine Gruppe von 8 Substitutionen, welche die beiden 
Theile , aus welchen s, besteht, fiir sich unveriindert lassen, ebenso 
die beiden Theile von s,. Und durch dieselbe Gruppe von 8 Substitu- 
tionen gehen auch die beiden Theile von s, einzeln in sich tiber. Fiigt 
man ferner diesen 8 Substitutionen die Substitution (01) (23) hinzu, 
so erhalt man 8 neue Substitutionen, durch welche der erste bez. 
zweite Theil von s, in den ersten bez. zweiten Theil von s, tibergeht, 
die beiden Theile von s, aber ebenfalls einzeln unverindert bleiben. 

Diese Darstellung der Gruppe G liisst weitere Schliisse fiir die 
Gleichung 8'" Grades und ihre Resolventen zu. Zuniichst zeigt sie, 
dass alle 8 - 168 Substitutionen von G sich aus einer geraden Zahl von 
Transpositionen zusammensetzen. Unter der ,,alternirenden“ Gruppe 


von allen = geraden Substitutionen, denen man die 8 Gréssen 
%y, %,,**- @, unterwerfen kann, nimmt daher J oder S nur 15 Werthe 
an; und die iibrigen 15 Werthe werden durch ungerade Substitutionen 


aus jenen erhalten. Hierdurch ist die letzte Bemerkung des § 3. ge- 
rechtfertigt. 


Nimmt man ferner fiir die Functionen, aus denen S besteht, die 

Ausdriicke 

_- {(2 + 2, + 2, + 2) — (e+ 2, +2,+ 2)}", 

$, = {(x) + % + 2 + %) — (@% +2, + 2,+.%,)}', 

Sy = {(x, + a, + 2, + %) — (% + 4, +2, + 2,)}', 

etc. 
so stellt sich, unter Adjunction von S, nicht nur s, als rationale, 
symmetrische Function von s,, , dar, sondern auch )/s, als solche von 
Vs), Vs,. Eine weitere Quadratwurzel /s, geniigt, um alle iibrigen 
Vs: eindeutig zu erhalten, und damit auch die Grissen 2 selbst als 


lineare Functionen der )/s;. 
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§ 5. 
Darstellung der Gruppe G’ von 168 Substitutionen. 


Die 15 Tripelsysteme, welche aus Y durch alle ungeraden Sub- 
stitutionen hervorgehen, zerfallen, wenn  bekannt ist, nach § 1. in 
zwei Arten: in sieben Systeme, von denen jedes je eine Function mit 
= gemein hat (wie das Tripelsystem 2 des § 1.) und in acht weitere 
Systeme, 2), 2,,---2,, die mit Y keine Function gemein haben. 
Die 7 Systeme sind den 7 Functionen von J einzeln zugeordnet. Die 
8 Systeme 2,,--- 2, gehen durch die Gruppe G von 8 - 168 Sub- 
stitutionen (sogar schon durch H, wie man sich leicht iiberzeugt) in 
sich tiber; und die Gleichung 8'* Grades, welche diese 8 Systeme 
liefert, ist der urspriinglichen Gleichung 8'" Grades, nach Adjunction 
von 2, ganz iiquivalent. Diejenigen Substitutionen, welche 2 und 
zugleich eimes der 8 Systeme, 2, in sich tiberfiihren, bilden eine 
Gruppe G’ von 168 Substitutionen, die in G enthalten ist. Wir wollen 
eine solche aufstellen. 

Transformirt man die oben genannte, in G enthaltene cyklische 
Substitution 

(‘) = (04135256) 
durch die ungerade Substitution 

(s) = (06) (45) (12), 
so geht dieselbe in (s—!is) = (7)*, also durch diese Transformation die 
Gruppe J der Potenzen von (i) in sich tiber. Die aus 2 vermittelst 
der Substitution (s) entstehende Function &, bleibt also durch I eben- 
falls unveriindert; ebenso — und wir wollen statt 2 hier diese Func- 
tion betrachten — die aus S vermittelst (s) entstehende Function S,: 


S, = {(6, 1, 2, 3] + [0, 4,5, 7} {[6,2, 4,5] + [0, 1,3, 7]} {[0, 2, 6, 7] 
+ [1, 3, 4,5]} 
{[0, 1, 5, 6] + [2, 3, 4, 7}} {[1,4,6, 7] + [0, 2, 3, 5]} {[3, 5, 6, 7] 
+ [0, 1, 2, 4]} {[0, 3, 4, 6] + [1, 2,5, 7]}- 
Aus den 168 Substitutionen G’ soll nun die Gruppe von 24 Sub- 


stitutionen ausgesondert werden, welche eine der Functionen von S, 
etwa 





Sy) = [0, 1,2,3)+ [4, 5, 6, 7] 
unveriindert lisst. Nimmt man zuniichst aus G= H.J.Jd diejenigen 
24 Substitutionen, welche auch 7 in sich tiberfiihren, so ist dies die 
oben angegebene Gruppe J. Aus dieser Gruppe J, welche 4, 5, 6 
unter einander vertauscht, kénnen in G’ nur diejenigen 6 Substitu- 
tionen enthalten sein, welche, neben 7, zugleich 2 ungeiindert lassen, 
wie der Ausdruck S, zeigt; und von diesen fiihrt nur die Gruppe J’ 


U* 
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1, (j’) = (018) (654), (’)? 
S, in sich tiber. Da die Gruppe J durch (j’) in sich transformirt 
wird, so liefert das Product von I und J’ die Gruppe von 21 Sub- 
stitutionen, die in G’ enthalten ist und x, unveriindert lisst. 
Weitere Substitutionen von G=—H-I-4J, welche zugleich 8, 
unveriindert lassen, sind offenbar 


(p) = (01) (23) (47) (56), 
(p,) = (02) (13) (45) (67), 
und die hieraus gebildete Gruppe P oder 1, (p), (p,), (pp,). Da ferner 
diese Gruppe P durch J’ in sich transformirt wird, so hat man im 
Product P- J’ 12 in G’ enthaltene Substitutionen. Nimmt man end- 
lich die Gruppe 
@--- 1, (g) = (07) (15) 26) (34) 
hinzu, welche in G und G’ enthalten ist und wo ferner (q) die Gruppe 
P.J’ in sich transformirt, so hat man im Product P-J’- Q die in 
G’ enthaltene Gruppe von 24 Substitutionen, welche 
8) = (0, 1, 2, 3] + [4, 5, 6, 7] 
unverindert lisst. 
Endlich stellt auch das Product JPJ’Q die Gruppe G’ von 168 
Substitutionen selbst dar. 
Diejenigen Substitutionen von G’, welche zwei der Gréssen, etwa 
x, und #, unverindert lassen, also auch in J - J’, enhalten sind, bilden 
die Gruppe von 3 Substitutionen 
1, (j’)= (013) (654), (j’). 
Unter ihnen giebt es, die Identitaét ausgenommen, keine Substitutionen 
mehr, welche noch eine dritte Grosse festlassen. Das Product dieser 
3 Substitutionen mit der Gruppe 1, (q-p,) bildet in G’ diejenige 
Gruppe von 6 Substitutionen, welche x;, x, unveriandert lasst oder mit 
einander vertauscht. Im letzteren Falle gehen auch 0, 1,3, in 4, 5,6 
iiber. 
Diejenigen in G’ enthaltenen Substitutionen, welche drei beliebige 
der 8 Gréssen x,,--- 2; nur unter sich vertauschen, bilden ebenfalls 
eine Gruppe von 3; sollen diese 3 Gréssen z. B. x,,%,, ”, sein, so 


muss durch diese Gruppe x, und x, fest bleiben, und man hat wieder 
die Gruppe 


1, (7), (7)? 
Die Substitutionen von G’, welche zwei der Functionen von S, z. B. 
s, = [0, 3, 5, 6) + [1, 2, 4, 7] 
s, = [1, 2,5, 6] + [0, 3, 4, 7) 
in sich iiberfiihren , bilden eine Gruppe von 4 Substitutionen: 
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1, (@), (p~:), (ar) 


und deren Product mit der Substitution (p) fiihrt s, und s, in einander 
iiber. Durch diese 8 Substitutionen bleibt auch die dritte Function 
von S 


Sy = [0, 1, 2, 3) + [4, 5, 6, 7] 
unverandert. 


§ 6. 
Die Gleichung 8'" Grades unter Adjunction zweier Tripelsysteme. 


Die Entwicklungen des § 5. sagen fiir die Gleichung 8'" Grades 
Folgendes aus: Man adjungire zuniichst die Quadratwurzel aus der 
Discriminante /D, sodann eine Wurzel S einer Resolvente 15'" Grades; 
ferner eine analoge Grésse S,, a!s Wurzel einer der urspriinglichen 
Gleichung nach den ersteren Adjunctionen iquivalenten Gleichung 8' 
Grades. Man gelangt dann, fiir die 7 Functionen von S, wieder zu 
einer Gleichung 7'*" Grades, welche die ,,Tripeleigenschaften hat, mit 
einer Gruppe G’ von 24-7 Substitutionen, und deren Auflésung liefert 
die Wurzeln der gegebenen Gleichung 8' Grades eindeutig. 

Gegeniiber der Auflésung des § 3. kommt also das Aufsuchen von 
S, hinzu, wofiir nur die dort zuletzt aufzulésenden drei quadratischen 
Gleichungen fortfallen. 

Die Gleichung 8'" Grades erhilt nun, nach Adjunction von /D, 
S und S,, die Eigenschaft, dass sich alle ihre Wurzeln durch irgend 
drei derselben rational ausdriicken lassen, und zwar in folgender Form: 
seien etwa 2,, 2,2, drei der Wurzeln, so hat man: 


Ly = — (XZ, Ly, %), 

Lz = W (Xy, Uy, LX), 
wo » und wy rationale cyklische Functionen der 3 Argumente sind; 
ferner 

XH =% (4, Ls, Xe), 

Ly = 1 (Ly, %, Xs), 

Ly = 1 (X,, Ly, Ly), 


wo x eine rationale Function. Durch Vertauschung von 2, #;, 2%, 
bez. mit 2%), 2,,%, gehen nur x, und 2, in einander iiber. 

Die Gleichung 7'*? Grades andert gegen § 3. ihren Charakter 
nicht; nur dass die am Ende des § 4. erwaihnten )/s; rationale Func- 
tionen von solchen drei Gréssen s; werden, die keine Tripel bilden. 

Eine solche Gleichung 8'" Grades, bei der nach Adjunction von 
VD die beiden Functionen S und S, adjungirt sind, ist die Modular- 
gleichung, welche in der Transformation 7' Ordnung der elliptischen 
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Functionen zwischen den 4'*" Wurzeln aus den beiden Moduln auftritt. 
Dies zeigt sich bei einer analytischen Darstellung der Gruppe G’. 
Transformirt man die ganze Gruppe G’ zunichst durch die Substitu- 
tion (124) in die ihr ahnliche Gruppe G”, so geht (2) iiber in 

((”) = (0123456). 


Schreibt man also oo statt des Index 7, so kann man diese Substitu- 
tion darstellen durch 


(i”) =(e| 241), (mod. 7) 
wo der Index ¢ alle Werthe 0,1, ---6, oo anzunehmen hat. Die 
Substitution (¢j’*) von G’ transformirt sich in 


(j") = (124) (365), 
(q") = (Oe) (15) (25) (46), 


und (q) in 
und man hat 
(")= (122), @’)=(21 5) (mod. 1). 


Verbindet man diese drei Substitutionen (7”), (j”), (q”) mit einander, 
so erhalt man die Gruppe 





Zz > 
(2 | wre » (mod. 7), (¢=0,1,---6, 00), 
wo @, 6, y, 0 alle ganzzahligen Werthe annehmen kénnen, fiir welche 


ad — By 
einem quadratischen Rest (1,2, oder 4) von 7 congruent wird. Diese 
Gruppe enthilt 168 Substitutionen und wird mit G” identisch; sie ist 


aber die Gruppe der oben bezeichneten Modulargleichung, nach Ad- 


junction von /D (wozu die von /—7 geniigt, nach Hermite). 

Die Gleichung siebenten Grades, auf welche die Modulargleichung 
direct zuriickzufiihren ist, hat die friiher bezeichneten ,,Tripeleigen- 
schaften. Die Bezeichnung des Affectes dieser Gleichung 7'" Grades, 
wie sie Kronecker ausspricht*): ,,dass irgend eine Wurzel aus je 
drei andern rational dargestellt werden kénne“, muss daher so auf- 
gefasst werden, dass diese Darstellung nicht durch drei beliebige 
Wurzeln, sondern nur durch solche drei geschehen kann, welche kein 
Tripel bilden, 

Umgekehrt kann man die Gleichungen 7'" Grades, mit deren Auf- 
lésbarkeit mittelst der bezeichneten Modulargleichung sich neuere Unter- 


*) Monatsber, d. Berl, Akad., Apr. 1858. Statt der dort angegebenen Affect- 
function kann auch ohne Aenderung der Gruppe die folgende genommen werden: 


(a+b+d) (ate+g) (atet+/ (b+e+6) O+/+9) (C+d+f) (dfety). 
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suchungen von Klein*) und Gordan, die erst theilweise publicirt 
sind, beschaftigen, kurz als die allgemeinsten Gleichungen 7" Grades 
mit der Tripeleigenschaft charakterisiren. Dieselbe Auflésung lassen 
dann auch die Mathieu’schen Gleichungen 8" Grades, d. h. die 
allgemeinsten Gleichungen 8°" Grades mit der Quadrupeleigenschaft zu. 


§ 7. 
Anwendung auf die Doppeltangenten der allgemeinen Curve 4‘ Ordnung. 
Bezeichnungssystem. 


Bei einer Curve 4'°" Ordnung, /, existiren bekanntlich zwei Arten 
von Curven 3' Ordnung, welche f in je 6 Punkten beriihren: solche 
erster Art, bei welchen die 6 Beriihrungspunkte nicht auf einem Kegel- 
schnitt liegen, und solche zweiter Art, bei welchen dieses der Fall ist. 
Von der ersteren Art existiren 36, von der zweiten Art 28 dreifach 
unendliche Schaaren. Die 28 Doppeltangenten sind den 28 Schaaren 
zweiter Art eindeutig zugeordnet; ihre gewéhnliche Bezeichnungsweise 
durch die Combinationen (ik) von 8 Zahlen 


eo 


ist aus ihrer Beziehung zu einer Schaar erster Art, die aus den 36 
heliebig ausgezeichnet wird, hergenommen. Ich will hier zuniichst 
diese Bezeichnungsweise mit ihren Operationsregeln so erweitern, dass 
der Uebergang zu beliebigen Schaaren einfach wird. In Bezug auf 
die Begriindung dieser Erweiterung sei jedoch auf friihere Arbeiten**) 
verwiesen. 

Es mégen i, k, 1--- irgend welche Zahlen aus der Reihe 1, 2, -- - 8, 
und aus ihnen zunichst die Zeichen 


(tk) = (kt) 
gebildet sein. Aus einer wngeraden Anzahl solcher Zeichen (a), (0), - - - 
werden neue Zeichen gebildet, durch die Aequivalenz: 


(a) + (b) + (6) + +++ = (@be-s); 


hierbei soll in (abc---) jede Vertauschung von Zahlen erlaubt sein, 
und zwei gleiche Zahlen sich gegenseitig aufheben; also 


*) Ber. der Erlanger Soc., 10. Heft, p. 110, 119 (1878): ,,Ueber Gleichungen 
7'en Grades“, sowie in diesen Annalen, Bd. XIV p. 428: ,,Ueber die ‘Trans- 
formation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen. 

**) C. Jordan, Traité des subst, etc., pag. 229. 

H. Weber, Theorie der Abel’schen Funct, vom Geschlecht 3, pag. 18. 
M. Noether, Zur Theorie der Thetafunctionen etc, d. Ann. XIV, 
p. 250. 
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(tk) + (lim) + (np) = (tkhlmnp) = (ilkmnp) 
= (al) + (km) + (np) =--- 
(tk) + (ln) + (mn) = (iklnmn) = (iklm), 
(ik) + KI) + (i) =(). 
Diese Zeichen combiniren wir wieder in ungerader Anzahl zu 
Summen; es folgt dann 


(0) + (tk) + (lm) = (ik) + (kl) + (li) + (th) + (lim) = (ikl), 
und allgemeiner 
(0) + (a) + (0) = (ab), 


wenn a, b irgend welche der Zeichen (ik), (iklm), (0) - + - sind. 
Ferner sei auch 
(0) = (12345678), 


also : 

(tklm) =(npqr), (iklmnp) = (qr), 
wenn sich die Zahlen i,k,---r zu 1, 2,---8 ergiinzen. So hat 
man z. B. 


(0) = (123---8) = (81) + (82) +--+ + (87). 

Die Zeichen (ik), aus zwei von einander verschiedenen Zahlen 
gebildet, seien wngerade, die aus vier oder acht von einander ver- 
schiedenen Zahlen gebildeten Zeichen gerade Charakteristiken genannt. 
Von den ersteren Zeichen, mit welchen die aus 6 verschiedenen Zahlen 
gebildeten identisch werden, existiren 28, von den letzteren 36, 
und zwar 35 von der Form (iklm), eines aus 8 Zahlen, namlich 
(12---8) = (0). 

Wir fiihren weiter Zeichen ein, welche der Summe einer geraden 
Anzahl von Charakteristiken aquivalent sind, nimlich: 


[tk], [iklm],° 
indem im Uebrigen dieselben RKechenregeln gelten, wie obeu; also 
(O) + (iklm) = (ik) + (lm) = [ikl m] = (il) + (km) = (im) + (kD); 
O+ Ck) =@H4+ Cl) = [kil] [Al] = (klmn) + (mn). 
Wenn sich in einer solchen Summe alle Zahlen gegenseitig aufheben, 
so wird die Summe gleich 0: 
O = (0) + (123---8) = (ik) + (ki) = (1234) + (5678) 
(12) + (34) + (66) + (78). 

Diese Zeichen |ik] und [iklm] mégen ,,Gruppencharakteristiken“ ge- 
nannt werden. Es giebt 63 solcher, welche von 0 verschieden sind. 

Auf alle Charakteristiken kénnen wir nun weiter Substitutionen 


anwenden, nach folgenden Regeln: Sei (s) eine beliebige Charakte- 
ristik; eine daraus abgeleitete Substitution {s } 








du 


di 
di 
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transformirt eine Charakteristik (a) in (as), wenn a und (as) 
beide gerade oder beide ungerade sind, und lisst im andern 
Falle (a) unverindert; 

transformirt eine Gruppencharakteristik [a] in [as], wenn 
von den 3 Charakteristiken (a), (s), (as) keine oder zwei 
gerade sind, und lasst im andern Falle [a] unverandert. 


Durch diese Substitutionen {s} gehen alle Gleichungen und Aequi- 
valenzen zwischen den Charakteristiken wieder in richtige tiber; ins- 
besondere wird eine Summe, die 0 ist, wieder 0. 

Es ist bei der Anwendung dieser Substitutionen iibrigens zu be- 
achten, dass die 64 Substitutionen {0}, {ik}, {iklm} fir sich noch 
nicht eine Gruppe bilden. Diejenigen Substitutionen, welche (0) un- 
geindert lassen, kénnen alle aus den {ik} zusammengesetzt werden. 

Die geometrische Bedeutung einer Gleichung 

(thy) + (tyhy) + +++ + (terkar) =O 
ist, dass die 4r Beriihrungspunkte der 27 Doppeltangenten (i, k,), (i,,)-++ 
durch eine Curve r' Ordnung aus f ausgeschnitten werden. Daher 
bedeuten die Beziehungen: 


[12] ==(13) + (23) = (14) + (24) - + +e - e es =(18)+-(28), 
| 1234] = (12) + (34)= (13) + (24)= (14) 4+ (23) = (56) + (78) 
=(51) + (68) =(68) + (67), 
dass jede der 63 Gruppen 6 Paare von Doppeltangenten enthalt, wobei 
die Beriihrungspunkte je zweier Paare einer Gruppe auf einem Kegel- 
schnitt liegen. 
Die Bedeutung einer Beziehung 


(i, hy) + (ig hy) + + +» + (er—1 hear—1) = (0) oder (Lmnp) 
(Lom<n<p) 

ist, dass die 4r —- 2 Beriihrungspunkte der 27 — 1 Doppeltangenten 
(iyk,), (i,%,)-+- nicht durch eine Curve r' Ordnung aus f ausge- 
schnitten werden kénnen, Die 2r — 1 Doppeltangenten und 3 weitere, 
deren Charakteristikensumme ebenfalls (0), bez. (lmnp) ist, bilden 
vielmehr eine Beriihrungscurve, deren Beriihrungspunkte zusammen 
durch eine Curve (r+1)' Ordnung aus f ausgeschnitten werden. 
Solche 27 — 1 Doppeltangenten gehéren mit den 3 zum selben System, 
dem die Charakteristik (0), bez. (Jmnp) beigelegt wird. 

Die Zuordnung der Charakteristiken (ik) zu den Doppeltangenten 
geschieht so: In der Aequivalenz 


(0) = (81) + (82) +--+ + (87) 


hat die rechte Seite die Eigenschaft, dass die Summe von irgend dreien 
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der vorkommenden Charakteristiken einer geraden Charakteristik aqui- 
valent ist; wobei dann zu der Summe kein achtes (ik) hinzugefiigt 
werden kann, ohne dass diese Eigenschaft verloren geht. 

Dieser Eigenschaft entsprechend ordnen wir die Charakteristiken 

(81), (82), «+ - (87) 

in beliebiger Folge irgend 7 solchen Doppeltangenten zu, bei denen 
nicht die Beriihrungspunkte von beliebigen dreien derselben auf einem 
Kegelschnitt liegen. Dem (,Aronhold’schen“) System dieser 7 Dop- 
peltangenten ist zugleich die Charakteristik (0) beigelegt. 

Hierdurch ist die Zuordnung aller iibrigen (¢/) eindeutig gegeben. 
So ist (12) diejenige Doppeltangente, welche, allein ausser der bekann- 
ten (81), zugleich in den 5 bekannten Gruppen 


[13] = (81) + (83) = (12) + (23), 
[14] = (81) + (84) = (12) + (24), 


[17] = (81) + (87) = (12) + (27) 
enthalten ist. Oder die Construction von (12) erfolgt auch daraus, 
dass das 7-System und das System der drei: (81) + (82) + (12) die- 
selbe Charakteristik (0) besitzen. 
Es giebt, der Charakteristik (0) zugeordnet, 8 verschiedene Aron- 
hold’sche 7-Systeme: 
(0) = (12) + (13) + +--+ (18), 
(21) + (23) + ---+ (28), 


=*(81) + (82) +--+ + (87). 
Je zwei von denselben haben eine Charakteristik gemein, und man 
kann so die 8 Systeme selbst beziigl. durch 1, 2, - --8 bezeichnen. 
Hiernach ist es klar, dass die Systeme der Charakteristik (0) von 
den Systemen der iibrigen geraden Charakteristiken (ik/m) in unserer 
Bezeichnung ausgezeichnet sind. Um zu diesen zu gelangen, braucht 


man nur die Systeme von (0) durch die Substitution {iklm} zu trans- 
formiren. So erhilt man z. B. 


(1234) = (34) + (24) + (23) + (15) + --- + (18) 
= (61) + (52) + (63) + (64) + (67) + (68) + (78) 


Will man dann umgekehrt durch die Bezeichnung 0’, 1’, 2’, --- 98 
diese letzteren Systeme auszeichnen, so braucht man nur etwa 


(34)—=(1'2’), (24) = (13), (23) —=(1'4)} (15) =(1'5)), ---, (18) =(1'8), 
(1234) =(0’) 
zu setzen, woraus auch 
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(0) = (84) + (24) + (23) = (12°34), 
(12) = (1234) ++ (34) + (0) = (0) + (1'2’) + (1'2'3'4’) = (3'4), ete., 
sodass die acht 7-Systeme von (1234) in die Form tibergehen: 


(01) = (12) + (18) +--+ (18), 
= (21) + (23) +--+ +8), 


§ 8. 
Die Systeme von sieben Kegelschnitten. 


Adjungirt man irgend eine Wurzel (0) der Gleichung 36'" Grades, 
welche die den 36 geraden Charakteristiken zugeordneten Systeme, z. B. 
die 36 Schaaren von Beriihrungscurven 3'* Ordnung erster Art, be- 
stimmt, so wird die Gleichung fiir die Doppeltangenten auf eine Glei- 
chung 8" Grades zuriickgefiihrt, niimlich diejenige, welche die acht 
Aronhold’schen 7-Systeme von (0) bestimmt. Wir kénnen daher die 
in den ersten Paragraphen dieses Aufsatzes fiir die Gleichung 8" Grades 
aufgestellten Resolventen geometrisch deuten. Um dabei die friihere 
Bezeichnungsweise mit der des § 7. in Uebereinstimmung zu bringen, 
haben wir nur die dortige Wurzel 2, oder den Index 0 iiberall durch 
den Index 8 zu ersetzen. Die Substitutionen, welche hier anzuwenden 
sind, ergeben sich dabei, da sie (0) unveriindert lassen sollen, ein- 
fach aus denen der Paragraphen 1—6., indem man iiberall die Trans- 
position (ik) durch {ik} ersetzt. 

Unter der Function 

Layhy, tyhy, ashy, thy | 
sei hier der Kegelschnitt verstanden, welcher durch die 8 Beriihrungs- 
punkte der vier Doppeltangenten (¢,/,), (¢,hy), (¢,h,), (¢,4,), fiir welche 


(hy) + (ake) + (ighy) + (ih) = 0 
hindurehgeht. Aus den 6 Paaren von Doppeltangenten in jeder der 
63 Gruppen werden 15 solcher Kegelschnitte erhalten und jeder dieser 
aus 3 verschiedenen Gruppen, so dass es, wie bekannt, 315 solcher 
Kegelschnitte giebt. 
Jeder dieser Kegelschnitte ist 12 verschiedenen geraden Charakte- 
ristiken zugeordnet. Der Kegelschnitt 


K = [81, 23, 45, 67] 
gehért nimlich zu (0) insofern, als er aus jedem der 8 Aronhold- 


’schen 7-Systeme von (0) eine und nur eine Doppeltangente heraus- 
nimmt; und da weiter die Substitutionen 
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{8123}, {8145}, {8167}, {8246}, {8257}, 
{8347}, {8356}, {8247}, {8256}, {8346}, {9357} 


K in sich iiberfiihren, so gehért K ebenso zu den Systemen der durch 
diese 11 Substitutionen aus (0) hervorgehenden: 


(8123), (8145), «+--+ 


Umgekehrt sind jeder geraden Charakteristik 105 verschiedene Kegel- 
schnitte K zugeordnet. 

In § 1. haben wir nun aus den 105 Kegelschnitten, welche (0) 
zugeordnet sind, 30 eigentliche Systeme von je 7 Kegelschnitten, mit 
» T'ripeleigenschaft“‘, gebildet. Aus irgend einem der 7 Tripel eines 
solehen Systems 


z= K, A,, A,, B,, B,, C;, C, 


konnte man auf acht verschiedene Weisen 3 Doppeltangenten heraus- 
nehmen, deren Charakteristikensumme = (0) ist, die also eine (0) zu- 
geordnete Beriihrungscurve 3'** Ordnung erster Art bilden. Die Systeme 
= haben zugleich die Eigenschaft, dass die 7 Doppeltangenten irgend 
eines der 8 Aronhold’schen 7-Systeme von (0) auf die 7 Kegelschnitte 
von 2 vertheilt vorkommen. 


Aber die 7 Kegelschnitte von © gehen durch die 8 Substitutionen 
{0}, {8123}, {8145}, {8167}, 
{8246}, {8257} , {8347} , {8356} 
alle in sich iiber. Hieraus folgt, dass das System Y noch zu 7 weiteren 
geraden Charakteristiken 
(8123), (8145), ---- 


auf gleiche Weise, wie zu (0) gehdrt. Wenn man daher aus den 3 
Kegelschnitten irgend eines Tripels von 2, etwa von K, A,, A, irgend 
3 Doppeltangenten, von jedem Kegelschnitt eine, herausnimmt, so muss 
deren Charakteristikensumme gerade und einer der 8 Gréssen ((), 
(8123) --- tiquivalent sein. Und ferner muss dann in den 4 iibrigen 
Ausdriicken B,, B,, C,, C, immer je eine Doppeltangente enthalten 
sein, welche mit den 3 aus K, A,, A, beliebig genommenen zusammen 
ein Aronhold’sches 7-System von (0), bez. (8123), --- bilden. 

Endlich folgt daraus, dass zu jeder der 36 geraden Charakte- 
ristiken 30 Systeme der Art 2, jedes Y aber zu 8 geraden Charakte- 
ristiken gehért: 

es giebt bei der Curve 4°” Ordnung 

schnittsysteme mit Tripeleigenschaft. 

In § 1. sind aus den (Q) zugeordneten Kegelschnitten 630 weitere, 
aber uneigentliche Systeme von je 7 Kegelschnitten gebildet worden, 
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wobei jedes System ebenfalls alle 28 Gréssen (ik) umfasst. Bei diesen 
uneigentlichen Systemen, in welchen je ein Kegelschnitt ausgezeichnet 
ist, wird man nur nach der Anzahl der aus einem solchen Kegelschnitte 
folgenden Systeme fragen. Nun hat man fiir die aus 

K = (81, 23, 45, 67) 
zu bildenden Gruppen ausser den in K explicite stehenden Zerlegungen 
noch die folgenden: 


[8123] = (82) + (13) = (83) + (12) = (46) + (57) = (47) + (56), 
(8145) = (84) + (15) = (85) + (14) = (26) + (37) = (27) + (36), 
[8167] = (86) + (17) = (87) + (16) = (24) + (85) = (25) + (34), 
Fasst man hier die erste Reihe paarweise in zwei Kegelschnitte zu- 
sammen, was auf 3 Arten geschehen kann, ebenso die zweite und die 
dritte Reihe, so erhilt man noch auf 3° verschiedene Arten je 6 Kegel- 
schnitte, welche mit K verbunden, ein 7-Kegelschnittsystem geben. 
Drei dieser 27 aus K abgeleiteten Systeme sind eigentliche Systeme 
mit Tripeleigenschaft und von diesen wieder 2 der Charakteristik (0) 
zugeordnet. Von den iibrigen 24 Systemen sind 18 nur aus solchen 
7 Kegelschnitten zusammengesetzt, die zugleich 4 geraden Charakte- 
ristiken (6 davon der (0)) zugeordnet sind; 6 Systeme, bei welchen 
eine solche Zuordnung zu einer geraden Charakteristik tiberhaupt nicht 
stattfindet. In jedem dieser 24 Systeme ist K ausgezeichnet; es giebt 
also von diesen uneigentlichen 7-Kegelschnittsystemen bei der Curve 
4 Ordnung iiberhaupt: 
‘ 315 - 24 = 7560, 

von Tripelsystemen aber 

315-3 

7 

wie schon oben gefunden ist*). 


= 135, 


Um nun mit Hiilfe der hier nachgewiesenen Systeme die Doppel- 
tangenten der Curve vierter Ordnung zu bestimmen, wird man zunichst 
irgend eine der 36 Schaaren von Beriihrungscurven dritter Ordnung 
erster Art, (0), aufzusuchen haben, sodann eines der 30 Tripelsysteme 
von 7 Kegelschnitten, welche der gefundenen Schaar zugeordnet sind; 
weiter die einzelnen Kegelschnitte dieses sehr speciellen Systems Z selbst. 
Endlich bestimmt man die Doppeltangenten selbst durch 3 quadratische 
Gleichungen. Denn die 4 Doppeltangenten eines Kegelschnitts von = 
werden vermége irgend eines der 6 iibrigen Kegelschnitte schon in 
zweimal zwei Paare zerlegt und durch 2 quadratische Gleichungen be- 


*) Hiernach ist eine beiliiufige Bemerkung am Schlusse des § 4. meines Auf- 
satzes, d. Ann. XIV, S. 248, zu corrigiren. 
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stimmt; bei einem zweiten Kegelschnitte geniigt alsdann schon eine 
quadratische Gleichung zur Aufsuchung seiner Doppeltangenten und 
die iibrigen Doppeltangenten sind dann eindeutig gegeben. — Durch 
Auszeichnung von & zerfallen die iibrigen 29 (0) zugeordneten Tripel- 
systeme in 14, 7 und 8. Kennt man auch von den letzteren 8 noch 
eines, so geniigt die Aufsuchung der 7 Kegelschnitte von 2 zur Be- 
stimmung aller 28 Doppeltangenten. Dieser Fall, in dem (0), 2 und 
das weitere Tripelsystem adjungirt ist, tritt bei der speciellen Curve 


4t Ordnung auf, die F. Klein in dem oben citirten Aufsatze (Annalen 
Bd. XIV) behandelt hat. 


Erlangen, Januar 1879. 




























Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Jacobi’sche Form 
oder Hermite’sche Form identisch verschwindet.*) 
Von 


JosepH Haun in Bensheim. 


I. Einleitung. 


1. Es seien in symbolischer Darstellung die drei quadratischen 
Formen 
f,=aZ=—a,?, f-=—bZ2=—b,?, fy =e? =," 
gegeben, die als von einander verschieden angenommen werden,**) 
Die Jacobi’sche Form derselben ist die Determinante ihrer ersten 
Ableitungen 


ArA, Az, Ars | 

bib, beb, bb, | = (abe) azbr ey . 
CeCy Cel y Clg | 
Diese cubische terniire Form soll symbolisch bezeichnet werden durch 
D,' == D>. Die Hermite’sche Form von f,, /,, f, lasst sich in den 
Symbolen der letzteren darstellen durch den Ausdruck — (beu) (cau) (abu), 
wofiir die Symbole u’,—«u°,, eingefiihrt werden sollen. Ersetzt man 
die u; durch die Determinanten (#y);, so dass u, = %,Y3 — 24 Y, U. 8. W., 
so ist (Rosanes |. ¢. pag. 274): 


| az" Ay Ay a,? 
us, = — (beu) (cau) (abu) = 62? baby b,? . 


| Gu* - Gyly Cy? | 


Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist die Beantwortung der Frage, 
von welcher Art Kegelschnittnetze sind, deren Jacobi’sche Form oder 


*) Auszug aus der im Juni 1878 zu Giessen erschienenen Inaugural-Disser- 
tation des Verfassers. 

**) In Bezug auf Symbolik und Bezeichnungsweise herrscht véllige Ueberein- 
stimmung mit der Arbeit des Herrn Rosanes (Ueber Systeme von Kegelschnitten, 
Math. Annalen, Bd. VI, 8. 264), auf dessen Resultate sich die folgenden Unter- 
suchungen iiberdies vielfach stiitzen werden, 
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Hermite’sche Form identisch verschwindet.*) Ich wurde zu diesen 
Untersuchungen durch Herrn Prof. Pasch in Giessen veranlasst und 
wihrend derselben durch seinen freundlichen Rath auch mehrfach 
unterstiitzt. | 


2. Wenn in der Folge die Glieder einer Summe dadurch aus einem 
entstehen, dass die Buchstaben a, b, c cyklisch vertauscht werden, so 
werden wir, um diese Summe anzudeuten, einem der drei Glieder das 
Zeichen X vorsetzen; im Fall, dass die Buchstaben a’, b’, c’ vertauscht 
werden, kommt das Zeichen =’ zur Anwendung. Es ist somit 

2 (beu)a, = (abec)u,, 2 (beu)(adu) = 0. 

Folgende Identitiiten werden spiiter zur Anwendung kommen: 

(I) 3D? D, = (abe) Laybecz, 

(Il) 6D,D,D, = (abc) X(azbyc.+azb.¢y) , 

(iIf) Du, = La," (beu)beez, 

(IV) 3D2D,u, — 3D, Du, = La,?(beu) bee, — Laz? (beu)byey. 


If. Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Jacobi’sche Form 
identisch verschwindet. 


3. Es wird nun zuerst gezeigt werden, dass zwischen den drei 
Formen f,, fy, f, eine quadratische Relation besteht, sobald die 
Jacobi’sche Form derselben identisch verschwindet. Wir gelangen zu 
dieser Relation, indem wir von der Form (DD’u)? D,.D; ausgehen und 
ihren Werth, ausgedriickt durch die Symbole der Formen a,?, b,’, ¢,’, 
aufsuchen, 


Aus den Identitiiten (I) und (II) leitet man die folgenden ab: 
3(D D'u)? D, D, = (abc) D, Xa,(bD'u)(cD'u), 
6(b D'u)(e D'u) D, = (a'b'c’) &’ {a,(0' bu) (eeu) + a,(b'eu)(e bu}. 


Multiplicirt man die zweite mit (abc)a, und summirt dann iiber abc, 
so ergiebt sich: 


18(D Du)? D, D',=(abe)(a'b' c) ZZ a, a, [(b' bu)(e cu) + (b'eu) (ce bu)], 


und wenn man diese Gleichung mit «,* multiplicirt und eine bekannte 
Identitat beriicksichtigt: 


18(D D'u)? D, D,u,? 
= DL’ a,a,(beu)(b'e u)- LZ az a.[(b bu) (ce eu)+ (0 cu)(ebu)). 


*) Was das Verschwinden der Jacobi’schen Form betrifft, so wird in den 
Vorlesungen iiber Geometrie von Clebsch, herausgegeben von Lindemann, 
Bd. 1, 8S. 304 irrthiimlich behauptet, dass es die Ausartung des Netzes in ein 
Biischel nach sich zieht. Dass der daselbst gegebene Beweis nicht ausreicht, findet 
sich in den ,,Zusiitzen und Verbesserungen“ 8. 1047 erwiihnt. 
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Wegen (beu)(b'cu) = (b'bu)(c eu) — (b'cu)(c'bu) ist ferner 
18(D Du)? D, Du? = 
DL" az a,|(b'bu)(c'cw) + (b’eu)e'bu) |- LX a, az{(b’bu)(c'eu) — (b’cu)(cbu)}. 


List man die ersten Summen auf, so erhilt man 18(DD'u)? D, D,u,* 
gleich dem Producte der beiden Factoren 


a, &' a,| (bbu) (ecu) + (ben) (cebu) | + b, 2" az [ (b’eu) (caw) + (bau) (c'eu)) 
+ ¢, 2’ a,[(b'au) (cebu) + (b’bu) (cau), 

ay & a’,| (b'bu) (eeu) — (b’eu) (bu) | +b, 2’ az [(b’ceu) (c'au)— (b'au) (ecu) | 
+e, &" a, [(b’'au)(c'bu) — (b'bu) (cau)), : 

welches dargestellt werden kann in der Form 

Aj, Gx? + Ay, bz? + Agye® + 2 Ags bse + 2 Ay Cede + 2A, debe, 

wo zuniichst 

A,,=" a,[(b'bu) (c’eu) + (b'eu) (cbu)] - & a [(b’bu) (eeu) — (b’en) (edu) | 

ist und wieder die Form 

B,, a2 + By be + Bye? + 2 Bybee. + 2By, ca, + 2 B,,a.b, 
hat. Es ergiebt sich: 


By, = (Ubu) (ecu)? — (Veuy (cebu), 

By, = (cebu) (acu)? — (ce cu? (abu), 

By, = = (a’ bu)? (b’cu)? — (acu)? (U' bu)’, 
2B,, = — 2(b'c'u)(beu)(a’bu)(a’ cu) = — 2('cu)u',, 
2B,, = — 2(ca'u)(beu)(b'bu)(Veu) = 0, 
2 By, = — 2(a'b’u)(beu) (ce bu)(c' cu) = 0. 


Daraus folgt der vereinfachte Ausdrack von A,, und analog fallen A,, 
und A,, aus, nimlich: 
A,,=2' az [(b’ bu)? (c'eu)? — (U' cu)? (e bu)*| — 2u3, (Ve u)brer, 
Ay, = 2' a? [(b' cu)? (eau)? —(b' au)? (e eu)*] —2u8,(ea’u) ear, 
Ay, = 2" a? [(b' au)? (¢ bu)? —(U' bu)? (Cau)*] —2u3, (a b'u)arbe. 
Wir gehen jetzt zu den Formen A,,, A;,, A,, tiber. Es ist 
2 A,, =X’ a;,[(b'cu) (cau) + (b’au)(e'cu)]- 2’ a, [(b'au)(c'bu) — (b’bu)(c'au) | 
+ 2” a,[(b’cu) (c’an) — (b’'au) (e'cu)]- 2’ a, [(U'au)(ebu) + (b'bu)(c'an) | 
=, 22 + Cy, be? + Cy, 62 + 20,3 br6, + 2Cy, Cpa, + 2C,, a,b. 
Hierbei ist 
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C,, = — 2(beu) (b'c'u)(U au)(cau) = — 2(beu)us,, 
Cy. = — 2(beu) (ea u)(eau)(a’ au) = 0, 
Cy, = — 2(beu)(a'b'u) (a au)(b'au) = 0, 

2C,,= 2(a au) (beu)(U'c'u), 

2C,,—= 2(b'au)*(beu)(ca'u), 

2Cy. = 2c au)*(beu)(a'b'u). 

Da A,, und A,, analog behandelt werden kénaen, so erhiilt man: 
2.A,, = — 2u3,(beu)a,? + 2(beu) 2’ (dau)? (Ue ube, 
2A, = — 2u5,(cau)b,? + 2(cau)Z (abu)? (Ue u) bees, 
2A,, = — 2u',(abu) c? + 2(abu) 2’ (acu)? (b' cu) bie, 


und daraus endlich: 
(V) 18(D Du)? D, Druz? 
= D2d'a," a, [(0 bu) (ecu)? — (Veu)*(e bu)*) 
+ 222" (a au)? (beu)b.c, (bc u) bic, 
— 2u®,[a,? (cu) bees + bz? (C'a'u) paz + ¢2* (abu) arb; ] 
—2ui,[a,? (bew) bee +b, (Cau) Czaz+ ¢,? (abu) azbz). 
4. Die Grosse 22D’ a,* a? [(b' bu)? (c' cu)? —(b'cu)*(c bu)*| heisse F. 
Sie stellt eine quadratische Form der gegebenen Formen a,?, b,*, c,° 
dar und nimmt, wenn (a’au)* durch F,,, (beu)* durch F,, u. s. w. 
bezeichnet werden, folgende Gestalt an: 
Fi (Fa F's — FR) + RFF u— F3,) + (3 (Fi Fa — Fi) 
+2h.fs(Fs Fy.—F Fs) + 2fsf, (PF, Fe, . Fy Fy) 
+ 2h fe (Fos P's — Fs F2) 
oder in Determinantenform 
| F, F,, F,; hi 
F,, Fy F, ho : 
Fy Fy Fy fs | 
f h, f; 9 


Die Summe der beiden in (V) auftretenden Trinome ist —4u’,u, D3 
nach Identitat (III). Das auf F folgende Glied in (V) lisst sich ein- 
fach berechnen, wenn man zuniichst die Identitiit (IV) benutzt; sub- 


stituirt man darin fiir y; die Determinante (a’u);, so erhilt man: 


—3(a’ Du)? D,u, = (a au)*(beu)b,c, — Laz? (beu) (ba u)(ca'u) 


Pian 


und wenn man noch mit (bc u) b,c, multiplicirt und tber a’ bc’ 
summirt: 
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—3 2 (a Du)? (0 du) be. Dz uz 
= 22" (a’au)? (beu) b,c, (U'e'u) bi & — ZX" az? (ben) (ba'u) (ca’u) (b'c'u) b.€, 
= 22" (aau)* (bew) bez (V'c'u) bec, — ub Uz Dz. 
Zur Berechnung der linken Seite dieser Relation benutzen wir eine 


Identitit, welche Herr Rosanes in der bereits citirten Abhandlung 
aufgestellt und mit Nummer 12 bezeichnet hat: 





























2a? (bc u)b.¢, = 2u, D? D, — uz Di? Di. + (ay A)us. 
Setzt man darin y; = (Du);, so ergiebt sich: 


2" (a Du) (U' cubic, = — uz D,(D' Du)? + (Deus — U2 Dg) ta, 
folglich 
Dd’ (a au)? (beu) bz. e,(b' eu) bic, 
= 3(D' Du)? D, Due — 3 (Drtig—Uz Da) ate Dz + uju, D2, 
und die Formel (V) geht also schliesslich tiber in: 
18(D D'u)? Dz Dietz? 
= F — 4u4u,D,° + 6(DD uP D, Du," 
— 6(D,u4 — Uz D4)? at, De + 2u5 uz, D? 
= IF — 2uu, D,° + 6(D Du)? D, Dr, u,? 
— Guu, D,3 + 12D,2u,.2uyDs — 6u.2D,Dau4. 
Wir sind demnach zur Darstellung der Determinante J’ durch die 


Symbole der Jacobi’schen und Hermite’schen orm gelangt, welche 
lautet : 


(VI) IF = 12(D Du)? D, Diuz? + 8uzuz D,* 

— 12u4D4D2u,2 + 6usD4D,Uu,'. 

5. In dieser Relation liegt nun die Beantwortung der ersten der 

gestellten Fragen; denn sie sagt aus, dass, sobald die Jacobi’sche 

Form von drei terniren quadratischen Formen identisch verschwindet, 

zwischen diesen drei Formen eine Relation zweiten Grades besteht, niim- 
lich #’ =O oder ausfiihrlicher 

Fy Fy Fy fi 

Fy Pe Fa he 

| F's F,, Fy fs 

| hi he fs 0 

Sind die drei Formen /,, /,, /, binir, so existirt, ohne dass eine 

Bedingung hinzuzutreten braucht, zwischen denselben immer eine 

quadratische Gleichung, welche aus der soeben aufgestellten dadurch 

entsteht, dass statt der Contravarianten F';, die entsprechenden Inva- 

g* 


0. 
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rianten der biniiren Formen eintreten. (Vergl. Clebsch, Theorie der 
biniiren algebr. Formen, pag. 205, wo die betreffenden Invarianten 
mit D,, u. s. w. bezeichnet sind.) Fasst man in der That solche drei 
biniire Formen f,, f,, fy als ternire auf, in denen die eine Variabele 
fehlt, so kommt ihnen eine identisch verschwindende J acobi’sche 
Form zu und die citirte Gleichung erscheint der unsrigen gegeniiber 
als ein besonderer Fall. 

6. Wenn D,° und mithin F verschwindet, so sind die drei Formen 
fi» fe, fy von sehr specieller Beschaffenheit. Wir haben dann eine 
Gleichung von der Gestalt 2 Aj fif; = 0, wo die A;, von 2,%%, 
nicht abhiingen, und untersuchen zuerst den Fall, wo die Determinante 
D+ A;;Ag.Ay3 nicht verschwindet. Die Gleichung lisst sich in diesem 
Kalle so transformiren, dass nur noch zwei Glieder vorkommen, d. h. 
in dem Netz der Kegelschnitte f, = 0, f, = 0, f, = 0 giebt es drei 
Curven g, = 0, g, =0, g, =, welche dasselbe in gleicher Weise 
bestimmen, wie /, = 0, f, = 0, f; = 90 und durch deren Kinfiihrung 
die einfachere Gleichung 


NGI2 = Gs" 

entsteht. Dieser kann auf zweifache Weise geniigt werden. Kutweder 
sind die drei Formen nur durch constante Factoren von einander ver- 
schieden, was aber das Verschwinden der Determinante 2-}- .A,,A,,.A3, 
nach sich ziehen wiirde, oder sie sind reducibel und es ist g, = y,’, 
Jo = Yo", Ig = VY, Yo, Wobei die y lineare Functionen der 2 sind. Nun 
hiingen f,, f., f, in linearer Weise von g,, 9,, g,; ab und lassen sich 
daher als quadratische Formen der zwei Variabeln y,y, darstellen. 
Demnach zerfallen stimmtliche Kegelschnitte des Netzes in zwei durch 
denselben Punkt (y, =0, y. =) gehende Gerade. 

7. Die Gleichung F’' = 0 enthilt in den Coefficienten die Variabeln 
U,, U,, u, und es muss daher gepriift werden, ob durch Veriinderung 
dieser Gréssen verschiedene Gleichungen entstehen kéunen. Nun haben 
wir gesehen, dass vermége einer solchen Gleichung die Formen /,, /,, /, 
sich in biniire transformiren lassen. Es werde, in y,y, ausgedriickt, 
f= %', f, = By’, fy ="; dann ist 

Py, = (ae')u,?, F,, = (By)?u,? vu. s. w. 
Aus der Determinante F’ sondert sich demnach der Factor wu,‘ aus, 
nach dessen Beseitigung die Gleichung F = 0 die u,u,u, gar nicht 
mehr enthilt. 

8. Die Determinante F’ ist die adjungirte Form der in irgend- 
welchen Variabeln v,v,v, quadratischen Form V = 2 Fv; x. Die 
Determinante 2-- A,,A,,.A,, ist daher das Quadrat der Determinante 
von V, welche mit D bezeichnet werde, so dass 


2 Fy Fe Fs = D, Zt Ay Ay, Ay, = D*. 
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Wenn demnach F' = 0 cine reducible Gleichung zwischen f,, f,, f, 
darstellt, so ist dies nur dadurch méglich, dass sie das Quadrat einer 
linearen Gleichung wird. 

Der Werth von D ergiebt sich folgendermassen. Es ist fiir 
uz = (vy): 


| Fy Py Fis | (d2@y—Ay Gz)? (de by —dybs)? (dz ey — Gy Cx)? 
(Py Fry Fy |= (bedly—byaz)? (bed, — bybs)? (bey — by cz)? 
| Fy Fy Fs (Cx@y — Cy@z)? (Cb, —Cybe)* (Cx ¢y — Cyez)? 
(dz? Gp Ay ay? | lay? —2a,a, a, | 
= be? dbeby by?) bj? —2b,b, b2|—2w,us,, 
\Cz* Cxly Ay?) |? —2eyc, ¢,?| 


d. i. gleich dem doppelten Quadrat der Hermite’schen Form. Mithin 
ist X-+- A,,A,.A;, gleich dem vierfachen Biquadrat derselben Form. 
Die Gleichung F’' = 0 reducirt sich demnach auf das Quadrat einer 
linearen dann und nur dann, wenn die Hermite’sche Form ver- 
schwindet. Damit erledigt sich die Frage, unter welchen Bedingungen 
zwischen den Formen f,, /,, /; eine lineare Relation besteht. Es kann 
niimlich eine lineare Relation nur dann stattfinden, wenn ausser der 
J acobi’schen Form auch die H er mite’sche Form identisch verschwindet ; 
nur fiir diesen Fall gehéren die drei Kegelschnitte einem Biischel an, 
Wenn dagegen die Jacobi’sche Form verschwindet, ohne dass zugleich 
die Hermite’sche Form verschwindet, so existirt, wie in den Art. 5 
und 6 gezeigt wurde, zwischen den drei Formen /,, /,, f, eine Re- 
lation zweiten Grades und die entsprechenden Kegelschnitte sind redu- 
cibel mit demselben Doppelpunkt. 

In der bereits citirten Abhandlung hat Herr Rosanes folgende 
oben benutzte Identitit nachgewiesen : 


az” by cy(bew) + bz? cyay(cau) + Cz” dyby (abu) 
= 2u,D/ D, — u,D,? D, + («yA) us, 


aus der man schliessen kann, dass die Formen a,”, b,?, c,? durch eine 
lineare homogene Gleichung verbunden sind, sobald ihre Jacobi’sche 
und ihre Hermite’sche Form verschwindet. 

9. Insbesondere kénnen die drei Formen a,?, b,”, c,? Ableitungen 
einer. cubischen Form sein. Die Jacobi’sche Form der drei ersteren 
ist dann die Hesse’sche Form der letzteren. Verschwindet dieselbe 
identisch, so zerfillt die cubische Form in. drei lineare Factoren, 
zwischen welchen lineare Abhingigkeit stattfindet, wie Herr Pasch 
in Crelle’s Journal, Band 80 pag. 169 nachgewiesen hat. Es existirt 
dann auch zwischen ihren ersten Ableitungen eine lineare Relation 
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und hieraus folgt, dass zugleich die Hermite’sche Form identisch 
verschwindet. 

Die Hermite’sche Form von drei quadratischen Formen nimmt 
iiberhaupt, wenn sie sich nicht auf Null reducirt, in dem Fall, dass 
die Jacobi’sche Form identisch verschwindet, eine besondere Gestalt 
an; sie wird namlich gleich dem Cubus einer linearen Form, welche 
gleich Null gesetzt die Gleichung des allen Kegelschnitten gemein- 
samen Doppelpunktes darstellt. Um dies zu beweisen, machen wir 
von der Thatsache Gebrauch, dass die drei Formen f,, f,, f,; als binire 
betrachtet werden kénnen (vergl. Art. 7.): f; = a@,?, f, = B,?, f; = »,?. 
Fiir die Hermite’sche Form finden wir die Determinante 


Ge” Bully Sy Hs, M1, Coe | z,? 22%, x,* 

Bz’ BrBy By? = By, Bir Bar| 24, 2 Y.+%Y, XY, = (aBy) u,*. 
| | 6 

Ya" YePy Vy" | Yu Viz Yo) | Wi? 24, Y> y.° 


Es ist aber u, 0 die Gleichung des allen Kegelschnitten gemein- 
schaftlichen Doppelpunktes (y, = 0, y, = 0). 


III. Untersuchung der Kegelschnittnetze, deren Hermite’sche Form 
identisch verschwindet. 


10. Suchen wir nun die Beschaffenheit von terniiren quadratischen 
Formen zu ermitteln, deren Hermite’sche Form identisch verschwindet. 
Diese im Verhiltniss zur vorhergehenden viel einfachere Untersuchung 
geht aus von einer Relation, in welcher Herr Rosanes (pag. 279 der 
citirten Abhandlung, Relation 14) den allgemeinen Kegelschnitt des 
durch die Formen f,, f,, f; erzeugten Netzes in den Symbolen der 
Jacobi’schen und Hermite’schen Form ausdriickt unter der Voraus- 
setzung, dass das Netz sich nicht auf ein Biischel reducirt: 


dz? be? cz?) 
a db 6? =4(xeyz)D,D,D, —2(yzA)(2z\) (xy). 


a & « 


Verschwindet niimlich die Hermite’sche Form, die Jacobi’sche da- 
gegen nicht, so bleibt rechts nur das Product 4(2yz)D,D,D, stehen, 
d. h. alle Kegelschnitte des Netzes sind dann reducibel. Beriicksich- 
tigen wir jetzt, dass im Fall w3,—0 die Bedingung fiir die Existenz 
einer doppelten Geraden im Netz 


2(A NA’! Ds Da Da + (ANN) (AN A”) (AA A”) (A’ AA") =0 
erfiillt ist. Ist J, — 0 die Gleichung dieser Geraden und sind m,=—0, 


N,=O0 zwei andere Gerade, die jene in verschiedenen Punkten schnei- 
den, so kénnen wir durch Variiren von y und z bewirken, dass die 
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Gleichung (zyz) = 0 einmal m, = 0, das ander al n, = 0 darstelli 
und demnach zu constituirenden Kegelschnitten des Netzes waihlen 
L?=0, m,(L,l,+M,m,+ N,n,)=9, n,(L,1,+ M,m,+ N,n,)=0, 
wo weder L,, M,, N, noch L,, M,, N, zugleich verschwinden. Wird 
l, = %,, Mz = 2, Nz = Z, gesetzt, so muss der allgemeine Kegelschnitt 
des Netzes 

day? + we, (L,2, + M,2, + N, 45) + v25(L,2, 4+ M,2, + Nye) = 0 
reducibel sein, d. h. seine Determinante muss fiir alle 2, uw, v ver- 
schwinden. In der cubischen Form der Gréssen 4, uw, v 


| 2a ul, vb, 
ul, 2uM, uN, + vM, 
vl, wuN,+7M, 2vN, 


sind also die simmtlichen Coefficienten gleich Null zu setzen. Dadurch 
erhalt man: 
M,;=0, N>=0, 2M,N,— M,N, =9, L,(L, M,—L,M,) om (), 
L,(L,N, — L, N,) =0, 
woraus man schliesst: 
M,=0, N,=0, M,=—0, N,=0, 

d. h. die constituirenden Kegelschnitte des Netzes nehmen die Formen an: 

4°=0, 24,24,=—0, 2,24, —0; 
demnach haben sie die Gerade z,==0 gemein. Sobald die Hermite'sche 
Form eines Kegelschnittnetzes verschwindet und nicht gleichzeitig die 
Jacobi’sche, sind alle Curven des Netzes reducibel und haben eine 
Gerade gemein. Das Verschwinden der Hermite’schen Form hat also 
zur Folge, dass das Netz sich entweder auf ein Biischel reducirt oder 
aus reduciblen Kegelschnitten mit einer gemeinschaftlichen Geraden 
besteht. Es kann auch beides zugleich eintreten. 

Die Jacobi’sche Form eines Netzes nimmt, sobald die Hermite- 
’sche Form identisch verschwindet, eine besondere Gestalt an; sie wird 
gleich dem Cubus einer linearen Form, welche die allen Kegelschnitten 
gemeinschaftliche Gerade darstellt. Die Jacobi’sche Form von z,’, 
2,29, 2,2, ist namlich 22,°. 


IV. Bemerkungen iiber den Zusammenhang der Kegelschnittnetze mit 
den Linien 3. 0. 


11. Die Polarkegelschnitte einer Linie 3. O. bestimmen im All- 
gemeinen ein Netz und man kann daher auch umgekehrt nach einer 
Linie 3. O. fragen, deren Polarkegelschnittnetz mit einem gegebenen 








120 J. Haun, 


Netze congruent ist. Diese Frage lasst sich auf ein System von 18 
homogenen linearen Gleichungen mit 19 Unbekannten zuriickfiihren, 
welches immer auf eine oder unendlich viele Arten lésbar ist. Daraus 
darf man aber nicht schliessen, dass es immer eine Linie 3. O. giebt, - 
deren Polarkegelschnittnetz sich mit dem gegebenen deckt; denn jenes 
System driickt nur aus, dass alle Polarkegelschnitte der unbekannten 
Linie 3. O. dem gegebenen Netz angehéren, nicht aber das Umgekehrte, 
und es bleibt daher jedesmal zu untersuchen, ob diese Polarkegel- 
schnitte das ganze Netz umfassen, Die Entscheidung hieriiber hingt 
nun von einer Combinante ab, die Herr Gundelfinger (Ueber das 
simultane System von drei terniiren quadratischen Formen, Crelle’s 
Journal Bd. 80 pag. 73) mit s bezeichnet hat und die sich durch die 


Symbole der Jacobi’schen und Hermite’schen Form folgendermassen 
ausdriicken liisst: 


s = 18(A AA’)? D4 Dg Dy + 9AM AON A" )(Od’ A" )(d' A" A”). 


Wenn s von Null verschieden ist, so ergiebt sich eine bestimmte 
Linie 3. O., deren Herstellung Herr Gundelfinger daselbst ange- 
geben und von der er gezeigt hat, dass unter ihren Polaren alle Kegel- 
schnitte des gegebenen Netzes vorkommen. Bei den vorstehend be- 
handelten Netzen ist aber s = ( und es mag daher ihr Zusammenhang 
mit den Linien 3. O. hier noch erértert werden. 

12. Verschwindet die Jacobi’sche Form eines Netzes, die Her- 
mite’sche dagegen nicht, so sind alle seine Kegelschnitte reducibel 
und haben denselben Doppelpunkt. Die Polarkegelschnitte einer Linie 
3. O. kénnen ein solches Netz nicht bestimmen, weil ihre Hesse’sche 
Form verschwinden miisste und die Polarkegelschnitte einer Linie 3. O., 
deren Hesse’sche Form verschwindet, einem Biischel angehéren. Da- 
gegen existirt eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von Linien 3. O., 
deren Polarkegelschnitte einem Netz der beschriebenen Art angehiren. 
Denn eine solche Linie 3. O. zerfillt jedenfalls in drei durch den ge- 
meinsamen Doppelpunkt der Kegelschnitte (y,—0, y, = 0) gehende 
Gerade und ihre Gleichung liasst sich daher schreiben: 


AY:> + 3a, 4,24. + 3a,Y,Y.* + agy.° = 0. 
Umgekehrt liefert jede Curve 3. O., die jenen Punkt zum dreifachen 


Punkt hat, als Polarkegelschnitte ein Biischel und alle diese Biischel 
zusammen bilden das gegebene Netz. 


13. Auch wenn die Hermite’sche Form eines Netzes verschwindet, 
ohne dass die Jacobi’sche sich auf Null reducirt, kann eine Linie 
3. O. nicht existiren, deren Polarkegelschnitte jenes Netz bestimmen. 
Es giebt jedoch eine zweifach wnendliche Mannigfaltigkeit von Linien 
3. O., deren Polarkegelschnitte dem gegebenen Netz angehiren. Ist 2,=0 
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die allen Kegelschnitten des gegebenen Netzes gemeinsame Gerade, so 
muss die Linie 3. O. eine Gleichung haben von der Form 

#,?(A,2, + A, 2 + 4,23) = 0, 
wo die drei Geraden z, = 0, 2, = 0, 2, = 0 nicht durch einen Punkt 
gelien diirfen. Umgekehrt stellt jede Gleichung dieser Art eine Linie 
3. O. mit der verlangten Eigenschaft dar. 

14. Reducirt sich sowohl die Jacobi’sche als auch die Her- 
mite’sche Form auf Null, so artet das Kegelschnittnetz in ein Biischel 
aus. Es hat aber jede Linie 3. O., deren Polarkegelschnitte ein Biischel 
bilden, einen dreifachen Punkt und jeder Polarkegelschnitt hat diesen 
Punkt zum Doppelpunkt. Demnach kann nur ein Biischel von Kegel- 
schnitten in Betracht kommen, dessen siimmtliche Elemente reducibel 
sind mit demselben Doppelpunkt. 

Es seien also zwei binire quadratische Formen /, und /, gegeben; 
es soll eine biniire cubische Form gefunden werden, deren beide Ab- 
leitungen aus den gegebenen zwei Formen sich linear zusammen- 
setzen lassen, Sind die Doppelelemente der Serie f; + 4/, von einan- 
der verschieden, so kénnen wir zwei Formen y,? und y,? zu Grunde 
legen und schreiben ayy,* + 3a, y,?y, + 3a,y,y." + asy,* fiir die ge- 
suchte cubische Form. Hier miissen nun a, und a, verschwinden, 
wihrend a, und a, unbestimmt bleiben. Fallen hingegen die Doppel- 
elemente zusammen, so verschwindet die Resultante der Formen f, und 
f,; wir diirfen setzen f, = 9,43, fo = Y2Y3, WO Y,, Yo, Ys in linearem 
Zusammenhang stehen. Die cubische Form muss den Factor y, im 
Quadrat enthalten, also die Gestalt y,?w haben, wo w eine beliebige 
lineare Form von y, und y, ist. Es ergiebt sich in beiden Fiillen eine 
cubische Form, in welcher zwei Coefficienten unbestimmt bleiben, welcher 
also ein Biischel von Linien 3. O. entspricht. 








Die Multiplicitat der Schnittpunkte zweier algebraischen Curven. 


Von 


O. Srouz in Innsbruck. 


Die Schnittpunkte zweier algebraischen Curven m'* und n'*" Ord- 
nung F'(x,y) = 0, G(#,y) = 0, worin x,y beliebige projectivische 
Punktcoordinaten bhedeuten, haben theils endliche, theils unendliche 
Coordinaten. Die Schnittpunkte der ersten Art werden mit Hilfe der 
Resultante beider Gleichungen — man eliminirt entweder y oder x — 
gefunden, die der zweiten Art, indem man die Gleichungen durch die 
Substitution 

"oP a1 ? y= * 

&3 ae) 
homogen macht und diejenigen gemeinsamen Werthsysteme derselben 
bestimmt, wofiir z,—0 ist. Bekanntlich geniigen die zugehdrigen 
“,, 2, den Gleichungen 
Un(%,,%)=0, Va(x,,2,) = 0, 

wenn U,,(a,y) die Glieder héchster Dimension in xz, y von F(z, y), 
V,,(%,y) eben dieselben von G(z,y) bezeichnen. Zur Bestimmung 
der Multiplicitat jedes einzelnen Schnittpunktes werden nach dem Vor- 
gange Pliickers gewdhnlich Continuititsbetrachtungen angewendet. 
Abgesehen davon, dass dieses Hilfsmittel fiir schwierigere Faille kaum 
ausreichen diirfte, ist es bisher noch nicht geniigend begriindet, ja 
geradezu geeignet, den algebraischen Charakter des Problemes zu 
verdecken. Die Multiplicitit eines Schnittpunktes ist eine demselben 
zugeordnete Zahl, welche vermége ihrer Definition die Kigenschaft 
besitzt gegeniiber allen linearen Transformationen der homogenen 
Coordinaten unveriinderlich zu sein. Erst in diesem Sinne kann sie 
als eine geometrische Grésse betrachtet werden. 

Ich lernte eine von dieser Auffassung geleitete Behandlung des 
Problems der Multiplicitiit zuerst durch die Vorlesungen des Herrn 
Kronecker iiber ,,algebraische Gleichungen“ im W. 8. 1870/71 
kennen. Herr Kronecker definirte die Multiplicitiit der endlichen 
Schnittpunkte «, y, mittelst der im § 2.. angefiihrten Resolvente 














he 


he 


lie 


Ati 


es 
n 


1 


te 








Ueber die Multiplicitit der Schnittpunkte. 123 


E(w; @,,@,) und gab ausfiihrlich die Begriindung dieser Definition. 
Er erwahnte auch die in § 1. aufgestellte allgemeine Resolvente 
E(w, v;a@,B), aus welcher ich nach seinem Vorgange die Definition 
der Multiplicitit aller Schnittpunkte beider Curven abgeleitet habe. 
Die genannten Resolventen lassen sich auch betrachten als das Product 
der Gleichungen aller Schnittpunkte, dessen Bildung Clebsch gelehrt 
hat*). Die symbolische Rechnung zeigt dann unmittelbar die Un- 
veranderlichkeit der Multiplicitiét gegeniiber den linearen Transfor- 
mationen, so dass auch auf diesem Wege die obige Forderung voll- 
stindig erfiillt ist. 

Wenn somit theoretisch das in Rede stehende Problem vollstindig 
gelést ist, so gewinnt erhdhtes Interesse die Frage: Wie kann die 
soeben definirte Multiplicitét eines endlichen Schnittpunktes x,, y, wn- 
mittelbar, d. i. ohne Hilfe von Transformationen aus den gegebenen 
Gleichungen F' = 0 G = 0 bestimmt werden? Die Antwort darauf ist 
leicht zu finden, aber schwierig zu begriinden. ,,Man stelle alle Wurzeln 
y, der Gleichung F’= 0 auf, welche fiir lim « = a, sich der Grenze 
y, nihern, desgleichen alle Wurzeln y, der Gleichung G = 0 von der- 
selben Eigenschaft und entwickele das Product 


[To —¥) 


nach steigenden (ganzen) Potenzen von # — x. Der Exponent des 
ersten Gliedes dieser Reihe giebt genau die Multiplicitaét des Punktes 
Xe Jp an.“™) 

Der allgemeine Beweis dieses Satzes , um den ich mich seit mehreren 
Jahren bemiiht habe, wird erméglicht durch die von den Herren 
Halphen und H. I. 8. Smith entdeckten charakteristischen Zahlen 
einer nach steigenden gebrochenen Potenzen von + — x, fortschrei- 
tenden Reihenentwickelung (vgl. Nr. 6.). Vermittelst derselben kann 
naimlich bestimmt werden, wie oft das Product TT’ den Kactor 7 — x, 
enthilt, wenn die y,, y, auf je eine Gruppe von Wurzeln beschrinkt 
werden — eine Zabl (vgl. Nr. 10.), die auch Herr Smith bereits ge- 
geben hat (Proceedings of the London M. Society VI p. 160). 

Durch den vorstehenden Satz lisst sich erkliren, wie so der Grad 
der Resultanten von F = 0 G=O nach & oder nach y grosser sein 


*) A. Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie etc. I. Band 1876 p. 281. 

**) Bei Begriindung der Multiplicitait des Punktes a) y) als Schnittpunktes 
zweier Curven, von denen mindestens eine nicht algebraisch ist, miisste man zeigen, 
dass die in diesem Satze definirte Zahl bei allen Transformationen 


x = 02 + ogy + a, y = 6x + Boy + Bs 
ungeindert bleibt. Auch dies kann mit Hilfe der im § 5. gebrauchten Sitze ge- 
leistet werden. 
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kann als die Gesammtmultiplicitat der endlichen Schnittpunkte*), und 
wie so die Grade dieser beiden Resultanten von einander abweichen 
kénnen (§ 6.). 

Bezeichnungen. Die Functionen F'(x, y), G(a,y), welche keinen 
gemeinsamen Factor in x, y besitzen sollen, seien in x beziiglich vom 
Grade m— uw, n—v, in y beziiglich vom Grade m — wv’, n—v' 
(u>0,m>u+u etc.) Es wird gesetzt 

m—e m—' 
F (a, y) = gee fr (y) = a ye gq (x), 
0 
G(x, y)= >) a gr (y) = hd y"—"—" gr (x); 
0 0 
und nach dem Homogenmachen 

2" F(z, y) = O(2,,%,%3), 2%" G(x, y) = V (x,, Le, 23). 
Dabei sei der Grad in x, von ®, ¥ beziiglich m — uw", n—v". Fir 
die Resultanten wird nach Herrn Kronecker geschrieben 


| X= RUBE} =f gin J YT (yew) 


(r=1,2---m—w, s=—1,2---n—Yr); 
> ’ ’ : ’, y= 1,2---m—w 
| r- R (I, G) = fo’ 9” * []« ~ Xs) debe ihiin aa Py 





Hier bezeichnen y, die Wurzeln von F =O, y, die Wurzeln von 
G = 0 fiir einen Werth von x, wofiir weder /,'(x) noch g,'(x) ver- 
schwindet. Die analoge Bedeutung haben z,, 2,. 

Bei der geometrischen Interpretation ist im Folgenden x, = 0 ge- 
wohnlich als Gleichung der unendlich fernen Geraden angenommen. 
Die Schnittpunkte x, = 0 heissen daher manchmal ,,unendlich ferne.“ 


§ 1. 
Definition der Multiplicitét aller gemeinsamen Punkte der Curven 
o=0 Y=—0. 


1. Es seien 


U= HL + HX, + O,%,, v= BP, x,+ 8, x, + B, 2, 
zwei lineare Functionen der x, deren Coefficienten ausser den folgenden 
Beschrinkungen vollig beliebig gedacht werden kénnen. 


*) Faa de Bruno (‘Théorie générale de l’Elimination 1859 p. 93) hilt den 
Grad der Resultanten und die Anzahl der gemeinsamen Lisungen fiir identisch. 
Er scheint hierbei von einer anderen Ansicht tiber die unendlichen gemeinsamen 
Werthsysteme (vgl. 1. c. p. 101) auszugehen als die in der analytischen Geometrie 
iibliche ist. Ich habe dieselbe im § 8, ausfiihrlich begriindet. 
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a) Die Ausdriicke 

ty B, — a B,=A,, @;8,—%,B,=A,, @, B, — a, 8, = A, 
diirfen nicht siimmtlich verschwinden. 

b) Ist A, nicht Null, und man fihrt an Stelle der beiden Ver- 
iinderlichen 2;, 2, wo i,k die nach Weglassung des Zeigers h noch 
iibrigen von den Nummern 1, 2,3 bezeichnen, in ®9=(0 Y=O u,v 
ein, so soll in den transformirten Gleichungen 


A; ® (2, ©, £3) = OD, (a, u,v), 


Aj, ¥ (a;, © £3) = Wr (Ha, U, v) 


von den Gliedern x", x’ wenigstens eines nicht verschwinden. D. i. 
u = 0 v =0 ist nicht ein Schnittpunkt der Curven 0 = 0 ¥ = 0. 

c) Der Ausdruck w:v darf nicht fiir zwei der gemeinsamen Werth- 
systeme 2, 2, 2,” denselben Werth erhalten — oder der Punkt 
u=0O v =O soll nicht auf der Verbindungslinie von zwei Schnitt- 
punkten beider Curven liegen. 

Bildet man nun die Resultante von ,, ¥, in Beziehung auf 2, so 
findet man 

R, (u,v) = RM, Wr) = Az” E (u,v; «, B), 
Th 
wo E eine ganze homogene Function der «,v von der Dimension mn, 
und eine ebensolche der «, 8 von derselben Dimension ist, welche 
niemals identisch verschwindet und falls vorstehende Bedingungen noch 
fiir andere Werthe des Index hk als den eben gewihlten zutreffen, 
immer dieselbe bleibt. 

Satz. ,,Jedem gemeinsamen Werthsysteme x,, x"), x,” entspricht 

ein Wurzelfactor der Resolvente E 


wo”) — vu) = 0 (6,2, + Bx, + 2) 
— 0 (a, 4, + a2) + a, 2,”), 

und die Zahl, welche anzeigt, wie oft derselbe in E vorkommt, bezeichnet 
genau die Multiplicitét des Punktes x,, x, , a,” als Schnittpunktes 
der Curven 0 =0, ¥ = 0.“ 

yE enthalt keine anderen Factoren als die ebengenannten, so dass 
die Summe der Multiplicititen aller Schnittpunkte mn betriigt.“ 

Der Einfachheit wegen sei h = 1; so dass man zu setzen hat 
(1) A, x, = A,x, + Bu —a,v, A,x, = A,x, — Bw + av. 
Man sieht unmittelbar, dass der Coefficient von 2,* in 9, eine ganze 
homogene Function der u, v von der Dimension m—i., und eine eben- 
solche der a, 8 von der Dimension m+ k. Da nach Voraussetzung 
das Glied 2," ®(A,, .A,,A,) in ®, und das Glied x," ¥(A,,A,,.A,) in 
¥, nicht zugleich verschwinden sollen, so kann R, nicht identisch Null 
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sein. FR, ist homogen in w,v und von der Dimension mm; und eben- 
falls homogen in Beziehung auf die sechs Coefficienten «, 6 und von 
der Dimension 3mn. 

Nach dem Vorgange des Herrn Kronecker lisst sich R, un- 
mittelbar aus FR, ableiten, woraus ersichtlich werden wird, dass R, 
den Factor A,”" enthélt und dass 


R, : A,™* = R, : A™* = E (u, v; «B). 
Um &, zu bilden hat man in 9, ¥ fiir v,, 2, zu substituiren 
A,x, = A,x, — Byu+a,v, A,%, = A,%, + Bu — av 


und nachher z, zu eliminiren. Statt von den urspriinglichen Coordi- 
naten x iiberzugehen zu den eben angenommenen 


Rivet. BF ¥3 = 
kann man auch zuerst auf das System 


" Y= %, =U, Y=v 
transformiren und hernach den Uebergang zum Systeme y’ ausfiihren. 
Dabei ergeben sich, wie leicht zu ermitteln ist, folgende Transfor- 
mationsformeln : 

, , ee, Agy; Agy; 
hi z % +4 — i te &o _ > o> ? ’ 
wodurch ®, (x, , wv, v) = D, (Y;, Yo, Ys) im Dy (Yo, Ys’, Yr’) = Vy (Zp, U, v) 
iibergefiihrt wird. Man findet daher nach dem Satze tiber die Trans- 

formation der Resultante 
\ A ° A y; A mn 
R, = R{%,, Ys) = R,( 7 a i )= (4) R, (u,v). 

Nun ist R, eine ganze Function der a, B, sowie R,, also muss R, 
den Factor A,”” enthalten. Setzt man wie oben 

R, = A,™*E (uv, eB), 
so folgt auch 

R, = Aj" E (uv, ap), 
und ebenso natiirlich 

R, = A,”" E (uv, wf). 


Die Resolvente E (uv, @f) zerfallt nun in mm Factoren wo’ — vw, 
worunter auch gleiche vorkommen kénnen. Unter den Wurzeln der 
Gleichung E = 0 erscheinen selbstverstiindlich alle folgenden 

u” oy”) 
a 24) + pq") + arg” oa By ey! + By arg + Bz,” 
Umgekehrt: ist u’, v’ eine Wurzel von E = 0, so existirt nothwendig 
ein Werth ,', so dass 


®, (2,00) =9, ¥, @,w, 07) = 9. 
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Setzt man «,', wu’, v' in (1) ein, wodurch man 2,', 2, erhalten midge, 
so folgt auch, da 
A," O(&, £,%3) = 0(A,2,, A, x, + B,u — av, A,x, — B,u + a,v) 
=, (x, u, 0) 
u. 8S. W., 
O(a, 22’, 25’) = 9, W(x)’, &', wy) = 0. 
Somit muss 2,’, z,’, 2, eines der Werthsysteme sein, welches beiden 
gegebenen Gleichungen geniigt. 

Nach c)erkennt man ferner, dass verschiedenen Punkten 2," ,2,, x,” 
verschiedene Wurzelfactoren der Resolvente entsprechen. 

2. Es ergiebt sich leicht, dass die in dem Satze der vorhergehenden 
Nummer als Multiplicitét des Punktes x,°) x,” x, bezeichnete Zahl von 
dem urspriinglich gewidhlten Coordinatensysteme der x,x, 2, unabhingig, 
somit eine geometrische Grdsse ist. 

In der That fiihren wir an Stelle dieser Coordinaten neue: X, X, X, 
ein durch die Formeln 


(1) Ly, = Cry X, + ¢y,2 X, oh C),3 X, (h = 1,2, 3), 
wodurch die Functionen ®, ¥ beziiglich in ©’, ¥’ iibergehen sollen, 
so dass 
® (64, Xy + Cy. Xy + 3 Xy, ++) ® (X,, X,, X;) 
u. s. w. Indem wir die linearen Functionen 
(2) wa’ X,+a/X,+a,/X;,, v= X, + BX, + B, X, 
in der oben angegebenen Weise benutzen, bilden wir E’ (w’, 0’; a’, B’). 


Dabei mége A,’ als von Null verschieden angesehen werden, so dass 
wir E’ durch Elimination von X, aus den Gleichungen 


A," 0 = 0, (X,,w,0), A/*V=Y¥, (X,, 0) 
erhalten. 

Um von den Gleichungen 0 = 0 Y =O auf die letztgenannten 
zu kommen, wurden nach einander die Coordinaten 2, 2,7, durch 
X, X,X, und diese durch y,y,y, d. i. 

4%=X%, =v, y= 
ersetzt. Wir kénnen aber auch diesen Uebergang so ausftihren, dass 
wir zuniichst von 2,%,%; zu %, YY, transformiren und dann noch 


xz, durch X, ersetzen. Es seien y,,, die adjungirten Elemente des 
Schemas 


? lo. |= C(> 0) 
un 
5 Par + Gy’ Yaz + Gs Yang = On) | 
3 3 J Ate h = 1, 2,3); 
@) i; Yn,1 + By Yi,2 + Bs Yas = Bi ‘ 2,3); 


so dass man hat 
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A, = &, By — 0B, = C (C,, Ay + Cy) Ay + Cy3 Ay), 

A, = a8, — «By = C (6, ,'Ay + C59 Ay’ + C3 As); 

A, = @,B, — a, B, = C (€5,, Ay’ + Czy Ay’ + C,3 Ay): 
List man die Gleichungen (1) nach X, X, X.,, auf und substituirt in (2), 
so folgt 
(4) C+ y= 0%, + a4, + a2, C- Ys = Bx, + B,%, + By%;, 
durch welche Formeln die erste der obigen Transformationen vollzogen 


werden kann, falls man annimmt, dass A, >. Fiir die zweite folgt 
aus der Gleichung 


Hy = C14, Xy + Cy, Xy + C4, Ay 
in Verbindung mit beiden Gleichungen (2): 
A ’ , , ’ , 
(5) GX, = Ay + (€13Be’ — €42Bs) Yo + (Cra %3 — C132’) Ys” 
Vermége der Gleichungen (4) findet man 
A," ® (&,, %,, 3) = , (@,, Cy,, Cys), 
wo ®, dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 1., und 
A ’ . P - A m 
®, Gr X,—-+-, Cyy, Cys) = O/ (X,, % vs) (4°) 


Aehnliche Formeln vermitteln die Functionen ¥Y und ¥,’.. Demnach 
ergiebt sich 


S {,, ¥,'} - Pe E’ (y.,Y3: « B’) 


A; \2mn A mn : ' 
=(4) / CA, R {®, (x, Cy,, Cys), Wi (++ -)f ? 
worin der dritte Factor nach Nr. 1. = A,""C"™"E(y,y,, @B). Substituirt 
man dafiir diesen Werth, so folgt schliesslich die Identitiit 
(6) E’ (u', o'; «' Bp’) = E(w’ v’; «B); 
dabei hat man fiir «,, 8, die Ausdriicke (3) zu setzen. 
Ist bei beliebigen a, 6 


E (uv; « B) = [ [hem ie vu \"r , 
r ° 


so folgt nach (6) 
e’ (u'v’; a’ B’) oni / l fu’ v”) — utr mr ‘ 


jedoch fiir a, B, die Werthe (3) gesetzt. Es kommt mithin in E’ jeder 
Wurzelfactor genau so oft vor, als der entsprechende in E. Denn da 
nach (3) 

uw = 4,27, 4+---=C {a,’ x,” + a,’ Xx,” + «,’ X,} ’ 

vi) = O46) X, + By X, + By XL}, 
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so kénnen zufolge der Bedingung c) in Nr. 1., der auch die Geraden 
u’ =O, v =O geniigen miissen, nicht zwei Factoren wy” — v'u 
einander gleich werden. 


§ 2. 
Die Resolvente der endlichen Schnittpunkte. 


3. Die Bedeutung der allgemeinen Resolvente E(uwv,aB), welche 
identisch verschwinden wiirde, falls der Punkt w—0, v =O ein 
Schnittpunkt beider Curven wire, besteht darin, dass sie durch ihre 
irreducibeln Factoren die irreducibeln Theile des Schnittpunktsystemes 
® =0, ¥Y =O kennen lehrt. Die unendlichen Schnittpunkte, wofiir 
z,") == 0 ist, bilden immer solche Theile. Bezeichnen wir die Coordi- 
naten derselben mit §,, §,0, so hat man dafiir 


wv) — yu = u(B,E, + £6) — v(a, 6, + a, &,) 
= §,° (B,u — av) + & (Bu —a,). 
Der Complex der Factoren 
Luo) — yal mi 

bildet einen in den Coefficienten der Gleichungen ® = 0, ¥ = 0 ganzen 
rationalen Ausdruck. 

Dies ergiebt sich sofort durch folgende Specialisirung von E. 
Setzen wir 

U = G,%, + GX, v=, 
so dass 
A,=a,, A,=— 4, A,=0, 
so kénnen @,«, noch immer auf unbegrenzt viele Arten so angenommen 
werden, dass die beiden ersten Bedingungen in Nr. 1. erfiillt bleiben, 
also E nicht identisch verschwindet. Man wird auch leicht bewirken, 
dass die Gerade a,x, + a7, =O nicht zwei endliche Schnittpunkte 
beider Curven verbindet. Unter dieser Voraussetzung giebt die Resol- 
vente, die wir nur mit E (w,2,; @,,@,) bezeichnen, noch immer die 
Multiplicitaét aller endlichen Schnittpunkte in der oben festgesetaten Weise 
an. Ks ist 
E(u, Ws 5 @ a) 


Nie [ [280+ 8} ; [ [iuz- Ml (Oey, ey 329%) }™ , 
i k 


wo der Index & sich auf die endlichen Schnittpunkte bezieht. Da 
dieser Ausdruck eine ganze Function der Coefficienten von , ¥ dar- 
stellt, so kann man unmittelbar schliessen, dass auch der Coefficient 
der héchsten Potenz von uw, d. i. wenn x, = 1 gesetzt wird, 


[ [ke f+ a, AD 
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eine ganze Function der genannten Coefficienten sei. Somit wegen 
der Willkiirlichkeit von «,, @, auch das Product 


| ] (uv — vuln 
i 


in der allgemeinen Resolvente. 
Betrachtet man die Gréssen @,, @,, — «: 2, als Liniencoordinaten, 
so stellt die Gleichung 
E(u, 3; @,,@) > 2y"" = 0 
das Product der Gleichungen aller mn Schnittpunkte der beiden 
Curven dar. 
4. Um zu den Coordinaten 2, y zuriickzukehren, hat man 


% =£, % =y, @ =1, 
2% =a, 2%—=—y%, 2% =—1 
zu setzen. Dann wird die Resolvente der endlichen Schnittpunkte 
E (uw, 1; a, @) = E(u; a,, a) 
definirt durch die Gleichungen: 
R F(z, aS), (G-- I — vn E (wu; a, @) , 


RLFC), Gd) (— gy EG ae): 

Um dieselbe zu erhalten, fiihrt man demnach in die urspriinglichen 
Gleichungen statt einer der Verinderlichen x, y « ein durch die Formel 
u = a,x -+ ay und eliminirt die andere. 

Es soll nun im Folgenden gezeigt werden, dass die Multiplicitit 
eines endlichen Schnittpunktes x,y, beider Curven F = 0, G = 0, wie 
sie im Vorstehenden definirt wurde, iibereinstimmt mit dem Exponenten 
von x — x, aus dem in der Resultante X vorkommenden Producte 


IT. — ys); 


worin y,, y's nur auf diejenigen Wurzeln der Gleichungen F =0, G=0 
bezogen werden, welche fiir x= 2, in y=y, tibergehen, d. i. durch 
diejenigen Reihenentwickelungen dargestellt werden, welche in der 
Umgebung der Stelle x,y, stattfinden. 

Der Beweis dieses Satzes gelingt nur in einfachen Fillen durch 
directe Vergleichung von E(u, a,a,) mit X. Wenn E(u; 1,0) nicht 
identisch verschwindet (was aber voraussetzt, dass wenigstens eine der 
Gleichungen J’ = 0, G=0O von demselben Grade in y ist, als ihre 
Dimension in x, y betrigt), so hat man 

E (a; 1,0) = X, 
woraus der Satz unmittelbar folgt, falls neben a, y, kein anderer 
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(endlicher) Schnittpunkt mit der Abscisse x, vorhanden ist. — Auch 
wenn wenigstens entweder die Function f, (x) in x vom Grade uw’, oder 
Go (x) vom Grade v’ ist und wenn fy’ (x), gy (x) keinen Theiler in x 
gemem haben (d. i. wenn die beiden Curven keine zur y- Axe parallele 
Asymptote gemein haben), lassen sich E(u; @,e,) und X in unmittel- 
bare Beziehung setzen (vgl. Nr. 27.). Bei weiterer Specialisirung von 
F,G scheint dies in allgemeiner Weise nicht mehr mdglich. Es wird 
daher nichts iibrig bleiben als zu bestimmen, wie oft das oben erwihnte 
Product Tl’ den Factor x — x, und wie oft E(u; a@,a,) den Factor 
U — &,X%, — ay, enthilt. 


§ 3. 
Hilfssiitze iiber die Umkehrung der Reihen. 


5. 1. Satz. ,.Ist gegeben die nach ganzen positiven Potenzen 
1 


von x’ fortschreitende Reihe 


1 r 
a+ a+— 
(1) Y = MX + a,x ee Tt («>0), 


so liefert dieselbe fiir x eine einzige Umkehrung nach Potenzen 
1 
y \@! 
von (2) 
" 


1 414i dy 
(2) w—(")"40,(2)* 4-402) “He, 


Ay 


wo b, = — a,: aa, und allgemein 
1 a ° ‘ a a | 
b, = — —--*--+ ganze Function von —', * ..-—— .“ 
« ay - ty ay ay 


Daran schliesst sich folgender 
2. Satz. ,,Wenn die Reihe (1) in Wirklichkeit nur die folgenden 
Glieder enthilt 


(3) y= aye + aot +--+ ae +... 4, 
und die Exponenten a, a ---a*—') den kleinsten gemeinschaftlichen 
Nenner 1, <1 besitzen, so haben die auf das erste Glied folgenden 
Glieder der Reihe (2) Exponenten vom Nenner J, «. 

Ist a) der erste Exponent in (3), der sich nicht mehr auf den 
Nenner /, bringen lisst, so ist in (2) das erste Glied, dessen Exponent 
sich nicht mehr auf den Nenner /,@ bringen liisst, sammt seinem 


Coefficienten 
al$)4-4 


1 a “y 2s ‘“ 

rare 5. 
Setzt man in (3) «=r! und 1=1,g(g>1), so beginnt diese 
9* 





132 O. Sronz. 


Reihe mit s Gliedern, deren Exponenten Vielfache von g sind. Stellen 

wir daher der Gleichung 

(4) y= att... tamer... 

die folgende ; — 
y =aytt'+---+as—-) re ‘ 

gegeniiber, deren Umkehrung die Form hat 


v=o {1+ oa%9(o%)} yy =ao", 
so ist unmittelbar ersichtlich, dass der Anfang der Entwickelung von 
t nach Potenzen von , wenn 
y — ay a! 

ist, aus der Gleichung (4) von der Form sein muss 

r= {1+ 079(a) — = et Sn 
woraus durch Erheben zur Potenz / obiger Satz unmittelbar folgt. 
Denn /(a®— a) kann unmdglich ein Vielfaches von g sein. 

6. Nunmehr schreiten wir zur Definition der fiir eine Entwickelung 
von der Form (1) charakteristischen Zahlen. Fiir unseren Zweck wihlen 
wir die folgenden: 

1) Die Werthe der Exponenten «, «, ---«,, welche so bestimmt 
sind, dass «, der niichst héhere Exponent in der Entwickelung (1), der 
sich nicht mehr auf den Nenner bringen liisst, welchen « in seiner 
reducirten Form besitzt; «, der nichst héhere Exponent nach «,, dessen 
Nenner nicht mehr in dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfache V, 
der reducirten Nenner von «, und «a, enthalten ist u. s. f. «@, endlich 
ist der kleinste Exponent, dessen Nenner in der reducirten Form / 
selbst ist. 

2) Ist in der reducirten Form 


amt, ya, - 
so fiigen wir zu den obigen (s+ 1) Zahlen noch die folgenden (s + 1) 
ganzen Zahlen: q, V,, V.--- Vs-1,1, wo V,, wie schon bemerkt, das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von qg, g,; V. das von q, q;, q.°-*, 
endlich V,_, das von q, q, - ++ Qs-1 bedeutet. 

Die genannten 2s + 2 Zahlen mégen die Halphen’schen Zahlen 
heissen. Sie sind zwar von jenen Zahleni, welche Herr Halphen als 
charakteristische eingefiihrt hat (vgl. Liouville’s Journ. 3. sér. Bd. II. p. 89), 
verschieden, doch lassen sich die Jetzteren durch die hier gebrauchten 
unmittelbar ausdriicken. Von den a. a. O. mit g, g,,--- qs bezeich- 
neten Zahlen stimmt g mit der oben ebenso bezeichneten Zahl iiberein, 
weiter ist 


«= 


af _— ; ar 
q’ n= a oy 


- aa 
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Die andere Gruppe p, p,,-+ ++ ps, wird durch die Formeln gefunden 
p=aq, pp=V,(%—«e), py = V,(@,—a),+++,p,=1(a,—a). 
7. Herr Halphen hat nun einen wichtigen Satz aufgestellt, den 


wir hier folgendermassen wiedergeben : 
3. Satz. ,,Sind 


O<aca-+-<a; q, V;, Var-+, Vi-1,1 
die charakteristischen Zahlen der Entwickelung 
y= ayat tee + Apart. Anam te... + Apts bee, 
so sind fiir die Gis as Reihe die charakteristischen Zahlen 
1 a,+1 
p= — -» Bye ett —1,°:-, B= _ 
aq, @V,, @V,,-++, a@Vs-1, al. 


—1; 


Die Entwickelung selbst lautet: 


enld)' +. Ah 4-2 BE. 


Herr Halphen hat a. a. O. einen Beweis dieses Satzes nicht 
mitgetheilt. Er folgt jedoch, wie ich bereits bei der ersten Durchsicht 
der genannten Abhandlung bemerkte, leicht aus dem 2. Satze. In der 
That ergiebt sich nach demselben, dass in der ersten Liicke Glieder 
stehen miissen, deren Exponenten sich auf den Nenner ga =p bringen 


lassen. Das Glied (“y ist das erste, welches diese Kigenschaft nicht 
0 


mehr besitzt. Dabei ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache W, von 
p und des Nenners s, der reducirten Form von B, genau «V,, Setzt 
man namlich mit Herrn Halphen V, = ql, und 


atl + a . 
so ist k, relativ prim zu gs Nun ist einerseits 


Gyo HE — le + Fy 








a pl, ? 
andererseits hat man W, = pn, und 
B, = 4+ —- ’ 
wo m, relativ prim zu ,. Daraus folgt m,=—k,, n, = 1, also 


W,=pl,—aV,. 

In der zweiten Liicke stehen Glieder, deren Exponenten sich auf 
den Nenner « V, = W, bringen lassen. Vom Exponenten £, gilt dies 
nicht mehr und zwar ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache W, von 
p und der reducirten Nenner von B,, 6, genau « V,. Denn man hat wieder 
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k 
V,= Vil, a, =a, + Vi , 
wo k, relativ prim zu /,; und daraus 

a+ 1 k 
B, = . —1=—,,+ W,- 
Andererseits sei W, = W, - », und 


m 

B, = B, + Wm ? 
so ist m, relativ prim zu », und daher n, = l,, also 
W,= W, -1,=«V,l,=—aV,,. 
U. s. f. 

1 
8. Die Coefficienten a, der nach Potenzen von x‘ fortschreitenden 

Entwickelung (1) sind, weun diese Wurzel aus ~ als eindeutig definirt 
betrachtet wird, vieldeutig; man erhilt aus einem Werthe alle iibrigen 
durch Hinzufiigung der w'e? Wurzeln der Einheit, wenn w der Nenner 


des Exponenten a + -F in der reducirten Form ist. Wird gesagt, 


dass in einer zweiten Entwickelung 
y= a,ae+-:-- 


alle Glieder bis einschliesslich des Gliedes  * ‘ dieselben Coefficienten 
besitzen, so ist.damit eigentlich gemeint, dass av = «a sei. Sollten 
aber a, a; das erste Paar verschiedener Coefficienten sein, so kann 
ihr Quotient nicht eine we Wurzel der Einheit sein. 


§ 4, 
Es wird bestimmt, wie oft der Ausdruck TT’ den Factor «—., enthalt. 


9. Um zu ermitteln wie oft der Factor « — x, in dem Producte 
jener Differenzen y, — y, erscheint, welche von solchen Wurzeln der 
beiden Gleichungen F’ = 0, G0 gebildet werden, die fiir lim « = 2, 
in y, tibergehen, stellen wir jede Gruppe dieser Wurzeln der ersteren 
Gleichung mit jeder Gruppe derselben aus der letzteren Gleichung zu- 
sammen. Die Summe der auf diese Weise erhaltenen Exponenten von 
“ — %, zeigt an, wie oft dieser Factor in TI’ vorkommt. 

Fiir die Gleichung F =O bestehe irgend eine der genannten 
Gruppen aus |, fiir G =O irgend eine aus /’ Wurzeln. Die erstere 
Gruppe sei dargestellt durch die Entwickelung 

Y — Yo =A (X—H)* +--+, (@>0); 
die letztere durch die Entwickelung 
Y — Yo = % (L—%H)* +--+, (# >O). 
Bei der Untersuchung der von diesen Wurzelgruppen herriihrenden 
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lv Differenzen in TT’ hat man zu unterscheiden, ob a > a’ oder a<a’ 
oder « =’ ist. Setzt man 

On ee 
}? t? 
so ergiebt sich der Factor « — 2, im ersten Falle genaw el mal, im 
zweiten genau el mal, im dritten, wenn bereits die Coefficienten a,, a,’ 
verschieden sind, zufolge Nr. 8. genau el’ = e'l Male. 

10. Ist aber a=’ und a,—a,, so mag (w©—az,)’ (B>a) das 
erste Glied sein, dessen Coefficienten in den obigen Entwickelungen 
sich unterscheiden. Dann hat man folgenden Satz. ,,Sind a, a,,++-a; 
qd, Vi,+-++ Ve diejenigen charakteristischen Zahlen der einen, wie der 
anderen Entwickelung, welche auf den gemeinsamen Anfang der beiden 
Reihen — also bis zum Gliede (x—2,)’ ausschliesslich — entfallen; 
so liefern die betrachteten Gruppen den Factor x — x, genau Q mal: 


gat (e(1—2) +a pte H+ 
+ u(y" * —y)+ ‘ake 


Dieser Ausdruck hiingt nur von den Halphen’schen Zahlen im 
gemeinsamen Theile beider Reihen und von dem Exponenten desjenigen 
Gliedes ab, bei dem die Reihen von einander sich zu unterscheiden 
beginnen. 

Beweis. Es sei L das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
1, U', so dass wenn # der grésste gemeinschaftliche Theiler dieser Zahlen 
und l= #h, 1 =@h' ist, L=—lh' =Th. Ferner bezeichne ¢ eine 
primitive L'e Wurzel der Einheit. Denn hat man fiir die /'°* Wurzeln 
der Einheit 

é- =v" (r==x0, 1---1— 1), 
und fiir die 7‘ Wurzeln der Einheit 
& =v (s=0, 1---U— 1). 


Ua oe : 
Setzt man «— 2 = &, so kann man //€ und /€ so bestimmen, 
dass wenn w, wu ganze Zahlen sind von der Art, dass 


u uw 
eT 


ge — (eG). 
Die hierher gehérigen //’ Differenzen y, — y, bestehen demnach an- 
fanglich aus Gliedern von der Form 
(a) ke {et—a,"} a Ee { vee as on . 
welche verschwinden, falls (r—s) h’'w=0 (mod. L). Wenn nun die 
reducirte Korm von @ 


auch ist 
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so ist 
Lv Wu(r—s) __ vir—s) 
w? L a 
Also verschwinden die Differenzen (a) dann und nur dann, wenn r — s 
ein Vielfaches von w ist. Setzt man noch 1 = fw, I’ =/’w, so ent- 
fallt das Glied (a) aus fl’ = f’l Differenzen y, — y,. 

Dieses vorausgesetzt seien in reducirter Form 


hu 


p P 
q” Sar “= ht 

Das erste Glied (a) & (e?? —e,?”), wobeil = q-y, ' =q-g sei, ver- 
schwindet dann und nur dann, wenn r —s durch g theilbar ist, in 
welchem Falle aber auch alle Glieder von y,—y, bis zu dem mit 
Factor § ausschliesslich verschwinden. Diejenigen Differenzen y, — y,', 


in welchen schon das erste Glied stehen bleibt, liefern nun — in der 
Potenz 


(b) a (Wl —gl) =U - a(t — ‘). 


Das Glied mit §* , das nunmehr in gl’ Differenzen y, — y,; den 
Anfang macht, verschwindet aber, falls r — s auch durch gq, theilbar 
ist. Da jetzt r—s durch V, ebenfalls theilbar ist, so verschwinden 
mit ihm alle Glieder bis zu §&*. Setzt man wie in Nr. 7. V, = ql,, 


so muss in r — s == qd d durch I, theilbar sein. Dies findet statt ini 
ae -f von den zuriickgebliebenen Differenzen. Diejenigen unter ihnen, 
i 


| 


in welchen §* am Anfange sich behauptet, liefern somit € in der 
Potenz 


V , 1 1 
(c) a, (gt _ S-) = lla, . cn 7)" 
Von den noch iibrigen Differenzen y,— y,, deren Anzahl gl : |, 
=I: V, betriigt, beginnen nur diejenigen wirklich mit &* , wofiir 
r —s=V,d, nicht durch q, theilbar istd.i., wenn wieder V,= V, l,, d, 
nicht durch /,. Die Anzahl derselben ist 


gv og KhClhuWWhULLCUW,, 
sie geben & in der Potenz 
(a) ~~ a) 
ay, V; 


Und so geht es fort bis zu denjenigen Differenzen y, — y,, welche 
mit &** beginnen und noch & in der Potenz 
W iv 
(e) AT TY, 
liefern. In der That sind noch . Differenzen vorhanden, in denen 
t 
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auch §*' und alle noch zum gemeinsamen Theile der beiden Ent- 
wickelungen gehérigen Glieder verschwinden. Sie beginnen aber sicher 
mit §?; denn wie bereits in Nr. 8. bemerkt ist, kann der Quotient der 
Coefficienten von § keine w'* Wurzel der Kinheit sein (w Nenner von 
6 in reducirter Form). Demnach folgt aus ihnen §€ genau in der 
Potenz 


W 
(f) an B- 
Die Summe der Zahlen (b) — (f) ist eben Q. 
11. Im 11. Bande dieser Annalen (p. 59) habe ich unter Voraus- 


setzung, dass 1 = sei, fiir die Multiplicitét des Schnittpunktes 2, y, 
den Ausdruck aufgestellt: 


& = ky(l— Qo) + hy (Q9>—@1) + + + + hr—1(0r—-2— Or—1) + fr Ort. 
Hier waren die Exponenten der im gemeinsamen Theile beider Ent- 
wickelungen wirklich vorhandenen Glieder 

il oy Ben, 

A F vai 
k,:l der Exponent des ersten Gliedes, das verschiedene Coefficienten 
besitzt. Ferner bezeichnete g, den gréssten gemeinsamen Theiler der 

Zahlen ky, 1; 9, den von k,, g, u. s. f. g--1 den von k,_1, @r—2- 

Lasst man aus dem Ausdrucke w diejenigen Glieder weg, welche 
thatsichlich Null sind, so gelangt man ebenfalls auf die Zahl Q der 
vorigen Nr. 

In der That es sei 


ko aia 
"oes radian q’ 
also 1 = @,q. Nun sind durch eine Reihe von Gliedern 
a. eo 
g l l 


die reducirten Nenner q oder Theiler von q, folglich miissen k,, k, 
durch 9, theilbar sein, so dass 

eh: Oy Oye < ° 2s Oa 
Ist a, der erste Exponent, der sich nicht mehr auf ‘den Nenner q 
bringen lisst, so folgt zunichst 


p=P (e(1—)+a(7—f)+--+}, 


wobei g; den gréssten gemeinsamen Theiler von g, und /; in 


a Ps 


Rapes poe 
bezeichnet. Setzt man V, = q,l,, so ist leicht zu sehen, dass gy : 9; 
ein Vielfaches von J, sein muss; denn 
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See | 
@ . @; 
muss durch V, theilbar sein. — Man findet somit 
® hl, (b>), 


a 
und da k;: 9; noch durch h theilbar sein miisste, so folgt h = 1, in- 
dem g; grésster gemeinsamer Theiler von k;, 9, sein soll. Es ist also 





i all oe 
ee 
q. e. d. — Schliesst man in &hnlicher Art weiter, so gelangt man 


leicht zur EKinsicht, dass w mit @Q iibereinstimmt. 


§ 5. 
Es wird bestimmt, wie oft die Resolvente E(w; «:,«,) den Factor 
u — u, enthalt. 
12. Setzt man in der ersten Formel fiir E(w; «@,@,) in Nr. 4. 
U= 0,0, & =a,6, (v—6xr+y) 

so folgt 

gw E (0; 06, 0,) = R{F(#, v—s2), G(-+-)} =E(r;9, 1). 
ae x 


Demnach ist, wie bereits in Nr. 3. angedeutet wurde, E(u; a,c,) in 
Beziehung auf u, «,, &, eine ganze homogene Function von der Dimen- 
sion mn und man hat 


E (w; a, o,) = a" E(v; 6, 1). 
Somit kann man sich darauf beschrinken zu untersuchen, wie oft 
E (v; 6, 1) den Factor 
wore = {62a + yof 
enthilt. 
Die Gleichungen 
(1) F,(#,v)=F(«e,v—6z)=0, G, (a, v) = G(x, v—ox)=0 


sind bei willkiirlichem 6 in x beziiglich vom Grade m,n. Und zwar 
haben 2”, 2" die Coefficienten 


A, = U,n(1,—6), B,= V,a(1, —é). 
Bezeichnen nun X, X,--- X,, die Wurzeln von F, =0; X,’ X,'--- X,’ 
die von G,=—0 bei beliebigem v — welche Zahlen stets endlich 
sind —; so findet man 


E(v;36, 1) = 4" Bn] [(x,— X,), 


r=1,2---m 
$=1,2---n/° 
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Zur Lésung unserer Aufgabe stellen wir die Reihenentwickelungen 
von X, X’ aus den Gleichungen 


F,(X,v)=0, G,(X',v) =0 


-in der Umgebung von v = vy auf. Dabei brauchen wir nur diejenigen 


zu beriicksichtigen, welche fiir v =v, X = X’ = X, geben. Aus (1) 
folgt aber, dass in diesem Falle X,, v,-—oX, ein gemeinsamer 
Schnittpunkt der Curven F = 0, G =O sein muss. Wiirde man aber 
setzen 

X,=%, mM~—OX—y, 
unter 2,y, einen von 2) ¥y, verschiedenen Schnittpunkt der Curven ver- 
stehend, so hitte man 


Yo —% + 6(a%—x,) =0 
d. i, 6 wiirde einen der Werthe annehmen, welche in Nr. 3. ausdriick- 
lich ausgeschlossen wurden. Demnach finden die hier in Betracht 
kommenden Entwickelungen nur in der ae des den Gleichungen 
(1) gemeinsamen Punktes 2, v, statt. 
13. Solehe Entwickelungen ergeben sich fiir jede der Gleichungen 

z. B. F, =0 aus jeder Reihe 
(2) Y — Yo = My (% —%)* + +--+ Ay (%—Hq)™ + 
vermége der Gleichung 
(3) U— y= 6(4@— HX) +Y — Yo = 6 (4-2) +44 (% —%y)*+--- 
Nach dem Satze in Nr. 7. erkennt man sofort, dass im Falle «> 1 
die charakteristischen Zahlen fiir die Entwickelung von x — x, = X — 2, 
nach gebrochenen Potenzen von v — v, dieselben sind wie die der Reihe 
auf der rechten Seite der Gleichung (3), d. i. wenn 

amt, a, + +20: g, Vi, Vore+ Vers, b 
diese Zahlen sind fiir die Reihe (2), so sind die Zahlen fir die Ent- 
wickelung X — xy, falls g>1(«@> 1): 

1, @, Gy + Oy} 1, q, Virr+ Vea, U5 
falls q=1(a@>1): 

i a ° * &sj 1, Vi» Vi + » Vy-1, l. 
Die genannte Entwickelung ist rah im Falle : >la>il 


(4a) X—m=®...—S(*f4...-4 A(2)"4.-. 
(wobei v — v, = @ gesetzt ist); im F ve q=1l,a>1 
WW Kage dt APE 


Im Falle q=a=1 endlich hat man hier 6 durch 6 + ay zu er- 
setzen. Dann aber muss man zu den friheren Beschrankungen von 
6 (Nr. 3.) noch hinzufiigen, dass 6 + a, nicht verschwinden darf. 
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Wenn dagegen « <1, so sind die charakteristischen Zahlen der 
Reihe fiir X — x, offenbar genau dieselben wie die der Reihe x — x», 
welche aus (2) erhalten wird. Es gelten dafiir genau die Formeln in 
Nr. 7., z. B. es ist 


1 
@ \& 1A wo \P 
(5) X — a —(2) Tr Une we (2) st 

Da umgekehrt aus jeder Entwickelung von X — x, nach positiven 

ganzen oder gebrochenen Potenzen von w vermége der Formel 

¥ — ¥) = @ — o(%— 4) 
eine Entwickelung von y — y, nach positiven Potenzen von xz — 2, 
folgt, so erhellt, dass es ausser den durch die Forme!n (4), (5) ange- 
deuteten Entwickelungen von X in der Umgebung der Stelle u,, x, 
keine anderen giebt, welche die Gleichung /’', = 0 befriedigen. 

14. Wenn wir nun die Entwickelungen von X — z, mit denen 
von X’ — x, paarweise zusammenstellen, um zu sehen, wie oft jedes 
Paar den Factor v — v, liefert, so werden wir mit Riicksicht auf die 
Unterscheidungen, welche in Nr. 9. und 13. gemacht werden mussten, 
folgende Fille zu trennen haben 


. #¢ ed, l<a<ce, 
l=a<ce, 
a<ci,e>l, 
a<e=ol, 
cad is 

ll. a>ea@ 

mit den fiinf analogen Unterarten; 

Ill, aa’, «>1, 
a=, 
a < i. 


In den Fallen I, Il und im Falle II], wenn schon die ersten 
Coefficienten der beziiglich den Gleichungen F' = 0, G = 0 geniigen- 
den Entwickelungen 


fier (%—2)* +--°, 


(6) Y — Yo = My (L—%q)* + --- 


verschieden sind, erkennt man sofort, dass aus der betrachteten Gruppe 
von Differenzen X,— X, der Factor v — v, gerade so oft heraustritt, 
als der Factor «— x, aus der entsprechenden Gruppe der y, — y,. 
Nehmen wir z. B. den Fall I, 5 vor. Ist 
cm, of os S 
l 


1? 
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so tritt im letzteren Ausdrucke der Factor x — x, el-mal auf. Die 
entsprechenden Zweige X — x), X’ — a, sind jetzt beziiglich al = e- 
und «l’ =e'fach. Wir erhalten somit » — v, aus dem ersteren Aus- 
drucke in der Potenz 

5 -ee =el. 

15. Etwas ausfiihrlicher gestaltet sich die Betrachtung des Falles 
Ill., falls a, =a, ist. Dann sei (v—a,)’ das erste Glied, vom An- 
fange an gerechnet, dessen Coefficienten in den Reihen (6) sich von 
einander unterscheiden. 

a) Essei a> 1. Gufolge des 1. Satzes in Nr. 5. stimmen in der 
Reihe (4a) und der entsprechenden fiir X’ — x, tiberein alle Coeffi- 
cienten bis zum Gliede mit @?, bei welchem verschiedene Coefficienten 
stehen miissen. Entfallen nun auf den gemeinsamen Anfang der Reihen 
(6) die charakteristischen Zahlen 

Gy, Ay - ++ Ae q@, V,-°: Vi, 
so stehen im gemeinschaftlichen Theile der Reihen (4a), falls q > 1, 
die beiden Reihen zugleich zukommenden charakteristischen Zahlen 


1,a@,a@,++-a@; 1,q,V,---V. 


Bildet man damit und mit der Zahl 6 den Werth Q in Nr. 10., so 
findet man, dass derselbe ungeiindert bleibt: 


, 1 1 1 , 1 
sk ‘aes £ fain Conak) Da Wall oa) ai 
Aehnliches gilt, wenn q = 1 ist und wenn 
b) a=1 ist. 
c) Es sei a<1. Nach dem oben genannten Satze treten die 
Reihe (5) und die entsprechende fiir X’ — az) in den Coefficienten 
auseinander beim Gliede mit dem Exponenten 


@) ee wee, as 

woraus ersichtlich ist, dass zugleich mit der Ungleichung 
& < B< a4 (resp. a741) 

die folgende besteht 


a,+1 


+1 
B=! ——1 <p <-tt 


— 1 = B41 (resp. 6/41). 


Zusammengehalten mit Nr. 7. und 13. zeigt dies, dass auf den gemein- 
samen Anfang der beiden Entwickelungen von X —2z,, X’ — z, 
genau die charakteristischen Zahlen 


1 
> Byy+ ++ Bes ag, @V,, - > a Ve ' 


entfallen, welche somit fiir beide Reihen diese Eigenschaft besitzen. 
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Demgemiiss haben wir nach Nr. 10. — wenn al =e, al’ =e’ ist — 
zu bilden den Ausdruck 


al -ql Ald 1 1 a 1 a8 1 at: 1 y , 
R=ee}, ( wat Beg av,)+ +8(ay,-, w,) tev} 
Setzt man hier 


_ a +1 a a,+1 
B, =A — 1. Bp 
und fiir y den Werth (7), so folgt ohne Schwierigkeit 
, 1 1 1 B 
ey fe(I—g)t- te (a ok 9 )+ y.{—2@. 


t 


1 





Auch in diesem Falle liefert die Gruppe der ee’ Differenzen X,— X, 
den Factor » — v, genau so oft, wie die Gruppe der //’ entsprechen- 
den Differenzen y,—y, den Factor « — a. 


Damit ist endlich der in Nr. 4. aufgestellte allgemeine Satz voll- 
stiindig erwiesen. 


§ 6. 
Die Resultanten X und Y. 


16. Aus dem im Vorstehenden entwickelten Satze erhellt unmittel- 
bar, dass die Resultante X den Factor x — x, genau so oft enthiilt, 
als die Summe der Multiplicititen aller Schnittpunkte betrigt, welche 
die Abscisse « = a, besitzen (d. i, der Punkte x, = a,, x, = yy, %3 = 1), 
wenn nur x — x, weder Factor von f, (x) noch von g, (x) ist. Denn 
unter dieser Voraussetzung liefert keine der beiden Gleichungen F=0, 
G=0O fiir y Reihen nach steigenden, ganzen oder gebrochenen Po- 
tenzen von «— 2,, welche mit einer negativen Potenz dieses Aus- 
druckes beginnen. 

Da man in § 4. und § 5. die Veriinderlichen x und y vertauschen 
kann, so folgt auch der analoge Satz fiir die Resultante Y. Sie ent- 
halt, wenn f,(y) und g,(y) durch y— y, nicht theilbar sind, den 
Factor y— y, genau so oft, als die Summe der Multiplicititen aller 
Schnittpunkte betrdgt, welche die Ordinate y = y, besitzen. 

Es ist leicht zu zeigen, dass der letztere Sate auch dann noch 
richtig bleibt, wenn nur eine der Functionen f,(y), 9o(y) fiir y=yy=—b 
verschwindet. Nehmen wir an, es enthalte f,(y) den Factor y — b 
genau c-mal, wiihrend g,(b) nicht verschwinde. Ferner sei in 


a= 


F(a,y)= Qrarn-*' f(y) = 90, 


r, der kleinste Index von der Art, dass /,(y) nicht mehr verschwindet 
fiir y=. Setzt man in dieser Gleichung 
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f= — 
Zz 


und entwickelt z in der Umgebung von y = b, ¢ = 0, so erhilt man 
Potenzreihen von der Form 


(a) #= by —b)'+---, 
entsprechend einer Gruppe von | Wurzeln. Nach einem bekannten 
Satze (vgl. den Aufsatz des Verfassers im VIII. Bande dieser Annalen 
p. 438) folgt 

Zl=s,, Ze=c. 


Setzt man die Reihen 


=> y—b) '+--- 
0 
in das Product der Wurzeln 


(b) T[@—=), (r==1,2+-+ m—p; S==1,2---n—yv) 


ein, so ergiebt sich demnach, dass dasselbe y — 6 auch noch in der 
Potenz 

— (n—v)ZLe=— (n—v)c 
liefert. Diese negative Potenz von y — b wird aber durch den Factor 
f,"—” in Y vollstiindig getilgt. 

17. Wenn aber fy(y), 9) (y) beide fiir y = b verschwinden, so wird 
die in dem Ausdrucke f,"—" g5"—“ vorkommende Potenz von y — b nicht 
mehr viilig getilgt. Bezeichnen d, s, dasselbe in Bezug auf die Glei- 
chung G = 0, was c, 7, beziiglich F — 0 — so ergeben sich auch aus 
der ersteren Entwickelungen fiir x von der Form 

Ne 
tyr (y—b) +:-->, 
0 
wofiir 
Zl’=s,, Ze amd. 
Demnach folgt aus (b) y — b in der Potenz 
(c) — (n—v—sy) Le — (m—u—n,) Le —T 
= — (n—v—s,)c — (m—u—r,)d — T, 
wenn — 7’ den Exponenten von y — } in dem von den unendlichen 
Wurzeln, deren Anzahl bez. r,, s, ist, herriihrenden Theile von (b) be- 
deutet. Fiigt man (c) zu (n—v)c + (m—uy)d, so bleibt noch 
(a) cs + dr, —T =D 
d. i. eine Zahl, welche nicht Null sein kann. 

In der That folgt leicht, dass D nicht kleiner sein kann als die 
kleinere der Zahlen c,d. Stellt man die unendlichen Wurzeln gruppen- 
weise zusammen, so ist entweder 
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; >+ oder 5 <+° 
Die entsprechenden 11’ Wurzeldifferenzen liefern im ersteren Falle den 
Divisor y — b héchstens el’-mal, im letzteren genau le-mal. Ist L’ 
das grésste 1’ in den Paaren der ersten, Z das grésste / in denen der 
zweiten Art, so hat man 
T<cl'+adaL. 


Da nun unmiglich zugleich L=—vr,, L'=s, sein kann; — denn 
sollten nur Paare einer z. B. der ersten Sorte vorhanden sein, so hiitte 
man I = 0 zu setzen — so ergiebt sich 

T<cs,+dr, 


und ferner vermége 
D> e(s, — L’) + d(r) — L) 
auch der obige specielle Satz. 

18. Da die Resultante Y nur verschwinden kann fiir solehe Werthe 
von y, welche zu endlichen Schnittpunkten beider Curven oder zu ge- 
meinsamen Factoren der Functionen /,(y), go (y) gehéren, so kann man 
jetzt bemerken: Sind keine solche Factoren vorhanden, so ist der 
Grad qg in y von Y genau gleich der Gesammtmultiplicitit « der end- 
lichen Schnittpunkte. Sind aber solche Factoren da, so ist q griésser 
als e: q=e-+ A. — Aehnliches gilt beziiglich der Resultante X. 

Die niachste Aufgabe wird nun sein, den vorstehenden Ueberschuss 
A mit der Multiplicitét m, des Punktes z,—0, x, = 0 als Schnitt- 
punktes der gegebenen Curven zu vergleichen. 

Um m, zu bestimmen, setzen wir in O=O0, ¥ = 0 


_  — 
x, , x, 
d. h. in F=0, G=0 
oe ol 
_ ad a —* 


Es sei demnach 
t . 
mF, £)=Ht2, @(4, S)=Jea; 


also, wenn f(y), g)(y) beziiglich von den Graden uw —h, v —i in y 
sind und 


t , t 
ef, ()=qits), #-'g (4)= wit2) 
gesetzt werden, nach den Dimensionen der Glieder in ¢, 2 geordnet, 
H(t, 2)= 2" y, (t, 2) + Glieder héherer als w' Dimension, 
J (t, 2) = # w(t, 2) + Glieder héherer als v'*" Dimension. 


Die Ermittelung von m, erfordert die Aufstellung aller Entwickelungen 











= = 


3 
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von ¢ in der Umgebung der Stelle z = (), ¢ = 0 aus den Gleichungen 
H=0, J=0. Sie haben die Form 


t—a,2'+- 
(e) fiir die erste, 


dl 
=aje'+- 

fiir die zweite Gleichung. 

Zuniichst findet man, dass H(#¢,0) nur aus solchen Gliedern von 
F bestehen kann, die in # und y von der Dimension m sind. Sind 
diese in « vom Grade m — w — M, so ist in H(t, 0) das niedrigste 
Glied vom Grade « + M in ¢t. Demnach hat man 2/= a+ M. 
— Ferner ist 


(f) HO, 2) = 2"fa_—w (4) 
und daher, wenn /;,—.«'(#) vom Grade m — uw — 0, in & ist, 
Ze=—p+ d. 


Dieses vorausgesetzt, ist es leicht iiber die Reihen (e) noch Niheres 


zu erfahren. Sie zerfallen in zwei Classen, je nachdem ; > 1 oder 
; <1. Fir die Reihen der ersten Classe werde 4 , fiir die der zwei- 
1 

ten ‘i geschrieben. 

2 

Setzt man in H = 0 wieder 

t= zy, 

so folgt nach Division mit 2 


fo) + ef, (y) + ++- + 2" fin—u (y) =0, 
also fiir y, wenn die Wurzeln von /,(y) mit b bezeichnet werden, Ent- 
wickelungen von der Form 
fi 

(g) g=b+os +... 
wobei 
(g*) 2h=u—h, 2e—4)—h, 2 —u—h+ 4, 
sind. Letzteres folgt leicht nach (f), wobei noch durch 2“ zu divi- 
diren ist. 

Setzt man aber in HO z= tu und dividirt durch ¢, so er- 
giebt sich 

wu (1, u) + t{ agit. } =0, 
wo g,(1,0) von Null verschieden ist. Also haben wir Entwickelungen 
f f+9 

(h) us=adt? +---, g—edt? +---, 


wobei 


Mathematische Annalen. XV. 10 
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2g =h, f= WM, 
und kénnen demnach setzen, indem wir diese Reihen umkehren, 
Zh =TG+f)—h+M, 
Ze,= Zg=—h. 
Da 
21,+2),=H+M, 2e4+2e,—u+ 4, 
so sind ausser den Entwickelungen (g), (h) keine mehr vorhanden. 
Fiir die zweite Gleichung J = 0 findet man ihnlich 


$>1, 21, =v —i, Le; =v—it+ s&s, 
t i Bate, © Rel wi. 
Dabei ist angenommen, dass in G die Glieder héchster Dimension in 
x nur vom Grade n — v — N, gj_,(x) vom Grade n — v — & ist. 
Nun bilden wir TT(¢,—?#,), ausgedehnt auf die Entwickelungen (e), 
u—h h+M welches wir nach den eben angegebenen 
Classen der Wurzeln in vier Theile zer- 
| legen. Die Multiplicitit m, setzt sich 
somit aus folgenden Theilen zusammen. 
qt ; | Aus (I) folgt z in der Potenz 
— (u—h)(v—i) +R, (RDO); 
‘+s | int | IV aus (II) in der Potenz 
ES VE (vy —i)L e, = (v — ih; 
aus (III) in der Potenz 
(u —h) Ze,’ = (wu — h)i; 
aus (IV) in der Potenz S. Somit hat man 
m =pyv—hi+R+S8S. 


Dabei ist S> hi, falls hi > 0 ist. Theilt man niimlich die in (IV) 
vorkommenden Wurzeln in zwei Reihen von Paare 


. 








PPE ESE <t 
2 2 


82 S(H-mn) +3 (E-h) 


so ist 


also 


S> SGE)+ DEE) = Se: de =hi. 


Ist hi = 0, so reducirt sich m, auf wy + R. Denn wenn z. B. 
h = 0 ist, so verschwindet auch M, so dass in vorstehendem Schema 
nur die Felder I, III iibrig bleiben. Das erstere liefert z in der Potenz 
u(v—t)+R, das letztere in der Potenz pi, so dass m,=uv-+ R folgt. 











V) 


ma 
2nZ 


gt. 
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Es ergiebt sich somit der folgende Sate: 

»,Setzt man in den Gleichungen F = 0, G=0, c= 1:4, y=trz 
und stellt aus denselben stimmtliche Entwickelungen von t nach z in der 
Umgebung der Stelle z=0, t—=0 her, — bezeichnet man ferner mit 
R den aus solchen Reihen fiir y= t: 2 erwachsenden Exponenten von 
2, welche mit keiner negativen Potenz von z beginnen, mit S aber den 
Theil der Multiplicitét m, des Punktes x,=0, x, =0, welcher von 
den mit einer niedrigeren als der ersten Potenz von 2 beginnenden Reihen 
fiir t stammt; so ist 

m =pv+R+04 

»» Dabei ist 0 = S— hi und eine positive ganze Zahl, wenn f,(y), 
9 (y) in y nur den Grad beziiglich wh, v—i erreichen (h>0, i>0). 

0 = 0 tritt dann und nur dann ein, wenn hi = 0, d. i. wenn von 
den genannten Functionen wenigstens die erstere den Grad w, oder die 
letatere den Grad v in y erreicht.“ 

19. Es lisst sich ferner zeigen, dass wenn g = «+ A den Grad 
von Y in y bedeutet, R= Ad ist. 

Nach (d) hat man 4 = X(cs, + dr, — T), wobei das Summen- 
zeichen auf simmtliche verschiedene Factoren von f,(y) oder g,(y) be- 


zogen werden kann. Die Entwickelungen, mittelst deren 7’ in Nr. 16. 
bestimmt ist, d. i. 


(i Lae hyd) $e 
sind aber die Umkehrungen der Reihen (g).*) 

Um nun das Product der Differenzi1 der unendlichen Wurzeln iv 
Nr. 16. zu bilden, setze man 


een es atne dda eines 

, “* ? ary . £8, 
Die Sitze in Nr. 7. und 10. in Verbindung mit der in Nr. 15.c) vor- 
gefiihrten Rechnung lehren, dass TT (z,—z,) y — 6 genau in derselben 
Potenz liefern, wie die entsprechenden Reihen (g) z. Bezeichnet man 
ihren Exponenten mit U, so hat man demnach 2 U = R. 

Unter Beriicksichtigung aller Wurzelgruppen (i) in der Umgebung 

der Stelle y= b, 2 =O folgt dann 


r= Su(s+s)—v=dSer+en—u 
= dye Sr+ > ¢- S1- U=es, + dr, — U, 


1= SU=R q. @. d. 


*) In den Formeln (i) ist Se=c. Vergleicht man damit (g), so folgt 1, =e, 
daher 371, = 3c, bezogen auf alle verschiedenen Factoren von f,(y). Man findet 
somit in Uebereinstimmung mit (g*) 27, =u —h. 


somit 


10* 





148 O. Sroxz. 


20. Analog der Formel m, = wv-+4-+ 0 erhilt man fiir die 
Multiplicitat m, des Punktes 2, = 0, x, = 0: 
m, = pv’ + 4 + 0". 
Dabei ist « + 4° = q’ der Grad der Resultante X in x und 0” in ithn- 
licher Weise wie 6 zu bilden. 
Auch die Multiplicitit m, des Punktes 2, = 0, 2, = 0 d.i. «=O, 
y = 0 wird durch das Verfahren von Nr. 18. gefunden. Es. wird sich 
ergeben 
m, = u'v" + R’ + 0". 
21. Bezeichnet @ die Gesammtmultiplicitit aller unendlich fernen 
Schnittpunkte, , die derjenigen unter ihnen, welche weder auf «,—0, 
noch auf z,—0O liegen, so hat man @ = @, + m, + my, also: 


a=pvt+per+i+4+d404 @,. 
Setzt man mn — uv — uv’ = A, so ergiebt sich daraus fiir die Ge- 
sammtmultiplicitiit « der endlichen Schnittpunkte 


(k) e=mn—a@a=—A—i—id’ —d—V7 — a@,.*) 


Somit betrdgt «¢ hichstens A — 4 — 4’ —@,. Man kann hinzufiigen : 
Die Zahl = ist gleich A — 2— i} — a, dann und nur dann, wenn 
von den Functionen f,(y), g,(y) wenigstens entweder die erste vom Grade 
u oder die zweite vom Grade v in y und ebenso von den Functionen 
fy (@), Go (%) wenigstens entweder die erste vom Grade uw’ oder die zweite 
vom Grade v' in x ist. D. i. wenigstens in einer der beiden Gleichungen 
J’ = 0, G = 0 miissen schon die Glieder héchster Dimension in 2, y 
den Grad der Function F, bez. G in & erreichen und ebenso in einer 
den Grad derselben in y. — Denn unter den angegebenen Bedingungen 
ist d = 0’ = 0 und nur unter ihnen. 
Aus (k) ergiebt sich ferner fiir den Grad q von X in x 
qd@=e+’=—A—iA—d—JS —a,,™*) 
(1) (fiir den Grad q von Y in y 
q=e+A=—A—d—I—S—a@,. 


*) Chasles (Compt. Rend. T. 75, p. 736 und T. 76, p. 126) giebt fiir « den 
Ausdruck A — w, wobei  zunichst als die Gesammtmultiplicitit aller unendlich 
fernen Punkte ausserhalb der Axen x,=—0, a,=—0 erklart wird. Spiter wird 
dieser Satz dahin berichtigt, dass m auch Theile der Multiplicitiiten der Punkte 
a =0 2,=0, s =0 2, =0 enthalten kinne. Unsere Untersuchung hat dazu 
gefiihrt, die in die Chasles’sche Zahl w eingehenden Theile der genannten 
Multiplicitaten zu priicisiren. 

**) Man kann auch setzen 


q = mn — (a, +m) — wr — od 
und erhialt so die von Hrn. Néther (diese Annalen IX, S. 177) angegebene Formel. 
A. a, O. steht fiir m, n, p’, », o, + m,, 3d” beziiglich n, N, k, K, r, 7”. 








x ef. 
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Sind die Zahlen 2, 4’ von einander verschieden , so weichen die Grade 
qd, ¢ von einander ab.*) 

Damit 

q=A—i-—-o, q=A-—-*—-a, 
seien, ist nothwendig und hinreichend das Bestehen der oben ange- 
fiihrten Bedingungen. 

Besitzen die Functionen /,(y), g)(y) einen gréssten gemeinschaft- 
lichen Theiler in y vom Grade a; f(x), g, (x) einen solchen in x vom 
Grade «’, so hat man nach Nr. 17, A >a, 4’ >’, somit nach (1) 

q <A—a—a,, q<A—a—a@,. 
Es kann somit nicht sein g = mn— a’, g=mn—a, wie Faa de 
Bruno versichert (a. a. O. p. 100 und dazu die unter ,,Errata“ an- 
gegebene Abinderung). 

Man bemerke endlich, dass «=A dann und nur dann, wenn neben 
d = 0° = 0 auch noch o, = 4 = 2’ = 0), d. i. wenn zu den vorstehen- 
den Bedingungen noch hinzutritt das Fehlen unendlich ferner Schnitt- 
punkte ausserhalb der Axen xz, 0, 2, = 0 und das Fehlen gemein- 
samer zu diesen Axen paralleler Asymptoten. Und q = A wird statt- 
finden dann und nur dann, wenn neben 6 = 0 = 0 noch a, = A=—0, 
Somit ist die letztere der eben erwihnten Forderungen dahin einzu- 
schrinken, dass wenigstens keine zur Axe x,—= 0 parallele Asymptote 
beiden Curven gemein sei, oder dass f,(y), g)(y) keinen Factor y — b 
gemein haben. 


§ 7. 
Die Multiplicitét der unvollstandigen Gleichungen gemeinsamen Werth- 
systeme x, = 0, x, = 0 und a, = 0, a, = 0. 


22. Begriff einer in Bezug auf eine der Verénderlichen x, y un- 
volistiindigen Gleichung von beliebiger Ordnung. Die Gleichung 
F(a, y) = 0, in vom Grade m -- uw, heisst in Bezug auf x unvoll- 
stindig von der ersten Ordnung, wenn die Glieder m'* Dimension in 
x,y in x schon den Grad m — uw (u > 0) erreichen. Sie heisst un- 
vollstindig von der zweiten Ordnung, wenn die Glieder m'*' Dimension 
in 2, y in & nur den Grad m — uw — u, (u, > 0) erreichen und erst 
die Glieder von der Dimension m —h in x von einem héheren und 
zwar vom Grade m — wu sind. Dabei muss 0 <h< uw sein, In einer 
beziiglich x von dritter Ordnung unvollstiindigen Gleichung erreichen 
die Glieder m'‘* Dimension in 2, y in x nur den Grad m — uw — tn, 
nach ihnen erst die Glieder von der Dimension m —-h, in & einen 


*) Dass, wenn 14=4’=0, gq=q sei, hat Minding gezeigt. (Crelle’s J. 
XXXI, p. 6.) 
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hdéheren und zwar den Grad m — wu — uw, und endlich erst die Glieder 
von der Dimension m — h in x wieder einen héheren und zwar schon 
den Grad m—wu. Dabei hat man 0O<h, <h<u, O<p, <4, 
Allgemein nennt man die Gleichung F = 0, die in x itiberhaupt vom 
Grade m — wu ist, unvollstindig von der (k-+ 1)" Ordnung, wenn die 
Glieder m'** Dimension in x vom Grade m — u — ux, nach ihnen erst 
die Glieder von der Dimension m — hy_,; in x von einem hodheren und 
zwar vom Grade m — uw — u,_, sind u. s. f. Erst die Glieder von 
der Dimension m —h, erreichen in x den Grad m — wu — uw, und 
erst die von der Dimension m — h wieder einen héheren und zwar 
endlich den Grad m—u. Die Zahlen 0 < ky_;, ky_o-+-h,, h 
wachsen bestindig, ohne die Grenze w zu iiberschreiten, die Zahlen 
Ux, Ue—-1-* + &, > O nehmen bestiindig ab. 

Bezeichnet man mit [y, 7] eine ganze Function von y, welche den 
Grad r nicht iiberschreitet und setzt m — u — uw’ = g, so hat man fiir 


unvollstandige Gleichungen ’= 0 von 1—3. Ordnung folgende Dar- 
stellung 


m— uU 


1) Set ener SHy, m= planer 0; 
0 


O+1 
m%—1 > 
(2) > WA +- f— h|,a™—" ~ +> [y,u + r | —r 
* Mm 
m— tt 


r i Ly. m —p'|-o™— re 0; 


Mg—l 
(3) tye eh —u—r +>) ly utr—hy), gee 


fa 


m—itt 


+ Snete mt Sy m—p’],an—"-" = 0. 


In ahnlicher Art unterscheide man die Gleichungen P= 0 hin- 
sichtlich des Auftretens der Potenzen von y. Die darauf beziiglichen 
Zahlen mégen mit h’, h,’---; w’, w,’, w. --- bezeichnet werden. 

Fiir die zweite Gleichung G(x, y) = 0 bedeuten 6 = n — v — 1; 
i,@+++3 %,v, -+- die den “vorstehenden Gréssen analogen. 

Die eben enaitinas Classification der Gleichungen F' = 0 riihrt 
der Hauptsache nach von Bézout her (Théorie générale des équations 
algébriques 1779, p. 139). Jedoch wird a. a, O. immer h' =h, 
h, =h,---, @ =i, i, =%, +++, gesetzt, was eine ganz iiberfliissige 
Beschrankung bildet. 

23. Bézout hat iiber den Grad der Resultanten X, Y zweier 
unvolistandiger Gleichungen 1.—3. Ordnung Sitze aufgestellt (1. c. p. 45, 
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l. c. p. 156 ff.), womit die Ergebnisse der hier gefiihrten Untersuchung 
jedoch nicht durchaus iibereinstimmen. Auch fehlt iiberall die Angabe 
der zum Bestehen derselben ausreichenden Bedingungen. 

Der erste Satz wurde bereits in Nr. 21. angefiihrt: ,, Der Grad 
der Resultante X zweier Gleichungen, von denen wenigstens eine beziig- 
lich « und eine beziiglich y von keiner hiheren als der ersten Ordnung 
unvollstindig ist, betrdégt mn — uv — wv’. Dabei diirfen jedoch die 
beiden Gleichungen ausser den Systemen 7,—0 2,=0, 2, =0 24,=0 
kein unendliches Werthsystem gemein haben und die Functionen /,(y), 
go(y) keinen gemeinschaftlichen Theiler y — bd besitzen. 

Der Satz kann auch auf die Fille, dass eine der beiden Glei- 
chungen in Bezug auf x oder eine in Bezug auf y vollstdndig ist oder 
dass beides zugleich stattfindet, angewendet werden. Ist z. B. F=0O 
beziiglich a vollstiindig, d. i. kommt darin 2” vor, so hat man uw = 0) 
zu nehmen (da in Nr. 21. m, =O zu setzen ist), Von den eben er- 
wahnten ausreichenden Bedingungen bleibt noch die erste bestehen, 
welche besagt: a, = 0. U. s. f. 

Um weitere Sitze zu entwickeln, miissen die Zahlen 0, 0’ in den 
Formeln (1) von Nr. 21. bestimmt werden. Die Definition derselben 
gestattet, jede fiir sich zu ermitteln, wodurch die Rechnung miglichst 
vereinfacht wird. 

Wir haben uns demnach mit den in Nr. 18, eingefiihrten Glei- 
chungen H(t, z)=0, J(t, 2) =O niher zu beschaftigen, wobei die 
Betrachtung der ersteren geniigt. 

24. Zufolge des a. a. O. angedeuteten Verfahrens hat man 


ew=lieg=l:tu, y=liu 
zu setzen und die Gleichung - 


U = u*tn—+ F(-, =) =) 


zu untersuchen. Nach den Formeln in Nr. 22. findet man, falls I 
beztiglich x von der (K+ 1)'* Ordnung unvollstandig ist: 


(4) Wah (Ag be) pal Ay pe) peered (Ane) 
+E (Ate) EFT (+) = 0. 

Dabei ist 
weroh>h >hy- ++ >i >95 OS a cues <Sm- 
Die Constanten A,, A, ++ A, sind stimmtlich von Null verschieden. 
In den Liicken stehen ganze Functionen von ¢, u, welche mit Aus- 
nahme der in der letzten befindlichen sicher mit ¢ = wu = 0 ver- 

schwinden, . 
Aus (4) ist w nach steigenden Potenzen von ¢ in der Umgebung 
der Stelle «= 0,¢—0 zu entwickeln. 
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Setzt man wie in Nr. 18. 


f 
(5) uw = d,t? +++, f =a 
so hat man 
(6) Zg=h, ThH=M=n. 


a) k=1. Die Gleichung (4) reducirt sich auf die folgende: 
(1) WAy +) (Ay He) FHC) =O. 


Bezeichnet # den gréssten gemeinschaftlichen Theiler von h, u, und 
ist h=@-H, wu, = @- M,, so giebt es & Entwickelungen, deren jede 
1 


nach Potenzen von t” fortschreitet. Dabei ist «e = M,: H. Die Sub- 


stitution {= +”, «= @- tr in (7) fiihrt zu einer Gleichung, welche 
durch t*™ theilbar ist und fiir r= 0 (d. i. £=0 uw =O) in 


~@? 4A, + A, =0 
iibergeht. Somit Kisst sich w nach ganzen positiven Potenzen von t 
entwickeln, womit der Satz erwiesen ist. 
2) k=2. Dann liegt die Gleichung vor 
(8) wA(Ay +) PhO (Agape) pO (Ag pe) FOE) =O, 


Es sind drei Hauptfalle zu unterscheiden. Der Kiirze wegen sei 


—" “He yk ee (oS Se.) 

&) @,<0,. Es giebt # Entwickelungen (5), wofiir g == H, «e= M,:H. 
Dabei ist # grésster gemeinschaftlicher Theiler von h, w, und h=#H, 
u, = oM,. 

B) 0, = 0, = 4,:h. Alle Reihen beginnen mit t:* (vgl. u. c)). 

Y) 0; > 0. Es giebt zwei Schaaren von Reihen, Die Reihen der 
ersten Art beginnen simmtlich mit @ und es ist dafir gy —h,, 
=f =u, — 4; die der zweiten Art beginnen siimmtlich mit ¢ und 
es ist dafir Sg—h—h,, 2f—u,. 


Um dies einzusehen geniigen 
die Substitutionen in (8): 


t=<—th, yma, 
(N,: H, reducirte Form von g,) und die analoge. 
c) Auch bei Betrachtung der allgemeinen Gleichung (4) treten 
die eben erwahnten Fille hervor. 
a) Ist # grosster gemeinschaftlicher Theiler von h, uw, —h = #H, 
u, = ®M, — so giebt es # Entwickelungen, wofiir g = H, f= M, 
wenn 


a (y==1,2---k—1). 


uy : u, U, 
h,- => + u- > Ue d. 1. h—h, 7 ey >- 
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B) Wenn aber einige der Zahlen Aa te = > sind, ohne dass 


r 


eine derselben diesen Werth tiberschreitet, so ist noch fiir alle Reihen 
a= M,: H. — Besteht in der That diese Gleichung fiir r = s, 


s'+++(s << s' <---), so setze man in (4) $= 14, u=—o@-r,. Dann 
folgt nach Division durch t’™”* aus denselben fiir t = 0 
(9) A,@? "+4 Ajo?” 4 ..+4 Ay = 0, 


(hs = %,- H---). Diese Function zerfallt in Factoren von der Form 
(o” —x,)'?, Dip = @. 


Jeder Wurzel @ = o,‘”) der Gleichung (9) entsprechen demnach Reihen 
von der Form 


o — ol” == cc! + vee, 
wobei 2] —1i,. Es ergiebt sich also 


My - 
u=t® lo? 4+ 4% +4.. 4 
1 
d. i. eine Reihe nach steigenden Potenzen von (”. Kine Reduction 
dieses Exponenten kann nicht erfolgen. Denn sollten sich alle Expo- 
nenten +: Hl, worin r relativ prim zu / ist, auf einen kleineren 
Nenner bringen lassen, so miisste H durch eine Zahl w theilbar sein, 


die zu / relativ prim ist. Dann aber hatte man im Exponenten des 


ersten Gliedes a = Hv (v eine ganze Zahl) d. i. 1 = vw, was eben 


als unmdglich erkliirt wurde. Es ist ferner 
Jg= T(LHAl)—HXi,—#tH —h, 
ebenso 2 f = uy. 
y) Ist ein Bruch vorhanden: 


: UE Bi 3 


Uy : Uy 
i, > |,» 80 ist auch 


tt, 

h > bh, 

Dieses vorausgesetzt, kann man folgende Satze erweisen: 
Angenommen es sei @ die grésste der Zahlen 

(10) feet, (r=1,3++-k—1) 


r 


und @ > - und 6 sei die kleinste der Zahlen 





(11) —o, (rusk, 2+ -b—1), 


Oe 
welche somit < > sein muss. 
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1. Beseichnet “* —_ den ersten der Briiche (10), dessen Werth 
=, so existiren Entwickelungen von u nach t, welche mit t anfangen. 
Dafiir ist 2g = ha, Sf = wx — ta. 

2. Bezeichnet = —: den letzten der Briiche (11), dessen Werth 

rie a 
= 6, so existiren Entwickelungen von u nach t, welche mit t° anfangen. 
Dafiir ist Lg =h — hy, Tf = we. 

Der Beweis dieser Siitze wird durch denselben Schluss gefiihrt, 
welcher in dem gerade vorhergehenden Abschnitte 6) angewandt ist. 
Man bezeichne mit #, den gréssten gemeinschaftlichen Theiler von 
Hk — Ua, ha, setze 

a-ha = Da: N,, Na = 9a: H, 
und mache in (4) die Substitution 
t= 1% ‘ u=or, 
u. Ss. W. 


Da @> 2 > 6, so sind die Entwickelungen der zweiten Classe 


von denen der ersten wesentlich verschieden. Man wird daher nach 
(6) schliessen: 


hha + (h—In) hy (Ue — Ha) os < 


Rha < he, bo < Ma und a> b. 

Endlich folgt noch: 

3. Fiir alle noch ausserdem vorhandenen Entwickelungen (5) von 
u nach t liegt « zwischen den Grenzen 6 und @. 

Dass nicht « > @ sein kann, folgt daraus, dass 

ha >he> u, ha + uw, > h,o + uw, > un, 

somit alle Glieder von (4) mit alleiniger Ausnahme von +“ in ¢ von 
einem héheren Grade als u, waren, was unmdglich ist. Entwickelt 
man aus (4) ¢nach Potenzen von uw, so sieht man auf ihnliche Weise 
ein, dass 1: @ nicht grésser als 1:6 sein kann. In der That waren 


Hy My u,, U,. 
. >a >h, be + 2 >h, +2 Sh) 


d. i. 


*) Von den Reihen (5) kann man sofort zu den Entwickelungen von x aus 
der Gleichung F(a, y) = 0 nach fallenden Potenzen von y tibergehen. Man findet 
f+9 
nn +... eee l. 
f ce 

Bestimmt man den Grad in y dieser Entwickelungen nach dem bekannten Ver- 
fahren (vgl. Serret C. d’Algébre sup. 4. éd. I. p. 641), so findet man leicht als 
gréssten Werth von 1+ 1: aim Falle y) 1+ (h—h,):u,, wozu Sf= yp, gehért. 

Auch ist nun ersichtlich, dass a nicht kleiner sein kann, als 0. 
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25. Analog den Entwickelungen (5) von w nach ¢ aus der Glei- 
chung U= 0 d. i. H =0, seien die aus J = bezeichnet mit 


f aA 
(12) ud! +..., f Pe 


Um die Zahl S von Nr, 18. zu finden, hat man die Gleichungen z—tu, 
worin « durch (5) bez. (12) zu ersetzen ist, umzukehren. Dadurch 
folgt entsprechend den Formeln (5), (12) bez. 

g 

S+9 

ay ss eee et. 
tGag) ot Fag Te 

(13) 


2 | NE coast 
n) (a;) nai +g 140° 

1. Satz. Sind beide Gleichungen F =0, G=0O in x genau von 
der zweiten Ordnung unvollstindig, so ist & gleich der kleineren der 
Zahlen hv,, iu,, falls dieselben ungleich sind. Ist aber hv, =ip,, so 
ist 0 sicher nicht kleiner als ihr gemeinsamer Werth. 

Man hat jetzt in (13) «= u,:h, o =, :% 

Zg=h, Af+gHN=H+hs Zo =i, AP +y) = +7. 

Bei Betrachtung des Productes TT(t,—t,) = Z sind drei Falle zu un- 
terscheiden. 


«) “ > * d. i. @ >a’, Aus jeder der (h+u,). (¢+¥,) Dif- 
ferenzen in Z tritt genau z in der Potenz 1:(1+a)=—h: (h+ m,). 
Somit ist S=h(i+yv,), d= S—hi=—hyv,. — Ebenso folgt, wenn 

B) 5 < ist, d= iw). 


7”) . = *. Es ist 6 mindestens gleich hy, = iu,; kann aber 


auch grésser sein. Da fiir die Curven F=0O, G=O die Ent- 
wickelungen nach fallenden Potenzen von  existiren bez. 


u=(a) 


l+a 
r=(j) + 
so besitzen dieselben im Punkte 2,=—0, x, =O nur krummlinige 
Asymptoten. 

2. Satz. Ist die Gleichung F =O in «x von hoherer ((k-+1)*"] 
als zweiter Ordnung unvollstiindig, G = 0 dagegen genau von der eweiten 
Ordnung; so hat man, falls iv, >hv, ist, d=hv,; falls iu, < hy, 
ist, 0 > imy,. 


1 
1+a 


a 
gité tees, 


1 
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Man weiss nun, dass « = v,:i und dass Z aus (h-++,)-(¢+,) 
Factoren besteht. — Es sei 


«) a> > - Daher ist «’ < - und a < oe somit sicher 
« <a. Demnach hat man 
S=(i+v,)2g—(i+y,)h, d=—hy,. 


My 1 a my My 3 v; Hy — Ma . 
ya < + Nun kénnte 7S (Oder ++2—-_>" om 


a 


d. i. @& >a. Damit wiirde sich ergeben 
S> (i+,)(h+ux) - 3% oder 0 > iv, > iu,. 


. * oder < Mo wire, so dass «a <«, so wiirde 
O h—h, = 
wie oben in «) folgen 6 > hv, > iu,. 

Sind endlich Entwickelungen (5) vorhanden von der Art, dass 
der erste Exponent « grésser, gleich oder kleiner als v,:i ist, so 
seien fiir die ersteren f, g bezeichnet mit /;, g,, fiir die letzteren mit 
fey» 92, mithin 





Wenn aber 


f v"% he v 
Ps > t? Qe = : a 


Man findet danu unmittelbar 
S> ity) 2 +i 2ht+g) =hi+v, 2y,+izhf,, 
da 2y, + 2g, =—h nach (6). Es ist aber 
2g, 2 hay Zhy> wo, 
also 
=S—hirvhe + iv, > ivy. 

26. Mit Hiilfe der in Nr. 24. b) gegebenen Erérterung kann die 
Zahl 8 auch in dem Falle leicht bestimmt werden, dass beide Glei- 
chungen F =, G=0O in « genau von der dritten Ordnung unvoll- 
stiindig sind. Es wird geniigen das Resultat hier anzufiihren. 0,, 9, 
haben dieselbe Bedeutung wie a. a. O. und ihnen entsprechend sei 


Ve— % v% 


; = 61, : i a ag = 6. 
i 2 i 
Man hat dann, falls 
I. @ SQ,» 6% <%; 
1. hv, > its, d= in,, 
Il. 9, > @2, 6, <%, 
2. * >0,> 2, d= ity, 
%K3@4>ea2 >> =hyv,, 


— 


4. o> Fle, = tt +h, 
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I. 9, >, 4 > %, 


5. 6, > 6, > 0, > d= ify, 
6. 6, > Q, > 6, > e, = hy, + im, + i (2 — 4), 
7. Q, 26, > 6, > Q, =i, thir. 


Zu diesen sieben Fiillen kommen noch sieben andere hinzu, welche 
aus ihnen durch Vertauschung der auf die Gleichung F' = 0 sich be- 
ziehenden Zahlen mit den auf G = 0 sich beziehenden (und umgekehrt) 
abgeleitet werden. — Steht im Eingange links der vorstehenden Tafel 
in den Zeilen 1—7 ein Gleichheitszeichen, so kann die Zahl d den 
angegebenen Werth auch iiberschreiten. 

27. Bestimmt man durch Beriicksichtigung der Ordnung der Un- 
vollstiindigkeit der beiden Gleichungen F' = 0, G =O in Bezug auf y 
nach dem eben gegebenen Verfahren auch die Zahl 0’, so findet man 
fiir den Grad q’ der Resultante X in 2 nach Nr. 21. 


(14) qg =A—i—d—d'— o,. 
Z. B. Sind beide Gleichungen sowohl nach x, als auch nach y genau 
von der zweiten Ordnung unvolistiindig und ist ausserdem 


hy, z im, bv, S Tay’, 
so hat man fiir 0 die kleinere der Zahlen hv,, iw,; fiir 0’ die kleinere 
der Zahlen h'v,’, iu, zu setzen. Die fiir den in Rede stehenden Fall 
von Bézout gegebene Tafel der Werthe von q (lI. c. p. 156) stimmt 
damit nur in der 4. und 5. Zeile unbedingt iiberein,*) 
Hiitte es sich statt der Formel (14) bloss um die Relation 
q@<A—d-—0 
gehandelt, so hatte Minding’s Verfahren (Crelle J. XXXI, p. 1) auch 
zum Ziele gefiihrt. Aber es ist nicht abzusehen, wie es auf diesem 
Wege gelingen kann, die Zahl d+ 0’ in die Multiplicititen m,, m, 
zu zerlegen d. i, zu den Relationen 
m >d, m,> 0d’ 
zu gelangen. Dies leistet zuniichst die Kronecker’sche Resolvente 
E(w; @,,@,).. Zufolge Nr. 3. hat man nur zu ermitteln, durch welche 
Potenz von a, bez. a, sie zum mindesten theilbar ist — zwei Fragen, 
welche sich getrennt behandeln lassen. Will man die genannte Potenz 
von a, erhalten, so betrachtet man wie in Nr. 12. E(v; 6, 1) d. i. die 
Resultante nach z der Gleichungen 
F(x,v—62x) =0, G(v@,v—o2x)=0. 

*) Zur Vergleichung mit den Formeln von Bézout hat man zu setzen: 
m=t, p=t—a, m=a—a, w =—t—a, uw, =a,—a,,h=h' =t—t, A=D,, 
q =D. Die auf die zweite Gleichung G = 0 beziiglichen Zahlen sind a. a. O. 
mit Accenten versehen n = t’ u. 8. w. 
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Diese Gleichungen werden nach fallenden Potenzen von x und der 
Coefficient jeder solchen Potenz nach steigenden Potenzen von 6 ge- 
ordnet. Behalt man nur das erste Glied eines jeden Coefficienten bei, 
so gelangt man durch Betrachtung der Resultante zweier biniirer 
Formen des m'** und m'*" Grades zu der oben verlangten Potenz von o. 
Die Untersuchung erfordert die Herstellung von Entwickelungen nach 
steigenden Potenzen von 6. — Das Ergebniss derselben kann man 
mit Hiilfe der Siitze von Nr. 21. leicht angeben. Ist « = 0 (d.i. haben 
die Functionen f,(¥), 9)(y) keinen gemeinschaftlichen Theiler y — b), 
so folgt 
q=A-—i —Jd—d)d —a,—<e, 

somit ist E(v; 6,1) von demselben Grade in v, wie Y = g(y) in y. 
Demnach wird eine Identitit von der folgenden Form bestehen: 


(15) E(u; 6, 1) = onrt? {Cc - gv): R(fo(y); 9o(y)) + oH(s)}, 


worin H(6) eine ganze Function von 6 und der Coefficienten der Glei- 
chungen Ff’ = 0, G = 0, C eine solche der letzteren allein bezeichnet. 

Es ist nicht schwierig diesen Satz durch wirkliche Ausfiihrung 
der oben angedeuteten Rechnung zu beweisen. Man findet insbeson- 
dere, falls wenigstens eine der Gleichungen F = 0, G = 0 in Bezug 
auf x genau von der ersten Ordnung unvollstiindig ist, 

é=0, C = (—1)". 
Wenn beide Gleichungen in x genau von der zweiten Ordnung unvoll- 
stindig sind und hv, < iu, ist, so ergiebt sich 
d=hy,, C = (—1)'A,‘B,’, 
= (m—h—1)(n—i—1)+1-+ n(m -uw)+hv+i4+4, 

wo A, dieselbe Bedeutung hat wie in (4) von Nr. 24. und B, in der 
Gleichung G = 0 dem A, entspricht. U. s. f. 


§ 8. 
Definition der Multiplicitét der gemeinsamen unendlichen Werthsysteme 
der Gleichungen / — 0, G = 0 nach einer anderen Ansicht. 
28. Man fiihre in die Gleichungen / = 0, G=0, deren Grad 
in & beziiglich p, q, in y beziiglich r,s sein mégen, ein 


aes Oy le 
7 x,’ y= Ye 
und betrachte x,, y, als villig unabhingig von einander. Wird gesetzt 


a G)=f(z), R(¥F,G)= gy), 


so folgt unmittelbar 
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Riaz F(Z 9) xi G(. = apf (Zt = 9(%,, X), 


Ria, F(a, *), A GC-)} = ef (BY) =o wd): 


wo m, ¥ homogene Functionen bez. in x,, #, und in y,, y, von der- 
selben Dimension P = ps + qr sind. 

Bei Begriindung des Begriffes der Multiplicitiét der gemeinsamen 
Werthsysteme brauchen hier nur lineare Transformationen der Ver- 
iinderlichen 2,, , einer- und der Veriinderlichen y,, y, andererseits 
beriicksichtigt zu werden. Dadurch erleidet aber die Zusammensetzung 
der Resultanten gm, ~ keine wesentliche Veriinderung. Man wird daher 
die Multiplicitaét nwr in folgender Weise definiren kénnen. 

Diejenigen gemeinsamen Werthsysteme, zu welchen weder x,—=0, 
noch y,==0 gehért, fallen mit den endlichen Schnittpunkten der Curven 
F =0, G=O nach der ersten Ansicht zusammen. Mir legen jedem 
derselben die in § 1. und 2. definirte Multiplicitét bei. Die Summe der 
so erhaltenen Maultiplicitiiten sei ¢ wie in Nr. 18. 

Trennt man von der Resultante f(z) den Factor vom Grade « ab, 
welcher den Abscissen der eben erwihnten Punkte entspricht, so bleibt 
nach § 6. noch ein Factor vom Grade 4’ in & zuriick. Die von einander 
verschiedenen Factoren desselben (~—a)* liefern nach Nr. 18. gemein- 
same Werthsysteme x =a, yo =0 (y, ] 0) und zwar sei die Multi- 
plicitét eines jeden derselben genau «. Demnach ist 2a = 4’. In thn- 
licher Art definiren wir die Multiplicitiiten B der gemeinsamen Werth- 
systeme (a, Z 0) a, =0, y=b. — Ist der Grad von g(y) «+ 4, so 
hat man also YB =A. 

Der noch iibrige Rest P—«—A— A’ sei die —— des 
gemeinsamen Werthsystemes x, =O, y, =O (a, Z 0, y; 2 0). 

Zufolge dieser Annahmen ist die Summe aller Multiplicititen P. 

29. Die letzte Definition bedarf aber der Begriindung. 

Das Werthsystem x, = 0, y, = 0 ist den Gleichungen 


apy, F(S, w)=0, ay, G(, wy) =0 


dann und nur dann gemeinsam, wenn die Grade in y von /,(¥) ,g,(y) beziig- 
lich niedriger sind als r, s; woraus von selbst folgt, dass auch /) (x), go () 
beziiglich unter den Grad p, qg sinken. Nun lisst sich leicht zeigen, 
dass unter der eben gemachten Voraussetzung P— «—A—d’ > 0 
ist, sonst aber -- d. i. wenn wenigstens entweder f,(y) vom Grade r 
oder g,(y) vom Grade s in y ist — P— e«—A—A' =0 ist. 

Im ersteren Falle verringern sich jedenfalls die Dimensionen m, n 
in 2, y beider Gleichungen; es sei daher 


160 O. Srorz. Ueber die Multiplicitat der Schnittpunkte. 


m=p+t+r—d (d>1), n=q+s—e (e>l). 
Um die Relation (k) in Nr. 21. anzuwenden, hat man 
u=r-—-d, r=s—e, w=p—d, v=—q-—e, 
also A = P -— de zu setzen. Man findet demnach wirklich 
etatia’<P—dec< P. 

Im letzteren Falle sind die Glieder héchster Dimension entweder 
in F xy’ oder in G aty*. Somit kommen nach der Ansicht der 
analytischen Geometrie iiber die Schnittpunkte von F=—0, G = 0 
auf der Geraden 2,0 keine anderen gemeinsamen Punkte dieser 
Curven vor als x, = 0 2, = 0, 2, =0 2, =0. Also ist a, =0. Und 
da auch f,(y), go (y) einer- und f, (@), g,() andererseits der a. a. O. 
aufgestellten Bedingung entsprechen, so hat man « = A — A — Q’ 
d. i. wegen de = 0, A= P eben « = P—A— J, 

30. Zur Vergleichung beider Auffassungen midge der einfachste 
Fall, dass in F das Glied x? y’, in G das Glied x?y* wirklich vorhan- 
den sei, betrachtet werden. 

Nach der ersten Ansichi sei fiir die endlichen Schnittpunkte zu- 
sammengenommen é die Multiplicitiit. Ausserdem hat man nur noch 
die Schnittpunkte 7, — 0 2, =0, «,=—0 x2, =0; zufolge Nr. 18. ff. 
mit den Multiplicitiiten 

m =rs+A, m, = pq +4. 
Dabei muss sein 
em, + m, = (e442) + pat rs = (pty) (r+). 

Nach der zweiten Ansicht ist die Gesammtmultiplicitiit der end- 
lichen gemeinsamen Werthsysteme ¢, die der gemeinsamen Werth- 
systeme « = a, y, = 0 ist 2’, endlich die der gemeinsamen Werthsysteme 
x, =0, y=b ist A. 

Aus der vorstehenden Gleichung folyt in der That 


e+A+t’=—pst+rq=—P. 


Innsbruck, 1. Marz 1879. 




















Die Factorenzerlegung ganzer Functionen und damit zu- 
sammenhingende Eliminationsprobleme. 


Von 
Jutius Kénie in Budapest. 


Die Betrachtungen, die Gauss bei dem zweiten Beweise des 
Fundamentalsatzes der Algebra angewendet hat, lassen sich in zwei, 
ihrem Inhalte nach wesentlich verschiedene Schlussreihen zusammen- 
fassen. Die erste derselben kann man als Anwendung eines Elimi- 
nationsprincips charakterisiren, das Gauss, wie aus der Abhandlung 
(Werke, Bd. 3, pag. 31) hervorgeht, wohl gekannt und beniitzt, aber 
nicht allgemein ausgesprochen hat. Hieran reiht sich dann, gewisser- 
massen ganz selbstiindig, ein Gedanke, der eigentlich eine Methode 
zur Auflésung algebraischer Gleichungen angiebt, und darin besteht, 
dass man die Gleichung f(x) = 0 als coexistirend mit der Gleichung 
F'(u, 2) = 0 betrachtet. Wird nun die Form von F passend gewihlt, 
so dass die Eliminationsgleichung in u aufgelést werden kann, so wird 
damit die urspriingliche Gleichung' in Factoren zerlegt, also gleich- 
falls gelést. 

In dem Beweise, den Gordan im X. Bande der Annalen fiir 
das Fundamentalprincip der Algebra gegeben, besteht die wesentliche 
Vereinfachung eben in der passenden Wahl von F'(u, x), so dass Grad 
und alle weiteren Kigenschaften der w-Gleichung beinahe unmittelbar 
abgelesen werden kénnen, und es ist damit ein algebraischer Beweis 
des in Rede stehenden Satzes gewonnen, der an Klarheit und Kiirze 
kaum mehr iibertroffen werden kann. 

Trotzdem wird es vielleicht nicht ohne Interesse sein, wenn ich 
hier den andern Grundgedanken der Gauss’schen Abhandlung zum 
Gegenstande der Untersuchung mache. Dort wird das erwihnte Elimi- 
nationsprincip eigentlich nur dazu beniitzt, die in Folge der Wahl 
der Gleichung F'(u, «) = 0 complicirtere u-Gleichung vollstindig zu 
discutiren. Dasselbe enthilt aber, allgemein gefasst, die vollstaindige 
Lésung des Problems der Factorenzerlegung ganzer Functionen, so 
dass also die ,,Demonstratio nova altera“ eigentlich das Material fiir 
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zwei von einander ganz unabhingige Beweise des Fundamentalsatzes 
liefert, die beide rein algebraischer Natur sind, von denen der eine 
seinen naturgemiissen Platz in der Theorie der Formen, der nun mit- 
zutheilende hingegen in jenem Theile der Algebra findet, dessen Wesen 
in der Anwendung combinatorischer Methoden liegt. 


1. 
Das Gauss’sche Eliminationsprincip. 
Es sei das System von algebraischen Gleichungen vorgelegt: 
(1) = @ (Hy, Hy, + rs Ay, Ag,+++, An; B,, B,,---B,) =O, 
(¢@=1,2,---,r+5), 


mit der Aufgabe, durch Elimination der B hieraus ein System von 
Gleichungen in der Form 


F, («,, tr, A, «++ A,) =O, 
F, (to, %, A, -°- A.) =O, 
F,—1(ttr—_1) Hr, A, ++-> 4,) = 0, 
F, (tr; A, +++ An) =0, 


zu bestimmen. Die Aufgabe ist bekanntlich immer und zwar durch 
algebraische Operationen an den urspriinglichen Gleichungen lésbar; 
die wirkliche Ausfiihrung der verlangten Rechnungen stésst aber, mit 
Ausnahme der einfachsten Fille, auf Schwierigkeiten, die wenn auch 
in gewisser Beziehung rein mechanischer Natur, doch in der That 
untiberwindlich sind. 

Im Folgenden kénnen aber die Eliminationsresultate mit Hilfe 
anderweitiger Betrachtungen direct hingeschrieben werden, wenn wir 
A, = Cy = fa 1 2a, a, oo * Gy, 

d. i, gleich der k-gliedrigen Combinationssuamme von n Elementen 
@,°+*@, setzen.*) Die «@ unterliegen keiner wie immer gearteten 
Beschrinkung, und es existirt demnach, wie bekannt, keinerlei Rela- 
tion zwischen den Groéssen C. 

Es soll nun nachgewiesen werden, dass die unter diesen Voraus- 
setzungen enthaltenen Resultate immer in die allgemeinsten iibergehen, 
wenn statt der Gréssen C die A gesetzt werden, oder mit anderen 
Worten, dass jene Festsetzung fiir die A an den aus der Elimination 
hervorgehenden Gleichungen nichts dndert, also wihrend des Eliminations- 
processes immer gestattet ist. 


*) Die folgenden Betrachtungen bleiben genau dieselben, wenn man die C 
als Functionen von a,---«@, definirt, deren Functionaldeterminante nicht identisch 
versch windet.. 
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Sei, um dies nachzuweisen, die allgemeine Form einer der Glei- 
chungen (2), wie sie die durchgefiihrt gedachte Rechnung ergiebt: 


(3) 2 91,1(Ay, +++ An) ful = 0 
und die entsprechende unter der erwihnten Voraussetzung abgeleitete: 
(4) 2 yn (Cy, +++ Cy) ukul = 0, 


Setzt man nun statt der A,---+A, in (3) die C,---C, ein, so 
muss die entstandene Gleichung mit (4) vollstindig tibereinstimmen.*) 
Der Quotient zweier entsprechender Coefficienten muss gleich werden; 
es ist also 


Drs (Grr *Fn) Ya (Crs On) 
9, (Crs* +> Cy) Yee (Car s+ Cy) 

Wiire diese Gleichung nicht identisch erfiillt, so ergiibe sich daraus 
eine Relation zwischen den Gréssen C, die nur fiir specielle a existirt, 
wihrend die Elimination mit Hilfe solcher « ausgeftihrt werden kann, 
die diese Relation nicht erfiillen. Man erhilt also siimmtliche » Quo- 
tienten aus den g Quotienten durch einfache Vertauschung von C 
mit A. Mit anderen Worten: Die beiden Gleichungen miissen, mit 
Ausnahme der angewandten Zeichen A und C, identisch sein. 

Ein Unterschied kénnte nur noch darin bestehen, dass die ganze 
Gleichung (3) mit einem von den uw unabhingigen Factor 

p (A, +++ An) 
multiplicirt erschiene, wihrend der entsprechende Factor in (4) w(C, --+C,) 
wire. Aber auch hier muss durch Vertauschung der A mit C pm iny 
iibergehen, und zwar in identischer Weise, da sonst wieder eine Rela- 
tion zwischen den a@ bestiinde. Es muss also der Form nach auch 
gp = wv sein. 

Wir haben in den bisherigen Betrachtungen den Fall unberiick- 
sichtigt gelassen, dass zwischen den A irgend welche Relationen be- 
stehen. Sind solche von der Form 

u(A,--+ An) = 0, 
so gelten natiirlich ebenso viele zwischen den a, die durch die 
Gleichungen 

x(C, +++ C,) =0 
gegeben sind. Dann ist der Satz von der Identitiit entsprechender 
Coefficienten natiirlich so zu verstehen, dass die gegebenen x -Rela- 
tionen zur Transformation benutzt werden kénnen, was aber bei (3) 


*) Das System der Gleichungen (2) kann natiirlicherweise noch in unendlich 
vielen verschiedenen Formen geschrieben werden; eine derselben, und diese sei 
eben (3), muss aber durch Vertauschung von A mit C die unter den erliuterten 
Voraussetzungen erhaltenen Eliminationsresultate von neuem liefern, 
11* 








164 J. Kénia. 


ebenso gut wie bei (4) geschehen kann. Dann kann man jeder der 
Gleichungen unendlich viele Formen geben, die aber wieder durch 
einfache Buchstabenvertauschung in einander iibergehen miissen. 

Das Wesen des soeben abgeleiteten Eliminationsprincips mag noch 
folgendermassen gefasst werden: 

Wenn in einer Eliminationsaufgabe die Grissen A,, A,,+-+ An 
als bleibende Constanten vorkommen, so kann man statt ihrer die Werthe 
@1,***, Gn, gleichsam als ideale Zahlen einfiihren, und sie — ohne 
Voraussetzung des Fundamentalsatzes der Algebra — behandeln, wie 
wenn sie die Wurzeln der Gleichung: 

a+ A, a*-!+.---+A,=0 
wiiren. In dem Schlussresultat kénnen nur ihre symmetrischen Func- 
tionen vorkommen, die dann auf gewéhnlichem Wege durch die A 
auszudriicken sind. 

In der erwaihnten Abhandlung hat Gauss dieses Princip zweimal 
angewendet, allerdings ohne es von den Anwendungen losgelést zu 
begriinden; das erstemal (art. 6.—9.) zum Beweis des Satzes, dass 
f(x) und f’(#) dann und nur dann fiir ein gleiches x verschwinden, 
wenn die Discriminante gleich null ist. In dem Beweise kommt es 
darauf an, die Annahme zu vermeiden, dass f(x”) = 0 iiberhaupt eine 
Wurzel haben muss. Fiir den Fall dass die Zerlegung von f(x) be- 
kannt ist, ist der Satz unmittelbar einzusehen; und da es sich um die 
Elimination von x aus die A enthaltenden Gleichung handelt, so darf 
derselbe nach den vorhergehenden Entwicklungen auf den Fall iiber- 
tragen werden, wo diese Zerlegbarkeit nicht zugegeben wird. Das 
Eliminationsresultat muss nimlich eine Potenz des Differenzenproductes 
der « und zwar eine gerade Potenz sein, weil es eine symmetrische 
Function der a ist; also eime Potenz der Discriminante; die Grad- 
vergleichung zeigt endlich, dass es die Discriminante selbst ist. 


2. 


Die Resolvente ot Grades fiir die Gleichung n' Grades. 
Sei nun die Gleichung n'*" Grades 
f(a) =a" + Art... +A, =0 
vorgelegt, von der wir in bekannter Weise voraussetzen, dass sie 


reelle Coefficienten und eine von (0 verschiedene Discriminante besitze. 
Dann betrachten wir statt f(~) — 0 die Gleichung 


F(e)=fete) —a+ B, v-1+.---+B,=0. 


Alle Siitze iiber Factorenzerlegung, die in Bezug auf letztere 
Gleichung entwickelt werden, gelten dann natiirlicher Weise auch fiir 
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die erste .Gleichung. Und die Annahme, dass die Coefficienten der 
ersten Gleichung die entsprechenden Combinationssummen der Werthe 
@,-++@, sind, ist gleichbedeutend damit, dass die Coefficienten der 
zweiten Gleichung aus a,—w,---a@,—m in gleicher Weise ge- 
bildet sind. 

Der Werth von w soll im Laufe der Untersuchung in passender 
Weise bestimmt werden. Da die zweite Gleichung aus der ersten 
durch lineare Transformation entsteht, deren Determinante gleich 1 
ist, so ist vor Allem klar, dass ihre Discriminante unverindert bleibt. 

Wenn wir nun alle Werthe von 

~  (—1 (@—#) @— #4)» + GH) 
bilden, die aus dem hingeschriebenen durch Permutation der « ent- 
stehen, so sind die Combinationssummen dieser Gréssen symmetrische 
Functionen der @ oder «—w, und haben, wenn man diese durch die 
A oder B ausdriickt, eine bestimmte, reelle Bedeutung. Die in dieser 
Weise entstehende Gleichung vom Grade (") ; 
F(u) =0 

hat demnach bestimmte, mittels eines fertigen Algorithmus zu berech- 
nende Coefficienten, die rationale Functionen der B, oder anders aus- 
gedriickt, der A und uw sein werden. 

Es soll nun vor Allem nachgewiesen werden, dass u immer so 
gewahlt werden kann, dass die Discriminante der Gleichung F (u) = 0 
nicht verschwindet. Diese Discriminante, in gewéhnlicher Weise be- 
rechnet, wird eine ganze Function von mw sein, deren Coefficienten 
ganze Functionen der A sind. Wenn diese Coefficienten nicht simmt- 
lich verschwinden, so giebt dies, als Bedingung fiir das Verschwinden 
der Discriminante, eine Gleichung in w, und man kann dann in ein- 
fachster Weise einen Werth von w bestimmen, der dieser Gleichung 
nicht geniigt. Wir haben also nur nachzuweisen, dass ein Verschwinden 
siimmtlicher Coefficienten nicht stattfinden kann. In der That, wiirde 
hieraus folgen, dass auch die Discriminante der urspriinglichen Gleichung 
f (x) = 0 verschwindet. Wir bezeichnen diese mit D. 

Unter der Voraussetzung, dass die A in erwihnter Weise als 
Combinationssumme der « darstellbar sind, ist diese Folgerung leicht 
zu ziehen. Denn es ist dann die Discriminante von F'(w) =0 ein 
Product von Ausdriicken folgender Form: 

(%—#) (@—M) «+ - (%— gm) — (04 — 4) (4p — 1) «+ + (er — H) 
und damit dieses Product unabhiingig von dem Werthe, den wir wu 
ertheilen, verschwinde, muss dies mit irgend einem der Factoren der 
Fall sein. Fir einen solchen folgt aber dann, dass der Coefficient 
jeder Potenz von wu fiir sich verschwinden, dass also das System von 
Gleichungen bestehen muss: 








166 J. Kone. 


, ’ 
OH, hy A= a, a, oe Pips 


i , 
O@,G,***Opiif::: dS ee ie 


a +a,+---+-a,=—a, +a, +---+a,- 
Dieses Gleichungssystem besagt aber, dass die Werthereihe 
Qi, Ayr s+ Ay, 
von der Anordnung abgesehen, mit der Werthereihe 


, 


a’, yy +++ > 
iibereinstimmt. Da nun zwei solche Werthereihen nicht in allen Indices 
iibereinstimmen, so folgt hieraus, dass zwei a, z. B. a; und a gleiche 
numerische Werthe haben, also die Discriminante der urspriinglich 
vorgelegten Gleichung f(#) =O verschwindet. Die Umkehrbarkeit 
dieser Folgerung ist evident. 

Wir miissen uns aber nun wieder von der Voraussetzung befreien, 
unter welcher dieser Beweis gefiihrt wurde. Im Allgemeinen erhalten 
wir die Discriminante der Gleichung J’ (uw) = 0 in der Form: 


rotre tre +--+ ree 
und es fragt sich, ob die Gleichungen: 
rm =O, r, =O, eX r, = 0 


iiberhaupt zusammenbestehen kénnen. Dass fiir gewisse in bestimmter 
Weise gewiihlte A dies in der That der Fall ist, ist nach dem Vor- 
hergehenden bekannt. Die Gleichungen widersprechen sich nicht, und 
die A-Werthe, die dem Gleichungssysteme entsprechen, miissen schliess- 


lich auch einem reducirten Systeme Geniige leisten, welches die 
Form hat: 


pi (Ai, Aigi, +++, An) = 9, 
(¢=1,2,---,m)- 

Selbstverstiindlich kénnen einige dieser Gleichungen identisch ver- 
schwinden. Da dies die Bedingungen fiir beliebige A sind, miissen 
dieselben auch bestehen, wenn man statt der A die Combinations- 
summen C setzt. So erhalt man also: 

pi (Ci, Cin1, ++ Ca) =O. 

Nun folgt aber aus a; = a, nach dem Friiheren g; = 0. Und es muss 
g; durch a; — a, theilbar sein. Da nun gq; eine symmetrische Func- 
tion der @, so folgt hieraus, dass g; durch D theilbar ist, und diese 
Eigenschaft bleibt natiirlich bestehen, wenn wir auch statt der C die 
A setzen. Wenn aber der Ausdruck @ nicht alle A enthilt, ist diese 
Theilbarkeit absurd, und es miissen also alle g-Gleichungen mit Aus- 
nahme der ersten identisch verschwinden. 
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Das Zusammenbestehen der Gleichungen r = 0 ist daher an die 
eine Bedingung: 
pi(A,, A,, +++, An) = 0 
gekniipft. Dann schliessen wir aber wie friiher, dass g, durch D 
theilbar ist. Sei q die héchste Potenz der Discriminante, die in g, 
enthalten ist, so wird: 
9 (A,, +--+, An) = Drp(A,, «++, An)- 

Nun kénnen die r-Gleichungen auch dadurch zusammenbestehen, 

dass y = ist. Gehen wir wieder zu den C iiber, so folgt aus 

v(C,, +++, Ch) = 0, 
wieder: 

a; = a, 

d. h. w als Gleichung in «; aufgefasst hat die Wurzel «;, ist also 
durch a; — o theilbar und, wie wieder hieraus folgt, auch durch D 
theilbar. Dies ist aber nicht méglich, da wir aus g schon die héchste 
Potenz der Discriminante herausgehoben verlangten. w darf also ein 
bestimmtes a; nicht enthalten und enthilt also kein einziges a, also 
auch kein C; » muss also auch urspriinglich von den A unabhingig 
sein und ist demnach eine reine Constante. 

Demnach ist in der That die Bedingung dafiir, dass die Diseri- 
minante der Gleichung F’(w) = 0 ohne Ricksicht auf den Werth von 
uw verschwinde: Dt 0, wenn D die Discriminante der urspriinglich 
vorgelegten Gleichung bedeutet. 

Da nun D als nicht verschwindend vorausgesetzt wird, kann die 


Gleichung 

ry tre tees b ragt = 0 
nicht identisch erfiillt sein, und wir denken fiir das folgende w immer 
so bestimmt, dass es diese Gleichung nicht befriedigt. 


3. 


Gleichungen, denen die Coefficienten eines beliebigen Factors fiir eine 
gegebene ganze Function geniigen. 


Die im Folgenden zu untersuchende Gleichung denken wir uns, 
den im vorhergehenden Artikel enthaltenen Erérterungen gemiiss, durch 
eine einfache lineare Substitution so umgestaltet, dass die zugehdrige 
Resolvente F’ (w) = 0 eine von Null verschiedene Discriminante besitzt. 
Diese schon transformirte Gleichung sei: 


a+ Ayam! +--+ + Ar1¢4+ A, =0, 
und wir wollen nun direct die Bedingungen untersuchen, unter welchen 
. man einen Factor r' Grades fiir das gegebene Gleichungspolynom 
bestimmen kann. Soll demnach 


we we Ww 
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a” + Aart -+++ Ani % + An 

= (apy a pee ptteas ep tee) (Ff B, wrt fe + Bas) 
sein, so erhilt man durch Vergleichung der einzelnen Potenzen von 
xz ein Gleichungssystem folgender Form: 

u,+ B,=A,, 

u, + Byu, + B, = A,, 

ty Bao = A, ° 
Dieses System von Gleichungen muss nun wenigstens eine reelle Werth- 
reihe der Gréssen u und B zulassen, wenn das urspriingliche Gleichungs- 
polynom einen reellen Factor r‘** Grades haben soll. Da aus den u, 
vorausgesetzt, dass das System iiberhaupt méglich ist, die B sich linear 
bestimmen, wird es zur Discussion desselben am geeignetsten sein, 
durch Elimination der B ein System von r Gleichungen mit den Un- 
bekannten w herzustellen. Die zu untersuchenden Gleichungen haben 
aber die in Art. 1 behandelte Form, und wir diirfen demnach wihrend 
des Eliminationsprocesses die A in der Weise aus den «@ zusammen- 
gesetzt denken, dass das Gleichungspolynom 

(ea) (@—a,) - = (ea) 

wird, wihrend das Eliminationsresultat auch dann richtig bleibt, wenn 
wir diese Voraussetzung fallen lassen. 

Nun lassen sich aber die Eliminationsgleichungen mit Hilfe der 
auf rationale Functionen von » Elementen beziiglichen Siitze unmittel- 
bar hinschreiben. Denn der Factor r'" Grades muss jetzt die Form 

(wa) («—a) ++» (@—a,) 
besitzen, und die Werthe von w, sind demnach: 
(-1Y a0 +++, 
und die durch Permutation der « hieraus entstehenden. Die Gleichung 
fiir wu, ist demnach keine andere als die im vorigen Art. behandelte 


Resolvente vom Grade (") , deren Discriminante in Folge unsrer Fest- 
setzungen nicht verschwindet. Dann kann man aber die zugehdrigen 
u, +++ U,p—1 durch lineare Gleichungen bestimmen. Ks ist z. B. 

uz = (—1)' Da, -- + a, 
wo die Summation auf die Elemente a, ---«, bezogen wird; dieser 
Ausdruck gestattet aber alle jene Permutationen der a, die wu, nicht 


veriindern, und man hat aus dem Lagrange’schen Satz iiber aihnliche 
Functionen: 


F’ (u,)u; = 9; (u,), 
eine lineare Gleichung fiir u; Die Ableitung dieser Gleichung wird 
nur dann illusorisch, wenn F’(u,) mit F (u,) zugleich verschwindet, 
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und es tritt dann eine Gleichung héheren Grades an ihre Stelle. Um 
diesen — allerdings nur scheinbaren — Ausnahmefall zu vermeiden, 
mussten die im vorhergehenden Artikel enthaltenen Betrachtungen ein- 
geschoben werden. 

Das Eliminationsresultat ist demnach auch in allgemeingiiltiger 
Weise: 

F (u,) = 0, 
FE" (tr) + uy, = ; (ur); 
Ff’ (u,) U1 = 0,—1(Ur), 

wo F” (u,) fiir kein der ersten Gleichung entsprechendes wu, verschwinden 
kann. J'(u,) = 0 ist die friiher behandelte Resolvente et Grades. 


Und das Problem, einen reellen Factor r Grades fiir eine ganze 
Function ne Grades zu bestimmen, ist somit darauf zuriickgefiihrt, eine 
reelle Wurzel der Resolvente zu finden. Beide Aufgaben werden zu- 
gleich méglich oder unméglich sein. 

Fiir r = 2 ergeben sich hieraus, in wenig geanderter Form, die 
in Gauss’ Abhandlung enthaltenen Resultate. Hierauf weiter ein- 
zugehen, wire wohl iiberfliissig; nur die Bemerkung mége noch Platz 
finden, dass dann die obigen Formeln die einfachste Anweisung zur 
numerischen Berechnung der complexen Wurzeln enthalten. 

Im Folgenden wollen wir aber r so zu bestimmen suchen, dass 
die zu benutzende Resolvente direct von unpaarem Grade sei, also das 
Problem der Factorenzerlegung direct auf die Bestimmung einer reellen 
Wurzel einer Gleichung von unpaarem Grade zuriickgefiihrt werde. 


4, 


Directe Bestimmung eines reellen Factors durch die reelle Wurzel 
einer Gleichung von ungeradem Grade. 


Wir setzen selbstverstiindlich voraus, dass die Gradzahl der zu 
betrachtenden Gleichung eine gerade Zahl ist, da im entgegengesetzten 
Fall ein Factor ersten Grades immer bestimmt werden kann. 

Sei nun zuerst der Grad der Gleichung keine Potenz von 2; dann 
wird derselbe: 

n= 2*.q, 


und wir setzen dann einfach: 





y= QF, 
Dann wird: 
(")= 2* g (2* q—1) (2*q—2) --- (2*q—2*41) 
, 2. (at—1) (#2). -- 2-2 
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Nun ist 2*g—s und 2*—s immer durch dieselbe Potenz von 2 
theilbar, und wenn man diese wegschafft, enthalten Zahler und Nenner 


ok 
nur ungerade Zahlen, und es wird demnach ) = (*¥) in der That 


eine ungerade Zahl. 
Wenn zweitens der Grad der Gleichung eine Potenz von 2 ist: 


% == 2, 
dann setzen wir 
f as 2t-1, 
und erhalten 
‘fs ) __ _2(2*— 1) (2*—2) --- (2*—8)---(@Q*—2F 3+) 
“gk— 1 (gk=1_ ae 2).- a a 


Nun ist wieder 2!—s und 2'-!—gs durch dieselbe Potenz von 2 
theilbar, wenn s nicht null ist, und man erhialt in diesem Falle 


(1) = 20, 


wo v eine ungrade Zahl bedeutet. 

Der Grad unserer Resolvente enthilt also in diesem Falle noch 
einmal den Factor zwei; dieselbe wird sich aber in Folge der unter 
ihren Coefficienten stattfindenden Relationen durch Auflésung einer 
Gleichung v'" Grades in quadratische lactoren zerlegen lassen. 

Bevor wir hierauf naher eingehen, mége noch die Bemerkung 
Platz finden, dass unter den Resolventen, die dem untersuchten Typus 
angehoren, sich iiberhaupt keine findet, deren Grad eine ungerade Zahl 
ist; denn es ist: 


2 2 oF 2* 
( ina’ ( yreed -_ ( ee gt§_gt—l_» ’ 
wo der Nenner des zuletzt stehenden Bruchs héchstens die 2*—-*te Potenz 
von zwei enthilt. Fiir alle der betrachteten Classe angehérigen Resol- 
venten ist also, wenn r nicht gleich * , der Grad durch 4 theilbar. 


Wir gehen nun niher auf die Relationen ein, die zwischen den 
Coefficienten der Resolvente 2r'*° Grades stattfinden, und sind nach 
dem Friheren berechtigt, wahrend der Aufstellung dieser Relationen 
die Zerlegbarkeit der urspriinglichen Gleichung anzunehmen. Dann 


ist jede Wurzel der Resolvente ein Product von : Elementen «, und 


je zwei derselben u,; und u; geben als Product das letzte Glied der 
urspriinglichen Gleichung A,. 


Das letzte Glied der Resolvente ist demnach A’. 
Fiir das vorhergehende erhalt man: 


(1)?! Duy thy + «+ aya = (— 1) A”! Zu, 
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und iihnlich fiir die iibrigen, und daher, wenn man die Resolvente 
ausfiihrlicher : 


F(u) = w+ Kywr-t +--+ + Kyy1u + Key, =90 
schreibt, die folgenden Coefficientenrelationen : 
K:, = A’, 
Ky,-1= AK, 


Ky2-i = A’-'K;j, 
so dass, wenn man noch der Kiirze wegen 

Vi-+ = u"—" + =. 
7] 
setzt, die Resolvente die Form: 

YiW+K,Ui1+:---+Hh1V,+ K =0 

annimmt; hier wurde allerdings der Factor w” entfernt; dies ist aber 
gestattet, da die Resolvente durch den Werth u = 0 nicht befriedigt 
werden kann. Sonst miisste A, verschwinden, und dies giibe den 
Factor «x fiir die urspriinglich vorgelegte Gleichung. Uebrigens ent- 
hielte dann auch die Resolvente die Wurzel uw mehrfach, und dieser 
Fall wiirde durch die lineare Transformation umgangen. Nun hat man 


bekanntlich 
V,= V,?*—24, 


V~ = | V; _— A | Ja 


und erhilt demnach die Resolvente in der Form 


und weiter 


® ( V) = 0, 
als Gleichung v'*" Grades in 
A, 
Veru+ —-: 


Da nun aus derselben immer ein reeller Werth von V bestimmt 
werden kann, giebt die letzte Relation, als Gleichung in uw aufgefasst, 
zwei Werthe des wu. Diese Auflésung wird aber nicht immer geniigen, 
denn wir verlangen eine reelle Factorenzerlegung, also auch reelle 
Werthe von uw. Ohne tieferes Eingehen auf die Resolvente erhilt 
man durch diese Auflésungsmethode nur dann mit Gewissheit reelle 
u-Werthe, wenn A, negativ ist. 

Um aber den Fall, dass A, positiv ist, zu absolviren, betrachten 
wir statt der Resolvente F'(w)=0 die folgende Gleichung F'(u)- F'\(— u) =90, 
wo es unmittelbar klar ist, dass eine Wurzel der letzteren auch immer 
eine Wurzel der ersten bestimmt. 

Dies wird aber in der zuletzt erhaltenen Form: 


© (V).%(—V)=0, 
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oder da bei der ausgefiihrt gedachten Multiplication die ungeraden 
Potenzen von V herausfallen : 


¥ (V?) =0, 
wo ¥ abermals vom v' Grade ist. Da aber 
Ve=w+ £ +2A 
in der Form 


(u = £y +4A 


geschrieben werden kann, so erhilt die Resolvente schliesslich die 
Form: 


X(U2) =0, 
wo X wieder vom v'*" Grade und 
U=u— 4 


ist. 

Von der X-Gleichung lisst sich aber nun zeigen, dass ihr con- 
stantes Glied negativ ist. Um dieses zu berechnen, diirfen wir wieder 
die uw in bekannter Weise aus den a zusammengesetzt denken. Dann 
geniigen der Gleichung, wenn wir wieder mit wu; und u; zwei solche 
Werthe bezeichnen, deren Product gleich A, ist, alle Werthe (u;—u;)?, 
deren Zahl eben v, so dass das gesuchte letzte Glied der Gleichung 
wird: 

(—1)” { (ee, —14,’) (tty — 109") +++ (tty — ety’) }?, 
wo die Eintheilung der w so fixirt sein mag, dass alle jene w ohne 
Accent geschrieben sind, die a, enthalten. Nun ist aber schon: 

(4, — ty’) (Ug—ty’) - + + (ty — wy’) 
eine symmetrische Function der a. Dass sie sich fiir eine Permutation 
der a, die a, ungeiindert lisst, nicht andert, ist unmittelbar klar; wir 
untersuchen nun, was bei einer Vertauschung von «, mit «, geschieht. 
Dort, wo u; diese beiden enthilt, geschieht gar keine Aenderung; in 
den iibrigen geht w in ein w’ iiber, und umgekehrt, es vertauschen 
sich zwei Factoren, indem sie zugleich das Zeichen wechseln; da dies 
aber bei beiden geschieht, bleibt der Werth derselbe. Dass der Factor 
u;— ui in sich selbst iibergeht, und dabei nur das Zeichen wechselt, ist 
nur dann méglich, wenn die Zahl der « gleich zwei ist, was dem Fall 
der Gleichung zweiten Grades entspriiche. Dieser Fall, den wir hier 
nicht zu betrachten haben, ist in der That ein Ausnahmsfall, der 
einzige , wo eine Zerlegung in reelle Factoren nicht immer mdglich. 

Da nun schon das Product (uw,—w,’) - - - (u,—w,’) durch die Coeffi- 
cienten der Gleichung ausdriickbar ist, erhilt das letzte Glied der 
Gleichung 


X(U*) = 0 
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die Form: 
(—1) [g(A, --- A,)P, 
was, da v eine ungerade Zahl ist, in der That einen negativen Werth 
ergiebt. : 
Hieraus folgt aber ein positiver Werth fiir U?, demnach ein 
reeller Werth fiir U, und schliesslich unter der Voraussetzung, dass 
A, positiv ist, aus der Gleichung 


A 
u—_—"=U 
U 


ein reeller Werth von uw, der — eventuell mit geindertem Vorzeichen — 
auch der Resolvente F’'(w) = 0 geniigen muss. 

Damit ist aber auch fiir diesen letzten Fall die Zerlegung der 
Gleichung 2"'*" Grades in zwei reelle Factoren vom Grade 2"—* geleistet, 
und bis auf die Auflésung einer Gleichung zweiten Grades mit reellen 
Wurzeln ist die einzige irrationale Operation, die hierbei auszufiihren 
ist, die Bestimmung einer reellen Wurzel in einer Gleichung von un- 
geradem Grade. 


Budapest, Februar 1879. 


Ueber die Reduction Abel’scher Integrale auf elliptische und 
hyperelliptische. 
Von 


Leo KONIGSBERGER in Wien. 


Im 4" Hefte des 86" Bandes des Borchardt’schen Journales 
habe ich die Frage behandelt, ob sich von vornherein charakteristische 
Eigenschaften fiir die Moduln derjenigen elliptischen Integrale angeben 
lassen, auf welche sich gewisse Abel’sche Integrale von der Form 


Jt@,7R@) ax 
reduciren lassen, worin f eine rationale und R eine ganze Function 
von x bedeutet; ich fand dort, dass, wenn ein A bel’sches Integral 
erster Gattung — und auf Integrale erster Gattung sind, wie ich friiher 


gezeigt habe, alle Transformationsprobleme zuriickzufiihren — von der 
Form 


[e@ VR@Y az, 


worin ” > 2, auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, dies nur 
fiir » = 3,4,6 der Fall sein kann, und zwar haben die elliptischen 
Integrale, auf welche sich die Integrale 


fem VR@y ax, — fv VRS ax 
reduciren lassen, wenn im ersten Falle r—=1, 2, im zweiten r—1, 2, 4, 5 


ist, den Modul der complexen Multiplication > y2 +3 oder einen 


aus diesem trausformirten, wihrend die elliptischen Integrale, auf 
welche die A bel’schen 


[vo VROY az 


zuriickfiihrbar sein kénnen, worin r = 1,3 ist, den complexen Multi- 


plicationsmodul V ; oder einen aus diesem transformirten besitzen. 


yD Ce jy 








a——— i ——_— <_< 
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Mit Riicksicht auf die in der vorliegenden Arbeit folgenden Un- 
tersuchungen will ich auf Grund des in der oben citirten Arbeit 
bewiesenen Satzes, dass gleiche Multiplicatoren nur dann zwei ver- 
schiedenen Moduln der complexen Multiplication zugehéren kénnen, 
wenn die Moduln in einander transformirbar sind, und zufolge der 
Bemerkung, dass die elliptischen Integrale 

de ° dz 
Ve —1" Ve —1’ 


y wz . dt 
Siena) een ee Or) 


die complexe Multiplication mit den Multiplicatoren 


2x - - Bx 22 - + Se 
os 3 ttsns, °™ + isin =, cos = +1 sin 
besitzen, den obigen Satz so aussprechen, dass die Integrale von der 
Form 


feroOWR@y az, Jum VR@Y ae, foe VR@Y ae, 


mit den oben angegebenen Beschriinkungen fiir die Zah] r sich nur 


auf die resp. Integrale 
dz 
Va a aes Sie sg 


welche die 3'° und 4" Kinheitswurzel zu Multiplicatoren haben, redu- 
ciren lassen kénnen. 

Es blieb jedoch noch eine wichtige Frage unerledigt, nimlich alle 
Abel’schen Integrale der bezeichneten Form anzugeben, welche auf 
elliptische Integrale reducirbar sind, und die vollstiindige Beantwortung 
‘dieser Frage soll den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bilden, indem 
ich zugleich die Frage der Reduction selbst etwas zu verallgemeinern 
suchen werde. 

Sei die irreductible algebraische Gleichung 


f(z, y) =9, 
fiir welche wir die zugehérigen Abel’schen Integrale untersuchen 
wollen, eine algebraisch auflésbare, so dass in der bekannten A bel’- 
schen Bezeichnungsweise y als algebraische Function u'* Ordnung 
dargestellt die orm hat 

1 2 n—1 

Y= % + UP" + O2P" +++ + Qn-ip" ; 
WOTiN G5 9;)*** Ga—1 Und p algebraische Functionen « — 1' Ordnung 
bedeuten, und » fiir die folgende Untersuchung jede positive ganze 
Zahl vorstellen darf; sei ferner ein Integral 
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Fe. y)dz 


vorausgesetzt, das sich durch eine algebraische Transformation auf 
elliptische und hyperelliptische Integrale reduciren lisst, so dass 


(a) F(z,y)dx = F, (2,,V Rap, +1(2,)) dz, + F, (2_,V Rep,+1(42)) dz,-+-: 


+ F,(¢s,V Bap,salé)) dey-+u-+ A, loge, +A, logy, -+--- 
+ Ag log ve 


wird, worin 
Fop,+1(@), Reap,41(2), +++ Rep, +1(¢) 
ganze Functionen von z von dem Grade bedeuten, den der Index angiebt, 
By, 2g, °° * By, UW, Y, VQ, + ° + Up 


algebraische Functionen von x, und A,, A,,---A Constanten vor- 
stellen. 

Mit Hiilfe ahnlicher Schliisse, wie ich sie in meinen ,,Vorlesungen 
iiber die Theorie der hyperelliptischen Integrale“ fiir die Behandlung 
des Transformationsproblems gemacht, kann leicht gezeigt werden, 
dass dann jedenfalls auch eine Beziehung von der Form existirt 


8. F(e,y)de— SPF, (2° /Bapar(8)) ag” 
™ a, (2°, Bras(E)) ag +... 


Py =e EE: vrera 
+ >i ( VW Bayar(E)) ag. 
i 
+ M + B, log V, +---+ By log Va, 
worin 8 eine positive ganze Zahl, die Grissen 
i) ge), ger) 
7, 2 ? Pr 


Lisungen einer algebraischen Gleichung p,'° Grades sind, deren Coeffi- 
cienten rational aus x und y zusammengesetat sind, die Irrationalitiiten 


V Bay a(@); V Bap as(8): + V Bay (8) 





mit Hiilfe eben dieser Grissen x und y durch die resp. Grissen & 
rational ausdriickbar sind, endlich die Grissen 
U, Vi, Vo,++- Vo 
rationale Functionen von x und y bedeuten. 
Und endlich wird ebenso, wie fiir die Transformation der hyper- 
elliptischen Integrale hergeleitet worden, folgen — alle diese Siitze 
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gelten ganz allgemein fiir die Transformation Abel’scher Integrale 
irgend eines Geschlechtes auf Abel’sche Integrale desselben oder eines 
andern Geschlechtes —, dass fiir die Integrale erster Gattung 








ef ade ef acl treaty 
eg i, wag a + A% ———~ wy = F, (x,y) dx 
VB 41 (gi ) i, ae (& ) VRay 41 (&, 


ist, worin k irgend eine der Zahlen 0,1, 2,-+-p,— 1 bedeutet und 
F(x, y) dx ein Abel’sches Differential erster Gattung vorstellt, welches 
der obigen Annahme gemiiss die Form haben wird 


1 2 n—1 
(B) (0+ Qn" + Op" +--+ Qa 7 ae. 

Es ist somit das urspriingliche Problem wieder auf die Behand- 
lung des Reductionsproblems der Integrale erster Gattung zuriickgefiihrt, 
indem gezeigt worden, dass jedenfalls zur Gleichung f(x,y) =0 ge- 
horige Integrale erster Gattung existiren miissen, qoelche auf je ein zu 
jedem hyperelliptischen Integrale der rechten Seite von (a) gehoriges System 
gleichartiger hyperelliptischer Integrale erster Gattung reducirbar sind - 
oder auf je ein elliptisches Integral erster Gattung von den in der Glei- 
chung (a) befindlichen elliptischen Integralen. 

Von den Integralen erster Gattung der Form (f) wollen wir fiir 
jetzt nur die Fundamentalintegrale einer niheren Untersuchung unter- 
werfen und als solche die in den Formen 


a : > 5 
Jae, [evr ax,» f Qu * ax 


enthaltenen definiren; es seien die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafiir aufzustellen, dass ein Fundamentalintegral erster 


Gattung 
— 
J Qop” dz, 


worin g und » relativ prim sind, auf ein elliptisches Integral erster 
Gattung zuriickgefiihrt werden kann, wobei wieder nach dem oben an- 
gefiihrten, allgemein giiltigen Satze angenommen werden darf, dass 
die Gleichung 


P £ * de 
1 Seat ae ft 
( ) Qep Vo (2). 
so befriedigt werden kann, dass z und /g(z) rationale Functionen von 
e 


x und Qop” sind, 
Ich kénnte nun auf die aus der Theorie der complexen Multipli- 
cation hergeleiteten Resultate meiner oben erwihnten Arbeit mich 
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stiitzend, unmittelbar schliessen, dass m nur die Werthe 2, 3, 4, 6 
haben kann, ziehe es jedoch vor an dieser Stelle jenes Resultat noch 
einmal in einer etwas veriinderten Form abzuleiten, wie es fiir den 
Uebergang zur Reduction auf hyperelliptische Integrale sich als noth- 
wendig erweisen wird, 


Liisst man niimlich die Variable x einen geschlossenen Umkreis 
& ge 
von der Art beschreiben, dass p” in den Werth ap” iibergeht, worin 


2a _-s 
« = cos — =. 
~ t+ tsin = 
ist, und gehe vermége des vorausgesetzten rationalen Zusammenhanges 


ein, Vp(e) in Vp) 
iiber, so wird sich die Beziehung ergeben 
(2) oe... ™ dz 


, Vee Vole,’ 
fiir welche z und € durch eine algebraische Gleichung mit einander 
verbunden sind. Setzt man die Polynome g(2) und g(é) in der 
Legendre’schen Normalform voraus — was nur der Kiirze halber 
wegen der folgenden Einfiihrung des #-Moduls geschieht — , so liefert 
bekanntlich die Bedingung der algebraischen Beziehung zwischen z 
und € fiir die Perioden des elliptischen Integrales die Relationen 


mo ==-ara+asa’, 
ma =eara+ asa’, 
worin m, 7, Ss, 7, s' positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, oder 


= | 
ar has os | il 

ar as’ —m | 
d. h. es muss a die Lisung einer ganzzahligen quadratischen Gleichung 

22i 
sein. Nun kann aber ae” nur die Lésung einer quadratischen 
ganzzahligen Gleichung sein, wenn » = 2, 3, 4,6 ist, und diese Glei- 
chungen lauten, wenn der Fall m = 2 ausgeschlossen wird, 
e+tati=0, «+1=—0, «—a+1=—0; 

daraus ist aber auch die Form der zugehérigen Moduln der #-Functionen 
sofort zu erkennen, denn aus den oben aufgestellten Periodenbeziehungen 


folgt durch Elimination von «, wenn a2 = t gesetzt wird, die qua- 
dratische Gleichung 


s-t?+ 2(r—s’)-t—4r =0 
also 





ae 2 4 Ls past 4 Vere 4's 18); 


8 
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und da vermége der obigen Bestimmungsgleichungen fiir « die drei 
Relationen zwischen den Transformationscoefficienten gelten miissen 


OEE wn = 1, 1, epee wed, 
rs —?rs rs—rs 





so folgt leicht, dass die #-Moduln in den drei in Frage kommenden 
Fallen die beiden verschiedenen Formen haben werden 





t= — 7 47/73 und cm — =F 4 om —1. 
Beachtet man ferner, dass, wenn zwei Gleichungen von der Form 
or es 
Vets) V(2) Vos(&s) Vos(%) 


zu gleicher Zeit bestehen, die entsprechenden Periodenbeziehungen 
ma=ara-+ asa’, Mm, @, = ar, @, + aS, @,' 
zwischen den #-Moduln 
20" 20," 
— =T, —- = v% 
@ @; 
die Beziehung liefern 
My St + 2(rm, —1; mM) 
. - 4: nae oe 
und jeder linearen Beziehung zwischen #-Moduln auch wirklich eine 
algebraische Transformation entspricht, so wird immer, wenn iiber- 
haupt eine Reduction auf elliptische Integrale méglich, diese Reduction 
auch auf die Integrale 
_4s_— f_ as _ 4 =-—+ « © 
Ve—1" JVe—1’ a Sane Nigar Vi-# 
ausfiihrbar sein, und es folgt somit der Satz, 
| dass wenn ein Abel’sches Fundamentalintegral erster Gattung 


von der Form 
2 Q 
| Gp" ae 


auf ein elliptisches Integral reducirbar sein soll, dies nur fiir 
n==2,3,4,6 der Fall sein kann, und zwar werden fiir n=3,4,6 
: die beiden einzigen Formen der reducirten elliptischen Integrale 


ad und 
V2—1 wie =~ fi 
sein. 


Es wird sich jetzt darum handeln, die Form aller jener reducir- 
baren Abel’schen Integrale festzustellen und die Transformationen an- 
zugeben, welche diese Reduction leisten — eine Aufgabe, die voll- 
stiindig gelést werden soll fiir den Fall, dass Q, und p algebraische 
12* 














| 
| 
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Functionen O' Ordnung sind oder dass die zu untersuchenden A bel’ - 
schen Integrale von der Form sind 


Jew (R@)ae. 


Legen wir zuerst die iy wren 


(3) for dz — {Vs Vou) 


unserer Betrachtung zu Grunde, aus welcher eine Bedingung fiir das 
Polynom g(z) sich aus der Theorie der complexen Multiplication der 
elliptischen Functionen nicht ergiebt, und lisst man «# einen ge- 


schlossenen Weg von der Art beschreiben, dass p? den entgegenge- 


setaten Werth annimmt, wihrend z und //@(2) in € und / (6) iiber- 
gehen, so erhilt man 


2 1 o. ae se 
fan" Ps Wen Voté) 


und daher, wenn 


p (2) = (1—2*) (L—K 2?) 
gesetzt wird, 


(4) 2 fos" da = (G 


worin bekanntlich Z sich als das Product einer in x und Q,?p ratio- 


nalen Function in Q,p* darstellt, wihrend //g(Z) eine rationale Func- 
tion von # und Q,*p bedeutet. Es ist aber auch leicht zu sehen, dass, 
wenn 


(5) Z= hi (a, @,"P) Q,p?, V9(Z) = he (x, Q,’P) 
ist, wegen 
1G" Pp) 
2 y hi @, Q:°p) - 
az —| ator +5 —oF = ] Q, pidx 
dZ 
Tow ~ EF) Ontde 


wird, worin F(x) eine algebraische Function uw‘ Ordnung bedeutet, 
sich also ein auf elliptische Integrale reducirbares Abel’sches Integral 
der betrachteten Art ergiebt. Es ist die Untersuchung somit auf die 
Erfillung der Gleichungen (5) zuriickgefiihrt, oder darauf, dass 





V(i —f; (x, Q,?p)* ,? p) (1 —k* f, (a, Q;?p)? Q,?p) 
sich als rationale Function von x und Q,?p darstellen lisst. 
Betrachten wir den speciellen Fall, dass Q,?p eine algebraische 








(7 
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Function O' Ordnung, also eine rationale Function ist, so wiirde eine 


Function tat a 


worin f(z) eine rationale Function und R(x) eine ganze Function von 
«x bedeutet, so zu bestimmen sein, dass 


VOl — f?(@) R@))] [1 — Pf? @) R@)), 
worin die Constanten in f(x), in R(x) und k selbst passend zu wiihlen 


sind, eine rationale Function von x wird, oder es werden jene unbe- 
stimmten Coefficienten der Bedingung geniigen miissen, dass 


(1 — f°(a) R(a)) (1 — Pf? (@) R@)) 


nur Doppelfactoren besitet; alle diese und nur diese Fiille werden die 
auf je ein elliptisches Integral reducirbaren hyperelliptischen Integrale 
erster Gattung liefern; zugleich ist mit diesen Integralen die Substitution 
gefunden, welche sie in die elliptischen Integrale iiberfiihrt. 

Wie das Problem fir den oben zu Grunde gelegten Fall der alge- 
braischen Function uw Ordnung weiter zu behandeln ist, soll hier 
nicht niher erértert werden; ich gebe die dabei in Anwendung kom- 
menden Betrachtungsweisen in einer im 3'" Hefte des 87'" Bandes 
des Borchardt’schen Journals demnichst erscheinenden Arbeit tber 
die ,,Erweiterung des Jacobi’schen Transformationsprincips“ aus- 
fiihrlich an, in welcher die Unméglichkeit der algebraischen Trans- 
formation fiir Abel’sche Integrale, deren p > 2 ist, nachgewiesen 
wird, eine Untersuchung, die mit dem Gegenstande der vorliegenden 
Arbeit in engem Zusammenhange steht. 


Ich gehe jetzt zur Untersuchung der Gleichung 


ee 
(6) ad 


iiber, in welcher @ die Werthe 1 oder 2 annehmen darf und z sowie 
¢ 


V2 —1 wiederum als rationale Functionen von x und Qp p> betrachtet 
werden diirfen. Dies Problem liasst eine bedeutende und fiir das Nach- 
folgende sehr wesentliche Vereinfachung zu. 


Aus (6) gehen nimlich, wenn x geschlossene Wege durchliuft, 
2ni 1 1 1 





‘ 7 wie v ry 
welche, wenna =e ° gesetzt wird, p* successive in ap* und ap 


iiberfiihren, die Beziehungen hervor 








3 dz 4 dz, 3 dz, 
Pa cles SA = 4% 2¢e ‘on 3 
(7) QeP dx Vz3—1 » & Ve P dx Vz3—1 » &@ Vep dx Vz—1 ? 


in welchen 
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( gL. Rte e 
=f (2, Qev’), yes—1 = F(z, @»°), 


0 
x 


8 . + Ee , 
ah a, =f (2, at Qep’ ), V25—1 =F (x, at Qep' ), 


& rp a 
= f(z,Qep?), 7251 = F(a, 0% Qep° ) 
ist, worin f und F rationale Functionen der in ihnen enthaltenen 
Gréssen und zwar in den drei Gleichungssystemen dieselben bedeuten. 


Nun folgt aber aus (7) durch Addition der drei mit 1, a—¢, a—*¢ 
multiplicirten Gleichungen 





9 a, Toe — ade 2 diy 
(9) 3Qep* dz = FT +a yay = + a—2e —_ Teer’ 


und vermége der mit Hilfe der Substitutionen 
2,=Z,, #=0tZ,, 2,—a%eZ, 
hergeleiteten complexen Multiplicationsgleichungen 


~~. oh dm _ atdZ dz, __ a®aZ, 











Z—1 VZ—1’ Vep—-1 VZ8—-1’ Vep—1 VZe—1 
die Beziehung 





@ 
10 ¢ ( 3 a aZ, _dZ, __ aZ, i 
ii Bp da = Test gsi + yi? 


<. 
worin, wenn der Kiirze halber Q, p* =y gesetzt wird, den Gleichungen 
(8) zufolge 


Z, =f («, 9) » VZ3J-1=Fo,y) , 
(11) Z,=@f(x, aty), YZ3—1—=— F(x, aty), 

Z,= at f(x,ay), YZ3—1 = F(a, ay), 
sein wird. 


Setzen wir nun zur Addition der drei elliptischen Integrale der 
Gleichung (10) nach dem Abel’schen Theorem 


(12) a,2? + a,e+ a,—by2—1 =0, 


welcher Gleichung die drei Werthe Z,, Z,, Z, mit den zugehdrigen 
Irrationalititen geniigen sollen, so folgen nach (11), wie man leicht 
sieht, fiir die Constanten a,, a,, a,, b die drei Bestimmungsgleichungen 
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(a, (P,+ Q.y+ Ry’) + a, (Pi+Qiy+ Ry’) 
+ a — b(P+Qy+Ry’) =0, 
a, a (P, + a Q,y + a2¢ R, y®) + a, 02? (P, + a Q, y+ a R, y’) 
$ay—O(B fae Qy +a% Hy?) 0, 
a, 0e(P, + 00 Q, y+ af Ry y*) + a, a? (P, + a Q,y + at Ry’) 
+ ay—b(P + PPQy + af Ky’)=0, 


(12) 





worin die Gréssen 
P,, Q., R,, P, Q,, R, By, Dy, Ny 
rationale Functionen von # und y* = Q,° p¢ sind. 


Multiplicirt man nun das Gleichungssystem (12) der Reihe nach 
mit 


1 1 1, 
1 ae =e, 
1 ore ae, 


und addirt je drei Gleichungen, so folgt 
a,k,y +aQy +a-1—bP =O, 
ay +a,P, +a-9— dKRy=—0, 
a,P, +a,R,y’+ a,-0—bOy=0, 
und hieraus wiederum durch Multiplication der drei Gleichungen mit 
1,y,y*, wenn ausserdem die eine Constante a, = 1 gesetzt wird, 
a,-Lyyt+a-1—b-M—Ny, 
a,-L,y+a-0—b-M,=— Ny’, 
a,-Liy+a,-0—b-M,—N,y’, 


L,, L,, L;, M,, M,, M;, N,, N,, N; 
wiederum rationale Functionen von z und y®? = Q)°p° sind. Somit 
wird also, wenn U, V, W den Charakter ebensolcher Functionen haben, 
(13) a,=U-y, a=V.y, b=W-.-y¥ 
sein und sich daher vermége der Gleichung 
(2a, #-f-a,)? — b2(e — 1) = (#4) (e—Z,) (e—Z,) (2 —Z), 


aus welcher fiir ¢ = 0 


worin 


hervorgeht, nach (11) und vermége des Umstandes, dass ° 

4, 2,2, =f (x,y) +f (@, wey) f(x, ay) 
sich als rationale symmetrische Function von y, ay, ay rational 
durch x und y* ausdriicken lisst, die Bestimmungsgleichung 


(14) Zag 
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ergeben, worin 7’ eine rationale Function von x uud Q,*p% bedeutet, 
und Z der Gleichung geniigt 


, aZ, > dZ, ae aZ; A 7 
VZ3—1 VZ3—1 VZ—1 VZ*—1 


Zugleich folgt aus der Gleichung (12) die zu Z gehdrige Irra- 
tionalitaét in der Form 


7 _ 4-+a,Z2+a 
VZ2—1 day: See > 





oder nach (13) 


——3 T?+TU+V on 
YR—1— ter 7, 


eine rationale Function von z und Q,*pe. 
Wir erhalten somit den Satz, dass, wenn ein Abel’sches Integral 


g 
von der Form f Qep® dx auf’ ein elliptisches Integral reducirbar sein 
soll, die Reductionsgleichung 


dZ 
four’ dz - {84 


lauten muss, in welcher 
£ ! 
Z=T-Qp* wd fpB—1=—7, 
sind, wenn T und T, rationale Functionen von x und Qp'p° bedeuten. 
Betrachten wir jetzt wieder den Fall, in welchem Qo und p rationale 
Functionen von « bedeuten, so dass es sich um die Gleichung 


(15) J (2) (WR(a))* da= — |= Sa 
handelt, worin, wie eben gezeigt worden, 
(16) Z=f(2)(VR@!, VA—1—= F(a) 


sein muss, wenn f(x) und F(z) rationale Functionen, R(x) eine ganze 
Function von « bedeutet, und suchen wir nunmehr alle méglichen 
Formen von ~(x) und R(x) anzugeben, fiir welche eine Reduction auf 
ein elliptisches Integral méglich ist. Da nun aus (16) 


aZ = (2 f@) HS +f (@) WR@Naz, 





also 


az F/@RK@+F@R@ 
V7—i R(x) F(a) YPR@)f dz 





(17) 





folgt, die Existenz der Gleichungen (16) somit immer eine solche Re- 
ductionsformel fiir die betrachtete Gattung Abel’scher Integrale nach 








sic 
de! 


Qa, 


42 & @& @mR 
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sich zieht, so wird das Problem jetzt darauf reducirt sein, Z der ersten 
der Gleichungen (16) gemiiss so zu bestimmen, dass /Z* —'l1 eine 
rationale Function von x wird, oder f(x) und R(x) so zu wiihlen, dass 


Vf(@sR@e—1 
rational in x ausdriickbar ist; sind die Constanten in f(x) und R(x) 
so bestimmt, dass der Ausdruck unter der Wurzel nur Doppelfactoren 
besitet, so liefert fiir das nach Gleichung (17) hergestellte Abel’sche 
Integral die erste der Gleichungen (16) die zugehirige Transformation, 
und séimmtliche Abel’schen Integrale dieser Form, welche auf elliptische 
Integrale reducirbar sind, werden durch den Ausdruck dargestellt 


f fa) R(a)+f (a) Ra) 
= — (VR@) az. 


R(e) Vf (aR (aye — 

Man findet leicht durch utataied der in f(x) und R(x) ent- 
haltenen Constanten und Zusammenstellung dieser Zahl] mit der Anzahl 
der durch die Existenz der Doppelfactoren geforderten Bedingungs- 
gleichungen, dass nur wenn R(x) vom dritten oder einem niedrigeren 
Grade ist, die Reduction auf elliptische Integrale stets méglich wird, 
dass jedoch, wenn der Grad dieses Polynoms grosser als 3 ist, zwischen 
den Coefficienten desselben gewisse Bedingungen stattfinden miissen, 
welche durch die obige Methode unmittelbar gegeben werden. 


Genau dieselbe Entwickelung liefert fiir die Existenz der Gleichung 


6 
Sen" ic f oy eT 
die Beziehungen 


Z=T-y’, VZ(24—1)=U-y, 








@ 
wenn Q p° = y gesetzt wird und 7 und U rationale Functionen von 
x und y® == Qp*pe bedeuten. Sind wieder Q, und p rationale Func- 
tionen, so folgen fiir die Gleichung 


(18) [rok de ~ lr Ta 7 
die nothwendigen Beziehungen 
(19) Z—=f(x)(VR(a))* und WZ(Z— 1) = F(a) (VR(a))’, 


in welchen f(a”) und F(z) rationale Functionen von x sind. Da aber 
aus (19) wiederum 


az ¥ fe) R(@) — f' (@)R@) RSV 
Vaie—1) Ree VE@) Nae 
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folgt, so wird man zur Auffindung aller zur 6" Wurzel gehdrigen 
Abel’schen Fundamentalintegrale erster Gattung der obigen Art, nur 
die rationale Function f(x) und die ganze Function R(x) so zu be- 
stimmen brauchen, dass 


f(x) [f(x)? R(wye — 1) 
ein vollstéindiges Quadrat wird; man erhalt dann alle Integrale mit den 
zugehérigen Substitutionen. 
Gehen wir endlich zur Untersuchung der Gleichung 


¢ dz 
Soastee fps 


liber, fiir welche die Untersuchung theils der Einfachheit wegen theils 
aber auch wegen der weiteren Reductionsfragen auf hyperelliptische 
Integrale in etwas veriinderter Form gefiihrt werden soll. 
Genau in der friiheren Weise erhailt man aus den 4 Gleichungen 
e 


Q @ 
4 ia _ ae xg 4 aos diy _ et : oe yr dz; 
ep dx Vz" = 2% Qop dx Vai—1 ? Vop dx Vz" sy i ? 

















$ d 
—i#Qep* de = i 
ry yee 
die Beziehung ; 
@ ~ 
(20) 40.9! ds wo 84 + 5-0 ge 8 





Vis—1 Ves—1 Vag'—1 Vee—1’ 
< 
worin, wenn zur Abkiirzung Q>» p* =y gesetzt wird, 
2, = f(2, y) Vz,'—1= F(a, y), 
(21) #,=f(a,#y) Ye'—1—= F(a, ity), 
&s = f(x, —y) V 2,' — 1= F(a, —y), 
#,=f(«, —ity) Y2,4—1=— F(a, —ity) 
ist. 
Bildet man nun 
da, dy _—a, 
Ve*—1 Vz4—1 VZi—1 


nach dem Abel’schen Theorem, indem wir 











(¢— 1) (a, 2+ a) — b¥zA —1=—90 
setzen, so findet man leicht mit Beriicksichtigung der Gleichungen (21) 


genau in der friiher angegebenen Weise, wenn U und V rationale Func- 
¢ 


tionen von x und Q,’ p* bedeuten, fiir die Coefficienten die Bestimmungen 








sO 


fii 
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a=1, a4 =U, b=V-y, 
sodass aus der Gleichung 
(@— 1)? (ay2-+1)? — B (@—1) = (¢—1) @—4,) @—4)(¢—-Z,) 
fir z= 0 
5, lw ¥ 
=— = 


25 


folgt, wihrend sich 
; se (Z,—1) (a,Z,+1 
YZ — le Dt 2 =T,-y 
ergiebt, worin wieder 7’ und 7; rationale Functionen von 2 und 
@ 
y? = Q,2p” bedeuten. 
Genau ebenso wird offenbar 

__ ad% i= _ dy = aZ, 

Vzi—1 Vz—1 VZ—1 
folgen, worin die Werthe von Z, und //Z,' — 1 aus den friheren hervor- 
gehen, wenn nur 7 y an die Stelle von y gesetzt wird, und sich daher 

Z,=T7', VZA{—-1=«T/y 


ergiebt, wenn 7’ und 7,’ die entsprechenden rationalen Functionen 








) 











von x und — y* = — Q.p? sind. 
Aus der Gleichung (20) folgt aber 
. e 
———— up Oi 
oder, wenn 
Z, =i) Z, 

gesetzt wird, 

Q 

Sn. a 

4Q.p dz= 7 ye 
worin 
Z4= T=i+uy’, VZi'—1= Ty=yth+uy), 


Zi =i-¢ Tie (t—uy’), VZ/4'—1 =e /y=ey(t, —uy) 
und ¢, wu, ¢,, w, rationale Functionen von 2 und yt = Qo'p? sind. 
Setzt man aber 











dz, aay a 
VZ;—1 | V@e—1 Vai’ 


so ist nach dem Additionstheorem 


PR AL ALSO SAL Arar 


1+Z:Z,-  — 
oder wie unmittelbar zu sehen, 
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Z=L-y 
und ebenso 
Vz — -l=M.- y’, 
worin Z und M rationale Functionen von x und y! = Q,'p? bedeuten. 
Wir sehen somit, dass, wenn ein Abel’sches Fundamentalintegral 
erster Gattung der betrachteten Art auf ein elliptisches Integral reducir- 
bar sein soll, die Transformationsgleichung 


* e ‘ 
47. dZ 
J vas — fram 


3¢ a ¢ 
Z=L-Q3p', VZ4—1=MQ2p" 
ist, und Z und M rationale Functionen von x und Qo'p? bedeuten. 


Aber es liisst sich noch eine weitere Transformation mit dieser 
. o . 1 ee 
Beziehung vornehmen; setzt man niimlich — p! statt pt, so erbilt man 


Py @ ° 
ier 2, dZ’ 
ag Cep de -J VF 
e 


Se 
Z=—LQ3p*, ~Z'—1=MQ,2p’, 


und durch Subtraction der beiden Integralgleichungen nach dem 


Additionstheorem 
» Pp = 
« Qe Pp dz = Ve—i ; 


worin, wie leicht zu entwickeln, 


lauten muss, worin 


worin 


e 
f= U-Qp*, V—1=—V 
wird, und U und V rationale Functionen von x und Q,'p bedeuten. 
Fihren wir somit die friiher gebrauchten Bezeichnungen wieder 
ein, so ergiebt sich fiir die als nothwendig erkannte Gestalt der Re- 


ductionsformel 
g . ‘ 
J Qo p 4 adsz= aZ 


die Beziehung 


| San 
Z=T-Qs', YF—1—7,, 
worin 7 und 7, rational aus x und Q,‘p? zusammengesetzt sind. 


Sind jetzt wiederum Q, und p rationale Functionen von z, handelt 
es sich also um die Beziehung 


f° (a) (VR(@)* dx —\vR 








in 


un 
un 


sic 


de 


en 


fa 














Reduction Abel’scher Integrale. 

in welcher Bins af a Vie 
Z=f(x)VR(a@)y, V7 —1= F(a), 

und f(a) und F(z) rationale Functionen von x bedeuten, so folgt wieder 


unmittelbar, dass, weil aus diesen letzten Bestimmungsgleichungen 


az 4 FOR @)+f @R@) 
a are Oe 





sich ergiebt, alle jene reducirbaren Fundamentalintegrale erhalten wer- 
den, wenn man die in 


f(x) R(aw)e — 1 
enthaltenen Constanten so bestimmt, dass dieses Polynom nur Doppel- 
factoren enthiilt. 


Somit wire die Frage nach den auf je ein elliptisches Integral 
reducirbaren Fundamentalintegralen erster Gattung der obigen Art 
vollstiindig beantwortet, da die Form derselben und die Transfor- 
mationen selbst festgestellt worden sind. 


Gehen wir noch in Kurzem auf die Frage der Reduction der 
Abel’schen Integrale erster Gattung von der Form 


[v@ WR@Y ax 
auf hyperelliptische Integrale derselben Gattung niiher ein — es handelte 
sich, wie gezeigt worden, stets nur um das Transformationsproblem 
der Integrale erster Gattwng — so wird die zu untersuchende Gleichung 


nach den am Anfange dieser Arbeit gemachten Auseinandersetzungen 
folgendermassen lauten 


o , Va YP fiends f (é) dz f° tGp) 44, 
22 R dz= i ye 2 2 see 
( )f v@VR@) Vo (&) + fe + +7 Volé,) , 
‘ worin f(g) eine ganze Function hiéchstens vom p — 1'" Grade bedeutet, 
(2) ein ganzes Polynom vom 2p + 1' Grade ist, und 

By, 2g,°°* Sp 


die Lésungen einer algebraischen Gleichung p' Grades 


(23) er + f(a, (VR@))e— +--+ + fy (2, VWR@)) =0 


sind, deren Coefficienten rational in x und (j/R(a))’ ausgedriickt sind, 
wihrend die zugehdrigen Irrationalititen durch die Gleichung be- 
stimmt sind 


(23a) V9 (@r) = F(z,, x, (VR(@))’), 


in der F eine rationale Function bedeutet. 
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Nimmt man r wiederum relativ prim zu an, und lisst x einen 


geschlossenen Umkreis derart beschreiben, dass (j/R(a))” in 


* VR@Y —«V/R@) 


iibergeht — die Wahl ae dieses Umkreises geschieht nur der Kiirze 
der Darstellung halber — so mégen 


B15 825° + hp, V(%), VP(e2), +> - VV) 
fi, b, es op» V9 (&), Ve (&), hae V 9 (b>) 


iibergehen, und wir erhalten die Beziehung 


aC isda (Meas Nb) dbp 
24 R lg= : j 
(24) « f v(x) (/R@)' dx fF Vo) Vo(&) ail +5 Vol) 


in 


welche mit (22) verbunden die Gleichung 

f(é,) ag, f(2,) dz, 
. § 
>) ft Vo) “3 {ar Volz,) 
liefert, worin €,, €,-+-+ & die bliin der algebraischen Gleichung 
26) & +f eVR@))e+--- +h, «VR@)))=0 
darstellen, wihrend die zugehérigen Irrationalititen durch den Ausdruck 


Vo) = F(E,, 2, «(VR@))’) 





bestimmt sind. 


Bezeichnen wir die Periodicitiitsmoduln des Integrales erster Gattung 
an den 2p Querschnitten mit 


1, 1 My, Wy, +++ Dp, Wy 
— bemerken, dass vermége der Gleichungen (23) und (26) ein alge- 
braischer Secnmmenhang zwischen ¢ und § besteht, so folgt leicht, 
dass, wenn man in der Gleichung (25) einen der Integrationswege 
der z-Variablen den ersten Querschnitt einmal schneiden liisst, auf der 
linken Seite, da die rechte Seite in den Grenzen unveriindert geblieben 
ist und nur um eine additive Constante vermehrt worden, die Grenzen 
nur in die anderen Liésungen der zwischen z und € bestehenden alge- 
braischen Gleichung iibergeyangen sein kénnen. und dass, weil die 
Anzahl dieser ¢-Werthe nur eine endliche ist, wir jedenfalls den ersten 
Querschnitt so oft werden durchschneiden kénnen, bis einmal zwei 
Werthsysteme der p Gréssen § einander gleich werden; dann wird auf 
der linken Seite die der rechts hinzutretenden constanten Grésse, welche 
ein ganzes Multiplum von @, ist, iquivalente Constante nur von dem 
Durchschneiden der Querschnitte durch die Integrationswege der linken 








Se 
cit 
Va) 


a? 


at 


a4 


ul 


—_— it 


an 




























cititsmoduln, so ergiebt sich das folgende Sys 


und daher die Bestimmungsgleichung fiir « 


2ni 


vorgeht. 


grale erster Ordnung, fiir welche p = 2 ist, 


complexer Multiplication mit den Multiplicato 
ast Sats St 
,. i are 


10, 12 entsprechen, so wird leicht zu sehen 


bar angehérigen Integralen erster Gattung 


ota) de 
Var—1 
abgesehen , 
bai 
Are dy 
J Var—1 2 J Vy +) 


hmi 


vermdge der Substitutionen x? = e*y, y+ 
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Seite herstammen, somit nur ein ganzes Vieélfaches der 2p Periodicitiits- 
moduln sein kénnen. Verfihrt man ebenso mit jedem der 2p Periodi- 


BM Dy == Ay, @, + dy," + Ay. @_ + by, @,' + --- 
am, @ = a1@, + dia, + az @, + bio, + - 
— oie - “uM bd Pa + “ns 7 Dany a 


KMy Dy = Ap W, + bse, + ase, + bp2@, + --- 


a), — am, by Qiy Dig +++ Ap Dip 
, , , , , , 
Ay bii—am aie bis ane b 
et) : so he =o. . 
, , , 
| Ap bp1 Ap2 bis +++ App Dpp— amy | 


Wir finden somit, dass, wenn eine Reductionsgleichung von der 


Form (22) méglich sein soll, « =e" die Lisung einer Gleichung 2p‘ 
Grades mit rationalen Coefficienten sein muss — woraus nach bekannten 
Principien die Feststellung der méglichen Werthe fiir die Zahl n her- 


So wird die Méglichkeit der Reduction auf hyperelliptische Inte- 


2,3, 4, 5,6, 8, 10, 12 
erfordern, und wenn man nur diejenigen hyperelliptischen Integrale 


Qi 


in Betracht zieht, welche binomischen Polynomen vom Grade 5, 8, 


der ersten Ordnung angehéren, da von den dieser Ordnung unmittel- 


S , dt sass dt 
4 { See Lee, 
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tem von Gleichungen: 


+ 4,» + bi pas, 
+ Gp @ + dip a, 
+ Ap @p + bap @p, 


+ app @p + bpp Mp, 


fiir n die Werthe 


ren 


iz 


sein, dass sie simmtlich 


+ = 2t, 
y 
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> gwdz i 2 
Veo = ra vermége 2? = y, 
bai 
. Se a 
Var—1 3 Vy(y'—1) 
oat 


Shea + r= 


vermége derselben Substitutionen, ferner 








da ek ee + 
Tea 3 Wage 2 Te” 
ade _ 1° dy 
Vat 73) Wer 
* @de 1° ydy —_ yy 
Vara 3) Vege 8 ie 
ada —=4 s ydy 
St Ve—1 2 Vy—1’ 
ini 
' er we ee 
Sa ee Si 
tat 
tdt 
™ ori +f Ve—1)( (4#3— 31) 
vermége der Substitutionen ate ye? ; y+ — == Zt, 
J a We =— cf ae vermige 2? =y, y= - 
Va'?—-1 ad 4 Ber J? t? 
edz : wdx 
Ver—1 eat i’ Vari ian a 
ini 
a. Be > 
Va—1 8 or y+ 1) 
int 


— i. > 2 oe CS aan a 
ai i Bt + foes 


Es sei nun die Aufgabe gestellt, die Abel’schen Fundamental- 
integrale erster Gattung von der Form 


foe (VR@ (a) ) da 








Zz 


di 


v 


SS —_- oer 


~ 


wm tr 
























V vteti— 1 


zuriickfiihrbar sind, oder die nothwendigen wi 
dingungen fiir die Existenz der Gleichung 


p—lt" Grade bedeutet, wiihrend ¢,, 2, --- 


v7 2p+1 
(29) +/,(z, ( V R(2)) 


bedeuten, in welcher f,, f,, + - 


stimmt sind 
2p+1 


oat P(e 


a, ( 


2p+1 r 
4 V Rie@)) resp. in 
2p+1 r (VR 2p+1 yr 
(7R@) «(/R@), @C/R@): 
iiberfiihren, worin 
2ni 
aug 





gesetzt ist, bezeichnen wir ferner die der Multiplication der Irrationa- 
litiit, mit @* entsprechende, aus (29 )hergeleitete algebraische Gleichung, 


deren Lésungen 


218) 228) ah &ps 


)) ae 


sein sollen, mit 
2p+1 


(1) + f,(2, @( YR@ 


2p + 


yao —i = F (cos, Zz, at( 


Mathematische Annalen. XV. 
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zu ermitteln, welche auf hyperelliptische Integrale mit der Irrationalitiat 


ae SY > F(a,) de 
(28) fe (x) ( VR @)) dz= V,3°F1; 
f (Ze) =a (25 )dz, 
+f Vz 2Pt i ot Sf yg 


aufzustellen, in welcher f(z) eine ganze Function héchstens vom 
, &, Wie friiher gezeigt 
worden, die Lésungen einer Gleichung p'" Grades 

) tp ty (2 


-, fp rational aus den in ihnen ent- 
haltenen Gréssen zusammengesetzt sind, und di 
gehérigen Irrationalitiiten durch einen Ausdruck von der Form be- 


V R(x) 


in welchem F' wiederum eine rationale Function vorstellt. 
Nehmen wir wieder an, dass r und 2p-+1 relativ prim sind, 
und lassen w successive geschlossene Umliufe beschreiben, welche 


+ file, o( 


und driicken die zugehérigen [rrationalitiiten durch 


V R(2) 
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nd hinreichenden Be- 


Qp+1 


,(VR(@)) =0 


e zu jenen 2- Gréssen 


y). 


., & (Rw) 


2p+1 


V R(a) 


))= 


1 


y) 
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oder mit Hilfe von Gleichung (31) durch 
2p+1 r 
(32) ‘a — l= 9, («, at( V R(@)) ) 2 gp—t 


+ nile CViay) 04-4 Viey) 


aus, so erhilt man die Integralgleichung 


; aaa dz 
(33) a f oo VR@) dz&=— Sy: iz, 


2p lh 
+4. f\23,) dey, oo | *£Eps) 42, 
VY 2Pett_ / Apti_;,’ 
J Vee 1 J Ve 1 


und indem man die letzte Gleichung mit «—* multiplicirt und die Summe 
der so entstehenden Gleichungen fiir s = 0,1, 2,---+-2p nimmt, 


2p+1 % | Sa s 
(34) (2p+1) / v(2)(/R@) de = >. 3} arto 
Setzt man 
f(2) = Ay + Aye A,Z? + +++ + Api", 
so geht (34) in 
p+i as Zo a 
(35) r+ fv (/R@) a-> A, Se > Whoa att. © 


iiber, und mit einer solchen Theilsumme 


zp ” Bp 4Zo, 
(Ax) Seo f, gpti_ 4 
0 ; * Qs 
wollen wir uns im Folgenden beschiiftigen. 
Macht man auf den Ausdruck (A,) die Substitution 


(36) Zos = as tos ’ 
worin m, aus der Congruenz bestimmt wird 
(37) m(x+1)==s mod (2p+1), 


welche, wenn wir 2p-+ 1 als Primzahl annehmen, wie es fiir die 
hyperelliptischen Integrale erster Ordnung der Fall ist, stets auflésbar 
ist*), so geht (A,) in 


*) Diese Annahme ist jedoch fiir das Folgende nicht nothwendig; denn 


“dz 
V fr+i_ 


wenn ein Integral der Form 














tik 
Ir 
Gl 


da 









we 








: 
: 
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2 
/ torte, 
(B,) 8 Vprrt. 

0 1 tos =a 
iiber, und die in diesen’ Integralen vorkommenden Variabeln und 


Irrationalititen gentigen nach den Beziehungen (31), (32), (36) den 
Gleichungen 





2p+1 


(88) aomte + ale—omop,( wR) tPA + fy( 2,04 R@) )—0 
und 


siete 2p+1 
VBP 1 arom (2,0 VR) Jer 
2p+1 2p+1 y) 


al?" @, (,, a( VR (@)) Jaz +s + Pp— (x,« VR) 


Setzen wir nun 


40 XS ey ; Ite, “a2, a 7 4 4) ore i 
aaa > a var ae V Z2Pt!_ V rH <<" 


so ist ail dem Abel’schen Theorem eine Function p(t) vom p(p+ 1)!" 
Grade 


(AL) p(t) = FPO ED A app gy —1 POP TN! H+ + at ay 
und eine Function q(¢é) vom p?— 1'" Grade 

(42) g(t) = bpp 1 #°-1 4 Deg PE EET D, 
so zu wihlen, dass die Gleichung 

(43) p(t) —q()Ver+!—1=0 


befriedigt wird durch die p(2p-+1) Werthe ¢,, und die dazu gehérigen 
Irrationalititen; nach Bestimmung der Coefficienten a und } in den 
Polynomen p(#) und q(f) wird durch 


2p 


(44) pr acorors—)— PY II ($—t.)-¢—Z,)--- @—%) 


vorkommt, in welchem x -+ 1 und 2p-+ 1 den grissten gemeinsamen Theiler 3 
haben, so dass x + Z =d.8, 2p+1—0. n ist, so setze man 


Sy, also e*tioy?, 2Ptiiy" 


2" dz spill y® ‘dy 
Voevi_, «+i Vor 


somit ein deities Integral, jedoch von einer niedrigeren Ordnung und so 
beschaffen, dass jetzt e—1-+1—e und y relativ prim sind, wie es oben zur 
Auflésung der Congruenz (37) gefordert ist. 


und erhilt 


13* 
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die Gleichung geliefert, deren Lésungen die gesuchten neuen Integral- 
grenzen sind. 

Beachtet man, dass die in Gleichung (43) vorkommende Irrationali- 
tat nach (39) durch eine ganze Function p — 1'* Grades des ent- 
sprechenden ¢ dargestellt ist, so wird der Factor des unbestimmten 
Coefficienten b, die Form haben 

2p+1 r 
b, : al? —Vms @, («, as ( V R(a)) Vertes 
2p+1 r Zp-+1 
+ alP—)msq, (;, «ly R(2)) Jeete-2 S4-+ Gps (aye 1¢ Ria) )e Yaek 
setzt man ferner die Potenzsumme der Lisungen der Gleichung (38) 
i. +#.+- +o tH, = Syn, 
und addirt von den p(2p-+1) Gleichungen (43) je p, die zu den 


Lésungen derselben Gleichung (38), also zu demselben s gehdren, 
nachdem sie der Reihe nach mit 


1 
et! at i eo" 
gery ger piety 
» a 


ps 
f{P- De+D ge—D e+ font) 
1s 28 oo > ae 


multiplicirt sind, so erhilt man das folgende System von Gleichungen, 
in welchem s = 0,1, 2, --- 2p zu setzen ist: 


(45) Sy pipet) + Ap (pt1y—1 Ss pipgy—1 $ +++ + 4, S51 + A, S50 


2p+ L r 
+Dp eie—tme @ | a, as \V Ria) )s, p(p-+1) -2 


2p+ 


+ alP—2)ms gp, (x, a’ (Hie jj) oon sts + Pp (:, adi (VR@ y)s Sep 


2p+1 


ar 2p+1 
+ by she ios (« w(YR (x) ))s mesauntl hina (= (YR (x) ) Se 
a ° 


phon wn Hiya Sapa +++ G- a itt 3) )s a =" 


-f- 


und noch p — 1 ihnlich gestaltete, die sich von der Gleichung (45) 
nur dadurch unterscheiden, dass alle zweiten Indices des S um resp. 
x+1, 2(x+1), 3(x+1),---,(p—1) (*+1) Einheiten erhdht sind. 

Fassen wir jetzt die gleichartigen 2p + 1 Gleichungen (45) auf, 
welche den Werthen s = 0,1, 2, --- 2p entsprechen, und beachten, 


dass, wenn fiir So, als Potenzsumme der Lésungen der Gleichung (29) 


2 


| 
| 
“y 
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2p+1 r 2p+1 2r 2p+1  \2pr 
Sor = G +B. (VR@) + GC/R@) +--+ /R@) 
gesetzt wird, sich 
2p+1 r 
(46) Sa= arm, 19, + az 3 V Re) 
2p+1 2r 2p+l  \2pr 
+26(/R@) +:--+ere(y~R@) | 
ergiebt, so wird, wenn bemerkt wird, dass aus den einzelnen Klam- 
mern, welche die Factoren der b-Coefficienten bilden, die resp, Ein- 


heitswurzeln 


ao (P—-Ds, aa (2? —2) ™, Q@—O-ms 


heraustreten, wiihrend die Klammern wieder die Form annehmen 


' 2p+1 r 
(47) by aml, + By WRG) 
2p+1 


2p+1 2pr 
+0, (YR@) + +erm,(yR@) |, 
die Addition der 2p + 1 Gleichungen (45), wenn der Kiirze halber 


(rq 
(/R@) =y 

gesetzt wird, wie leicht zu sehen, folgendermassen bewerkstelligt 

werden. 

Bezeichnen niimlich ¢ und y gegebene ganze Zahlen und bestimmt 
man, was immer mdglich ist, zwei ganze Zahlen t, und wu, aus den 
Congruenzen 
(48) ad addi mod (2p+1), 

ty (#1) =I 
wo x die oben definirte Zahl bedeutet, so wird in der Additions- 
gleichung der Coefficient von a, lauten 


32, 


2p 
(49) Wl, >> ae Bs of Bey , Qa &ms+s 
a 


0 
ee 2p 
+6,y° seme t2s 4... te Leyte Ss: ~ FM t2DS 
’ 0 
und der von b,: 


2p 2p 2p 
(50) A, 3 0 mms Bay >} atures + vet My? 201%, + SPs, 
0 0 


0 
und wenn man beriicksichtigt, dass nach den Congruenzen (37) und (48) 
— em, + ts =0 mod(2p+1) und — ym, + u,s = 0 mod (2p+1) 
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ist, so folgt, dass der Coefficient von a, nur noch lautet 
Tey", 

wihrend der Coefficient von b, 
Thy" 

wird, und somit das Resultat der Addition: 


‘ _ 1 ~ t _ — 3 
(51) Tpcpgy YP” + ay (ppt) —1 Tp(p py —1 yy"? PO Pee bay Uy pay Toy 


+ bya Typ yr + by»2 T,- oy"? aioe b, ?, y" + by T) y” =() 


worin die { und T rationale Functionen von x bedeuten. 
Multiplicirt man die 2p-+-1 Gleichungen (45) der Reihe nach mit 


Ll @ @r.es QP 


1 a> ati wws qiP 
lL a@P aiv... of?’, 


wodurch also, wenn mit («@)°, (a@)'- - - (a¢)*” multiplicirt wird, in (45) 
jede der a und b-Gréssen nur mit a¢’ multiplicirt wird, so lautet, 
wenn die Gleichungen addirt werden, der Coefficient von a,: 


2 2p 2p 
(52) > a— ems Hest Bw) Ems FETs +t... + yp Src terte: 
0 


0 


und der von p,: 


2p 


(53) dy Sen ret Bay She I ints + Myy?? Sree te P+o)s 


0 


oder es wird mit Beriicksichtigung der obigen Congruenzen und Wahl 
ahniicher Bezeichnungen wie oben, das Resultat der Addition die 
Form haben: 


gz) 1)-@ 7@ Tp (p+1)—1— @ Wy fe +O) 7, 
(Bd) Ty yf POY Ob ogy Peeper et op ea, Ty ay Ty 


worin fiir g der Reihe nach 0,1,2,---2p zu setzen ist, oder wenn 
mit y@ multiplicirt wird: 


a (p+1) > (2) »( p-+1)—1 rey t 
4 (55) Tp HPO A psy a Vocpp—ay Pty + fat 


Pa4 so Be a +6, 5 oe y'P24+.. 4b, re y” =0. 





| +6,,._,7,; Te yr C4b TO y'P 2 4. 4d, TO yt 4, TO yeh 0), 





eee 2 eben 


die 
die 
Eu 
un 
Bin 


Ve 


(-/ 


Wi 
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Man sieht leicht, dass in all’ den Gleichungen, welche man auf 
dieselbe Weise aus der Gleichung (45) herleitet, nachdem in derselben 
die zweiten Indices von S um resp. x + 1, 2(n-+1),--- (p—1) (x +1) 
Einheiten erhéht worden, nur statt ¢ und » die Gréssen ¢ + (x+1)0 
und » + (x+1)0 auftreten werden, wenn der Index von S um (x+1)@ 
Kinheiten erhéht ist, und wenn man daher wieder zwei ganze Zahlen 
v, und w, aus den Congresusen bestimmt: 


se ve (x1) =e + ($198 
sie toy (#1) = 4+ erie }™ —! 


so wird die der Gleichung (51) analoge Gleichung folgendermassen 
lauten : 


~0d ? n( 1) ~0d °n( 1)—1 30d % god % 
+ +9 Pet +a p(p+t)—1 ~p(p4)— iy? Pt +:::+4,2, 9 +a,2 wy’ 


+),  . y"?” “145, 7 100d yr Fe. +b, Ty =0; 


-1- Pp 21 P- 
wenn man aber beriicksichtigt, dass wegen 


(x+1)(v.—d)=e und (x+1)t,=€ mod (2p+1) 
auch 
ve = +90 (mod2p+1) ebenso w, — uw, + 6 (mod 2p+1) 
folgt, so ergeben sich, weun die Gleichungen mit y~? multiplicirt 
werden, endlich die p(2p-+1) Bestimmungsgleichungen fiir die im 
Abel’schen Theorem vorkommenden Constanten a und 0b in der Form: 


zed To 


5 ‘ ed ” 1)-1 
(57) ar \Y PPT) Ea ay ' Trio se~ wv "P(PH-1 +... ta Tory 
7 = Ts "e 3 Uo 
bj» aha Dp iY citi Dire Tid “? *4 = b, TS y ==(), 


worin fiir g alle Zahlen 0,1,2,---2p, fiir 0 die Zahlen 0,1,2,---p—1 


s 


zu setzen sind. 
Aus diesem Gleichungssystem (57) ist nun unmittelbar zu ersehen, 
dass, wenn 
Tp(p+1) — Tp(p+i1)—o = Us, Tp(p+1) — Us—o = V6 
gesetzt wird, 
v 
Apip+y—o = Us- y"%, — bp-o = Vay 
wird, worin U, und V, rationale Functionen von 2 sind, und man 
erhalt somit 
; sii ads 
(58) p(t)? — q(t — 1) 
r p+1)—1 — 
= (et + U, yt? +1) +.. “+ Up(p41)—18 'p(p+1) Ltt Upipa-ryy'rietyP 


— [Vy Vay 0? pt Vp sy’? Vy"? Peet 1). 
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Da nun nach den Congruenzen (48) 


Tpip+1)(*+ 1) — p(p+ 1) 

d (2 | 
tretn—o(#+1) = p(p+1) —o f MO CPT!) 
also 
(59) (*#+1) [tpw4+n — tr+1—o] = (#+1) He = 6 mod (2p +1) 
und ebenso 
Tp+1) (*%+ 1) = p(p+1) 

Upyp—o(x-+1) = p? —6 
also 
(60) (#+1) [trw4n—Up—o] = (x+1)¥% =p +e mod (2p+1) 


ist, so wird, wenn man fiir ¢ die Substitution macht 


(m) t—w-y, 
worin 4 eine Lésung der Congruenz 
(61) A(x+1) = 1 mod (2p+1) 


sein soll, ein Posten des ersten Quadrates der Gleichung (58) lauten 
Ucyettle@t+)—¢) - wP(e+l)—o 
oder vermdge der Congruenzen (59) und (61), wie leicht zu sehen, 
Uo yt? (P +0 yr (p+1)—o 


worin ll, wieder eine rationale Function von x ist; ferner wird ein 
Posten des zweiten Quadrates der Gleichung (58) 


Voy'o tt e'—% yr 0 
oder vermége der Congruenzen (60) und (61) 
Be yP(P+). wr’, 
worin %, auch wieder eine rationale Function von x bedeutet. 
Die Gleichung (58) nimmt daher die Form an: 
(62) p(t? — q()2(e2+! — 1) 
= y22P(P+Y[ (yr lP+) 4 YY, wrPt0—14 «2-4 Wp)? 


— (Bw 1 By)? (wee tyler — 1], 


wobei in der Klammer [ ] die Coefficienten der Potenzen von w rationale 
Functionen von « sind. 


Untersuchen wir jetzt die rechte Seite der Gleichung (44); es ist 
offenbar nach Gleichung (38) 
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[11 Tee) 















_ [Tle peal? Oe, («, as (/R@y) tp-14.. tf, («, as (Via) 


und wenn auch hier die vorher gebrauchte Substitution (m) ange- 


wandt wird, 
2 ] Pp 
Q 
1 


8 
0 
2p 


a) [[\eryrwr tee te bedi’ 2 (ar, ec’ y) (wo? 4 55") +hloey} 
8 
0 


oder endlich, wenn man beachtet, dass aus den beiden Congruenzen 
(37) und (61) 

ms, == sd mod (2p+1) 
folgt, 


2 p 
8 ITI ¢—* 
: 7 
2p 
=TT { (cr)P yt? aor + (at)'P— NA ye WAF, (a, ty) wo E fo + fp (x, ey} 
; 


woraus zu erkennen, dass das Product eine symmetrische Function von 
Y, @Y, ay, ++ ary 
ist und dasselbe somit eine ganze Function von w wird, deren Coeffi- 
cienten rationale Functionen von x vorstellen. 
Beachtet man nun, dass die aus den Beziehungen (44), (62), (63) 
hervorgehende Gleichung des Abel’schen Theorems ails Coefficienten 
der héchsten w-Potenz auf der linken Seite die Grosse 


y? 4p (p+) 
hat, wahrend (63) als .Coefficienten der hichsten w-Potenz 
yr p+) 
liefert, so wird der vermége der Substitution (m) nach Gleichung (44) 
iibrig bleibende Theil 
(yw — Z,) (y*w-— Z,) -- + (y’w—Zy) 
= y'? [wP+M, we! +--+» + M-10+ My] 


sein, worin IN,, Wt,, -- - Mt, rationale Functionen von «# bedeuten, oder 
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(¢—2Z,)-- -(€—Z,)=t? + M, yt? + M,y*tir—2 + --- + Mpyrt 
d. h. die Gréssen Z,, Z,,---Z,, welche die Grenzen der p Additions- 


integrale der Gleichung (40) sind, sind die Lésungen einer algebraischen 
Gleichung der Form 


(64) th  Myy'te—1 Eom, yer? 4. E Mpyr? = 0 


in welcher 
(VR r 
y —(/R@)) 
ist und M,, M,, -- + M, rationale Functionen von 2 sind. 
Endlich werden sich nach Gleichung (43) die zu den Z-Grenzen 


gehérigen Irrationalitiiten in der Form ergeben 
-__ P(Z,) 
Qp+i __ . 
in — Z) 


Dieses hiermit erhaltene Resultat kinnen wir auch so aussprechen: 
die Gleichung (40) ist so beschaffen, dass, wenn man 
(65) Z, = Wey' 
setzt, worin 


2p+1 r 

y= (VR(2)) und A(x+1) = 1 mod (2p+1) 
ist, die Griéssen 

i a 

die Lisungen einer Gleichung 
(66) We + Mm,We-2? +--+ + M-1.W + M —O 
sind, deren Coefficienten rational aus x zusammengesetzt sind, wdhrend 
die Irrationalititen 
V W.2e+1 yr 2p +1) Ea 
oder ; 
(67) V W2?*! Ray — 1 
sich als rationale Functionen von W, darstellen lassen, deren Coefficien- 
ten wiederum rational aus x zusammengesetat sind. 

Es ist aber auch leicht zu sehen, dass alle durch die Gleichungen 
(65), (66), (67) definirten Z-Gréssen auch wiyklich eine Reductions- 
formel eines Abel’schen Integrales der angegebenen Art auf hyper- 
elliptische Integrale p'*" Ordnung liefern. Denn da aus (65) folgt 


: A R( ) 2p+1 ra se 
(68) d= (2. w, Re + ve\(VR@) ae, 


d W, ; 
worin a nach Gleichung (66) sich als rationale Function von W, 


und « darstellen lisst, ferner nach (67) 
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VZ7+' —1L=f(We, 2), 
worin f eine rationale Function bedeutet, so wird 


rh R' (x) d We 





Pp Zo aZ, Pores Er --- ; 2p+i ra(x-+l) 
; 1 2p+1 "e Ra) y . ( ) 
Qari = hry We (VR@) ae, 
und da die rationale symmetrische Function der W-Grdéssen sich aus 
der Gleichung (66) als rationale Function von « ausdriicken lisst, 


ausserdem der Kxponent der Irrationalitiit in Folge der Congruenz 
A(x+1) = 1 mod (2p+1) r ist, so erhalten wir die Beziehung 


8 [ER - [oo Viayas 


also eine Reductionsformel der betrachteten Art; in den obigen Formeln 
(65), (66), (67) sind also sémmtliche Beziehungen enthalten, welche 
derartige Transformationen liefern. 


Ist p = 2, haben wir es also mit dem Reductionsproblem 


i "2° aZ ZaZ 
68 w(x) (WR(a)V dx = ae ci ele 
(68) J (x) VR) fax Se 


zu thun, so werden, wenn eine Zahl 4 aus der Congruenz bestimmt ist 


A(x+1) = 1 (mod. 5), 


und 

(69) Z,=W,(VR@)", 4= W,(VR(@))" 

gesetzt wird, W, und W, die Lésungen einer quadratischen Gleichung 
(70) W?+Mm,W+ M, =O 


sein miissen, deren Coefficienten YN, und YW, rationale Functionen 
von # sind, waihrend 


YW Ray —1 und YWPR(a)—1 


rationale Functionen von W, resp. W, und ~@ sein sollen. 
Da aus (70) 
We — 2 4 LHF TR 
-——S ee oo 
folgt, so wird, wenn 
W® Rar —1 = HR +R YM? — 4M, 

gesetzt wird, worin Xt, und Xt, rationale Functionen von x bedeuten, 
welche sich aus Q,, MW, und R(w#) zusammensetzen , 


eo FN AREA ae 
V x, + %VRP— IM, — F, + BVM? — AM, 
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und 


/ 
Vin, —%, VW? = 1%; =f, — $,/M,? — 4M, 





sein miissen, wenn {3, und 48, wieder rational aus x zusammengesetzt 
sind, und daraus endlich 


VR? — Ny? (Me? — 4M.) = PP — P,? (MYP—4M,), 


wonach die rationalen Functionen von x Wey» Mm, und R(x) so be- 
schaffen sein werden, dass der Ausdruck 

N,? — N,? (Mt? — 4M) 
nur Doppelfactoren hat, alle diesen Bedingungen geniigenden Func- 
tionen und nur diese werden nach Gleichung (68) auf x'° hyperelliptische 
Fundamentalintegrale erster Ordnung reducirbare Abel’sche Integrale 
der betrachteten Form liefern. 

Wie fiir hyperelliptische Integrale héherer Ordnung die Bedingungs- 
gleichungen herzustellen sind, denen uach den Gleichungen (66) und 
(67) die Coefficienten der Substitutionsfunctionen W,, Mit., +--+ Mt, und 
des Polynoms des A bel’schen Integrales unterliegen miissen, zeige ich 
in der schon oben erwihnten, demniichst im 3'" Hefte des 87" Bandes 
von Borehardt’s Journal erscheinenden Arbeit ,,Erweiterung des 
Jacobi’schen Transformationsprincips“ und ich behalte mir die An- 
wendung der dort gegebenen Methoden auf die oben behandelten Probleme 
bis zur Verdffentlichung dieser Arbeit vor. 

Wir fiigen zum Schlusse noch ein Wort zur Lisung der allge- 
meinen, urspriinglich gestellten Aufgabe hinzu, die durch die Glei- 
chung (35) ausgedriickt war; nachdem die Summe (4,) in die Form 
(40) gebracht worden, worin die Gréssen Z,, Z,, ---Z, und die 
dazu gehdrigen Irrationalitiiten. den durch die Gleichungen (65), (66), 
(67) ausgedriickten Bedingungen geniigen, werden wir die Gleichung 
(35) in die Form setzen kénnen 


(YR r p-—l bed dZ, Z) x4Z,, | 
(70) ert f oak V Ria) dz — S14, {| feet wok f Fea I 


“pe 
und die Gréssen Z,,, Z2,,-++ Z,, mit den dazu gehdrigen Irrationali- 
titen geniigen den (65), (66), (67) analogen Gleichungen. 


Da nun aber, wie oben gezeigt worden, sich bei Erfiillung dieser 
Bedingungen stets 


Be ff sean ap < 
3 J i -f (2)(VR@)) da 


ergiebt, so folgt, dass 
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‘Suu AS} Zon Zox 
Veet 
ye 2p+1 r 
= | (Aco) + Ay pi (%) +-+- + Ay—1Pp—1(2)) V /R(@)) dx 


wird, d. h, dass dann die Reduction fiir willkiirlich gewiihlte A,, A,,--- 
A, modglich ist und 

(x) = Ay Ho(x) + A, 9, (2) + + + + + Ap—1Hp—1(@) 
wird. Die Lésung des oben behandelten Problems giebt also auch die 
Lésung der allgemeinen Aufgabe. 





Wien. 


























Sur une propriété des formes algébriques préparées; 


par C. te Parcs, de Liége. 


M. Sylvester & récemment fait connaitre différentes propriétés 
des formes algébriques dont les termes sont affectés des racines carrées 
des coefficients polynomiaux. Dans ce cas, il appelle la forme algébrique, 
préparée. 

Par exemple 

n n Jn a—1l fn yt 2 2 in 

Az = Ay 2 +) Ut By + YP gO. “M2 + +--+ an22, 
est une forme binaire préparée. 

Il remarque que si l’on effectue sur les variables d’une forme quel- 
conque une substitution 

Ky Ieyy e+ itn 
0 = ky, kao _" ken ) 
Kat Kine - + Kan \ 
les paramétres sont soumis & une certaine substitution dépendante de 
la premiére et il exprime ce fait en disant que la substitution effectuée 
sur les variables en induit une autre sur les coefficients. 


Si Pon désigne, en général, par K,,, le mineur de k,, dans le 
déterminant 4, on dit que la substitution 


Ky Ky Pate Ky, eo 
@ ? 8? ti) 

Ky, Ky, Ky, 
Se ae yf 

° ; . . - : ° | 

Kat Ki» K,, n | 
. 7 é ? tr) . 


est contraire 4 la premiére. 


Cela posé, le théoreme de M. Sylvester prend la forme suivante: 
Deux substitutions contraires opérées sur les variables dune forme 
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algébrique préparcée, induisent deux substitutions contraires, opérées sur 
les coefficients. 

M. le Prof. Lipschitz a démontré ce théoréme d’une fagon tout 
a fait générale et fort élégante*). 

Nous nous proposons de faire connaitre une seconde propriété de 
ces formes, relative aux substitutions, propriété en quelque sorte corré- 
lative de la premiere. 

Le théoreme que nous allons énoncer permet de démontrer la 
proposition fondamentale de M. Sylvester et nous semble offrir, sur 
lautre, quelque avantage au point de vue de la simplicité: nous n’aurons 
dailleurs & employer, dans le cours de cette démonstration, que des 
considérations purement algébriques. 

Nous appelons substitutions transposées les deux substitutions 


hyp yy +++ Kin Shy gy ss + nt 
| Koy hag + + + Kan | Kyy egy » “ms 
. . . . . . . ? je . . . . . 
| Kent Kno pti Knn hy n kon a he 


On a ce théoreme: 
Deux substitutions transposées opérées sur les variables dune forme 
. préparée induisent deux substitutions transposées sur les coefficients. 
Nous en donnerons une démonstration fondée sur la notation sym- 
bolique de M. Aronhold, en nous bornant d’abord aux formes binaires : 
nous ferons voir ensuite qu’elle est générale. 
Soient 


Ky, Igy Ky, ey, 
|? “ ” | 
Kiyy egg | Kg, Begg | 
deux substitutions transposées opérées sur une forme: 


a= (a, %,-+ @,2,)” 
= bat + (7) by a,"~' a + (5) bya," ay + +++ + dyat,”. 


Cette forme deviendra, successivement 
, , , ’ , , n , , , , , 
(ay &) + ay L,)" = by ay" + (7) by x "Ly +++ + de," 
(A, 2,/ +A, x,')" = Ay x," + (i yay a,'"-145' 4- + + Aga,’®. 


On sait que 
’ 
ay =hyay + kya, 


Ay = ky ay + heyy Ay, 
et que 


*) American Journal of Mathematics, t. I; p. 336. 
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Ay = kya, + heyy a, 


; A, = hy.a, + hyp ay. 
Par suite 


Dy, = (heyy @, + yng)" (Keng y+ heyyy)”, 

Ag’ = (hy, Qt hgy g)"—4 (Key @y egg ty)? « 
Les coefficients de a,"—%a,2 et de a,"-Pa,?, dans ces deux développe- 
ments sont respectivement 


n— n—p—q-+-s 1.9—8 1,pP—8 78 
Ap,« — = (" “#) (2) ki” sd ki ke kx, 
‘ n— n—p—q-+s 7.q9—8 —$73s 
[Avo] = > e ~#) (‘) ki? ** kis * key “Ke. 


n n 
(>) Ap, a — (7) [Acp], 
& cause de la relation 


c=") (3) (n)=G—*) (2) Ge) 
On peut écrire 
Gp = Apo + Apr + +> Ape Og +--+ + Apna, 
Ag'= [Ago] @ + [Ag 1] + ++ + [Agn]@p +--+ + [Agu] an. 


Si nous désignons par a@,, @,, @» les coefficients des formes préparées 
correspondantes, nous aurons 


On a 


Pp r 
Par suite 

es y* 
, 1F p 

ap — /— Ap, Go) 
q=0 V n 
qd 
p=n y* 

eas 1 TA r 

a, = P [ op) &p; 


or il résulte de Pégalité 


n n 
(7) FAvel (5) Anes 


cette propriété: 


Le coefficient de «, dans a, est égal au coefficient de a, dans @,. 
Ceci démontre le théortme. I] nous parait inutile d’insister sur ce 
point. Supposons maintenant qu'il s'agisse de la forme générale 


a, = (a, %,+a,%, +-+++ an2,)”. 





























Sur les formes algébriques préparées. 
Par deux substitutions contraires, cette forme deviendra 
(ay ty + ayy + + tn)” 

(Ay xy + A,ay’ + ++. + Anda)”, 


et 


et l’on aura 
Ay = (pid, + hypoa, + +++ + kypnGn), 
Ap = (ipa, + hepdy + +++ + Kin pn). 


et 


Appelons 
b,, b,,-++by; by, b,,---b’; B,, B,, --- B, 
les coefficients de ces trois formes développées et 
Pi, Pas 
les coefficients polynomiaux correspondants. 
Soit, par exemple 
bp =a,? a,”-+-a,’, ol g+r+---+s =n, et de méme 
by =ata”---as, o gtr+---+s =n. 
Nous aurons ainsi 
bp = (ey, yt yy Ay ee Ein in)? (egy @y F higg dg ++ + handy)” 
+++ (Kn) + hngdy+++++hnndn)’- 


Le coefficient de b, = a,% a,” --++a,*, dans ce développement sera 


> et, U4 477°) R(ty, Vg, +++) ++» S(tay Ung +++ Un) kia k,. < 
fn 2% J.P On 4 7, Un 
kt kis ks: 5 kot bin keys h 
ott 


ty ety eee pte QO Ve fF OnHN PUP  fta=s, 
(1) } et 
Beye FH g, Cet fury te fof s+ ia=s, 
Q(t,, M,°-*%4), R(t, v,,---u,)--- ete. désignent les coefficients poly- 
nomiaux correspondants. 
De méme, le coefficient de b, =a,!a,"---a,', dans le développement 
de By = Bt By’ ---B,* sera 
P : QO (ty, Oy) oy) BR (ty), V9 ++ ty’) S' (th, Un, + Uh) ki ker vee im 
ta’ 7, 00" uy tg 2% , Meg” 
ke kes re kok k: = k 


ln “2n nn? 


ou 
~ ive see bimq, OY py pep Oger tty poy pe pais, 
ty poy pe ee pees mg’ by py poe pti rye ty tg poe tems 
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On voit, d’aprés cela, qu’é chaque terme du premier développement 
en correspondra un, dans le second, dont la partie littérale sera la 
méme, & cause des conditions (1) et (2). 
Si lon a 
ti =t, -=o,°-'-h =u, 
UV, = t,, Vy = VQ, °** Un = thy, ete, 
les coefficients numériques 
Q-R.--8, ee eee 
seront dans le rapport de P, a P,. 
Si nous désignons par A,,» le premier développement, par [A,:,,] 
le second, on aura donc 
= 2 . ’ 
Py [App] = Pp App: 


Cette relation établie le reste de la démonstration se fait comme 
précédemment. ; 


Liége, 28 février 1879. 























Ueber singulire Tangenten algebraischer Flachen. 


Von 
H. Krey in Géttingen. 


Von den anzahlgeometrischen Problemen, welche sich auf die 
singuliren Tangenten algebraischer Flichen beziehen, waren bis vor 
einigen Jahren nur wenige gelést. So lange man darauf bestand, die 
betreffenden Gleichungen wirklich zu bilden, was wohl in den meisten 
Fallen unausfiihrbar ist, musste man auf grosse Schwierigkeiten stossen. 
Dagegen haben die Methoden der Gradabziihlung, welche in den letzten 
Jahren, besonders durch Zeuthen und Schubert, zu einer hohen 
Ausbildung gelangt sind, die Bestimmung der Anzahlen in manchen 
Fallen erméglicht. So hat Schubert (Math. Ann. XI) fiir die punkt- 
allgemeine Fliche viele derartige Probleme gelést. 

Im Folgenden sind einige dieser Resultate verallgemeinert. Die 
zu Grunde gelegte Fliiche wird nicht punktallgemein vorausgesetzt, 
sondern soll die gewdhnlichen Singularitiiten besitzen; ferner sollen 
im Falle einer Punktfliiche die sog. points-pinces der Doppeleurve und 
die points-clos der Cuspidalcurve, fiir eine Classenfliche die plans- 
pinces und plans-clos nicht ausgeschlossen sein, 

Die Bezeichnung der Singularitiitenzahlen ist dieselbe wie in der 
Zeuthen’schen Abbkandlung: Révision et extension des formules 
numériques de la théorie des surfaces réciproques (Math. Ann, X). 
Um ferner eine kurze Ausdrucksweise zu haben fiir die Bedingungen, 
denen die hier zu betrachtenden Geraden geniigen, deute ich diese 
Bedingungen symbolisch an, und setze ihre Zeichen in Parenthese 
neben einander. Es mége bedeuten 


b” die Bedingung, die Doppeleurve v mal zu ae 


Cf ws . » Cuspidaleurve vy ,,  ,, 
ing , Fliiche an v Stellen ciated: zu beriihren ; 
Px ‘ v ebene Schnittcurven der Fliche an v ver 


schiedenen Stellen zu treffen; 
g die Bedingung, eine Gerade zu schneiden; 


14* 
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B die zweiwerthige Bedingung, die Doppelcurve zu treffen, 
und im Schnittpunkte eine eigentliche Beriihrung mit der 
Fliche zu haben; und zwar der Art, dass der Schnittpunkt 
ein dreifacher ist ; 


C die eutsprechende Bedingung fiir die Cuspidalcurve. 


Sind vier Bedingungen gegeben, so soll durch die neben einander 
gesetzten Bedingungszeichen zugleich die Anzahl der ihnen geniigenden 
Geraden, bei drei Bedingungen dagegen die Ordnung der Regelfliiche 
derjenigen co' Geraden angedeutet werden, welche ihnen geniigen. 
Hiernach ist z. B. 


(b?T) die Ordnung der Regelfliiche derjenigen Geraden, welche 
die Doppelcurve zweimal treffen, und anderswo eine eigent- 
liche Beriihrung mit der Fliiche haben; 

(b? TE) die Ordnung der von den weiteren einfachen Schnittpunkten 
der Geraden dieser Regelfliiche gebildeten Curve; 


(7°) die Ordnung der Regelfliiche der dreifachen Tangenten; u.s.f. 


Ferner soll mit 7 eine Haupttangente, mit 7, eine vierpunktige 
Tangente bezeichnet werden, u. s. f., so dass z. B. 


(7,7) = Grad der Regelfliiche der noch einmal beriihrenden Haupt- 
tangenten ; 

(7,7) = Anzahl der noch einmal beriihrenden vierpunktigen Tan- 
genten. 


Von den Schubert’schen Correspondenzsiitzen, welche hier zur 
Anwendung kommen, sind besonders die folgenden drei wichtig: 


(l) ¢ =e+d —g, 
(il) eg= P+ @ + ge— Gp, 
(il) «b=cd—g,. 


Hinsichtlich der Bedeutung und des Beweises dieser Formeln muss 
auf Schubert’s ,,Beitriige zur abziihlenden Geometrie“ (Math. Ann. X) 
verwiesen werden. Die erste bezieht sich auf co' Punktepaare im Raum, 
und ist eine leichte Verallgemeinerung des gewohnlichen Chasles’schen 
Correspondenzprincips; die zweite und dritte beziehen sich auf co? 
Punktepaare, und sind Folgerungen aus (I). So erhilt man z. B. (II), 
wenn man aus einem irgendwie algebraisch definirten zweistufigen 
Systeme von Punktepaaren diejenigen co' Paare heraushebt, welche 
ihren Verbindungsstrahl eine gegebene Gerade schneiden lassen, und 
auf letzteres System, unter Zuhiilfenahme des Princips der speciellen 
Lage, die Formel (I) anwendet. 

Die Ergebnisse obiger Formeln bediirfen einer Reduction wegen 
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der unbrauchbaren Coincidenzen; die Bestimmung der Vielfachheit der 
letzteren kann wohl in einigen Fillen Schwierigkeiten machen, ihre 
Controle wird aber erleichtert durch den Umstand, dass in der Raum- 
geometrie die eigentliche Tangente, sie sei einfach oder singulair, sich 
selbst dualistisch entspricht. Ein grosser Theil der von Schubert 
erhaltenen Resultate z, B. lasst sich von der ordnungsallgemeinen 
Fliche sofort auf die classenallgemeine Fliiche iibertragen; man braucht 
nur » mit m zu vertauschen. In dem allgemeineren Falle einer weder 
ordnungsallgemeinen noch classenallgemeinen Fliiche wird man ver- 
langen miissen, dem Endresultate eine Form zu geben, aus welcher 
das dualistische Entsprechen ersichtlich ist; die Zwischenresultate, 
' welche die genannte Higenschaft nicht haben, kénnen mehr oder 
weniger complicirt ausfallen. 





1. Die Regelflache der dreifachen Tangenten. Hiilfssitze. 


Wendet man die Correspondenzformel (II) an auf je zwei der 
w—4 weiteren Schnittpunkte der oo? Doppeltangenten der Fliiche, so 
ergiebt sich als Zahl der Coincidenzen 


(1) 2n(n—5) (0A—2a+12) + (n—4) (n—5) (0’— 9), 


die jedoch zum Theil in die Doppel- und Cuspidaleurve fallen; abzu- 
ziehen ist also 

2 (bT?) + 3(eT?). 
Zur Berechnung dieser Zahlen miissen einige Hiilfssitze vorausgeschickt 
werden. 

Sei B eine Curve der Ordnung b, mit & scheinbaren Doppel- 
punkten, zuniichst ohne wirkliche vielfache Punkte. Ihre Sehnen, 
welche eine feste Gerade schneiden, beschreiben eine Regelfliiche vom 
Grade 


(2) Ram 20-) 1k, 


wie sofort aus dem Princip der speciellen Lage folgt. 

Diese Regelfliiche hat B zur (b—1)fachen Curve; die Classe des 
Ortes ihrer Tangentialebenen lings dieser Curve ist 
(3) b (b—1) (b—2) —2(b—I1)k. 
Damit nimlich eine Tangentialebene eines Punktes A der Curve durch 
einen gegebenen Punkt P des Raumes gehe, muss eine durch A gehende 
Erzeugende der Regelfliiche den aus P iiber der Curve construirten 
Kegel in A beriihren. Man erhilt nun eine Correspondenz, wenn man 
jedem der beiden Schnittpunkte einer Erzeugenden von R mit B jeden 
der b — 2 weiteren Schnittpunkte dieser Erzeugenden mit dem Kegel 
entsprechen lisst. Der Ort der letazteren ist von der Ordnung b R —b(b—1); 
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Coincidenzen treten ein, wenn entweder die Erzeugende von R den 

Kegel beriihrt, oder durch einen der 2k Punkte von B geht, welche 

zu Doppelkanten des Kegels Anlass geben; nach (I) erhilt man also 
b (b—1) (6—2) + 2[0R—d(b—1)] — 2 (b—2) R — 2k (b—1), 

d. i. die oben angegebene Zahl. 

Kine andere Correspondenz entsteht, wenn man einem Punkte X 
der Curve die R — (b—1) Punkte Y entsprechen lisst, in welchen 
die Regelfliiche von der Geraden PX noch getroffen wird; es tritt 
eine Coincidenz eines Punktes Y mit einem Punkte X nur dann ein, 
wenn entweder der Punkt X Schnittpunkt mit einer dreifachen Sehne 
ist, oder wenn er eine Tangentialebene der Regelfliiche durch P 
schickt. Zieht man also von dem Ergebnisse der Formel (I), d. h. von 


b(R—b+1) + b(R—b+1) — bD(R—b+1) 
die Zahl (3) ab, und dividirt die Restzahl durch drei, so erhilt man 


die Anzahl der dreifachen Sehnen der Curve B, welche eine feste 
Gerade schneiden : 


(4) (b—2) k — | b(b—1) @—2). *) 


Geht ein scheinbarer Doppelpunkt in einen wirklichen Doppelpunkt 
iiber, so gehen b — 2 dreifache Sehnen verloren; der vorige Ausdruck 
wird also auch dann noch gelten, wenn man unter & die Zahl der 
scheinbaren Doppelpunkte versteht. Nihert sich ein dritter Curven- 
zweig einem wirklichen Doppelpunkte D, so giebt es 2()—3) drei- 
fache Sehnen, welche zwei Schnittpunkte in der Nihe von D haben, 
und eine dreifache Sehne, welche alle drei Schnittpunkte in der Niihe 
von D hat; diese letztere ist nach demjenigen Punkte der festen Geraden 
gerichtet, von welchem aus die beiden Zweige des wirklichen Doppel- 
punktes einen scheinbaren Selbstberiihrungspunkt bilden. Fiir einen 
dreifachen Punkt der Curve gehen mithin verloren 

b—2-+4 2(b—3)+1 


dreifache Sehnen, und man hat 

(5) (bbb) = (b—2) k — | b(b—1) (b—2) — (3b—1) 
An die Stelle des Ausdrucks (2) tritt die Zahl 

(6) (bby) = C=) 4 k— 32. 


Unter der Voraussetzung /’ = 0 hat man ebenso fiir die Cuspidaleurve 


*) Dieses Resultat ist wohl zuerst von Salmon gefunden; vgl. dessen Raum- 
geometrie, Ailtere Ausgabe, pag. 462 der Fiedler’schen Uebersetzung; man vgl. 
auch Zeuthen: Annali di matematica Serie II T. Ill pag. 184. 
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(5a) (ccc) = (e—2) hh — = g ¢(¢—1) —2), 


(6a) (cog) = 22>) +h. 


Weiter folgt hieraus 
(1) (Dbep—=e- [OCH + k — Bt] — y - @b—3) — 38 (O—-1), 
(7a) (ecb) = b-[ “8 +h] — 2y(e—1) — B@e—4), 





mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass durch eine Spitze der 
Cuspidaleurve (Punkt 8) die Doppelcurve in der Richtung der Spitzen- 
tangente hindurchgeht (Zeuthen, 1. c. pag. 467 Anm.), 

Wendet man jetzt die Formel (II) an auf je zwei der n—-4 
weiteren Schnittpunkte der Sehnen der Doppelcurve, so erhilt man, nach 
Abzug der unbrauchbaren Coincidenzen 


(8) (bbT) = 2n(n—5) (kK—3t) + (n — 4) (n—5) 
— (k—32) (n—4) (n—S) — 3 - 2 (bbb) — 3 - (bbe), 


oder, nach Kinsetzen der in (5) und (7) angegebenen Ausdriicke, und 
nach einigen Umformungen mittelst der zwischen den Singularitiiten 
bestehenden Relationen *) 


(8) (bbT) = 2ak — 4b? + 4nb — 4b0 + DB — 3at + 18¢ 
+ 5aq+2bg+4q 4+ : ay + 3y — 98 — 4b. 


Auf ganz analoge Weise ergiebt sich 


= 


(8a) (ecT) = 2n(n—5)h+ (n—4) (n—5) 
— h+(n—4) (n—5) — 2- (ecb) —3-3- (cee) 
= a(c?—e) + 4ne — cB — + (r +38) — 2c — Ce 
— 4y+r— 5B — 8c6+ der; 


e(e—1) 


und 

(9) (beT’) = 2n (n—5D) (be — 2y—3B) + be (n—4) (n—5) 
— (n—4)(n—5) (be—2y—3f) — 2-2-(bbce) — 2-3-(ecb) 
= 2abe — 6be — 8be — bB + 3br — 2ay + lb6y 
— 3ap + 2cq— 4co+ cf + 248. 


*) Man erhilt diese Relationen aus den Zeuthen’schen Gleichungen 
(1)—(23) pag. 454 ff., nach Weglassung der dort eingefiihrten aussergewéhn- 
lichen Singularitiiten. 
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Dieselbe Correspondenzformel (II) wende man jetzt an auf je zwei 
der n —4 weiteren Schnittpunkte der oo? die Doppeleurve schneidenden, 
anderswo die Fliiche beriihrenden Tangenten, und erhilt 


(10) (2%) = + [2n(n—5) ((a—2)b—2Q—j)+b(a —4)(n — 4) (n — 5) 
— (n--4) (n—5) (ab—20 —j) — 2-2-(bbT) —3-(beT)| 
=a?b— 2 (n?—n—20) + 32 9 + 2bj — 8b — 8q 
+ cj +> by 
2a9 — aj — 2bx — > be + 4nb — 10ab + 6B 
+ 6y + 5 bo; 


analog 


(10a) (e7?)= ; 2n(n —5)((a — 2)e—36 — x) + e(a —3) (n—A4) (n —5) 
— (n—4) (n —5) (ac—36— xy) — 2 (be T) — 2-3 (ceT)| 
=a'e nom x (n*—n—20) + 306 + cj-+ (b+ 3e—sa) y—2ex 
—3r—12¢ —4y—9B8+ 8ne++co—3ae—2e—9ac. 


Hiernach ergiebt sich nun die Gradzahl der Regelfliiche der dreifachen 
Tangenten zuniichst in folgender Form: 


(11) 3-(7%)—=2n(n—5) (6—2a-+ 12) + (n—4) (n —5) (0 — 0) 

—2[a%— 1 5 (n? —n —20) + 829 + 2bj — 8b — 84 
+ 3 ¢j+2by—2a9— + aj—2bx—2be+4nb 
a 10ab-+66-+67+3 05 

= [ate— 5 x(n*—n—20) +306 -+¢)-+ (0+ 3e— ‘ a)y 
— 2cx — 3r — 12¢ -——4y —96+8nce+ co 
—3ao — : ce ac] 

Ks giebt bekanntlich zwei Combinationen der Singularititenzahlen, 


welche sich selbst dualistisch entsprechen; die eine ist a; als die zweite 
kann man wihlen 


(12) 6+ 2r—3c+4j+3yz [Zeuthen, Gl. (23)}. 
Man suche nun auf der rechten Seite der Gleichung (11) méglichst 


viel durch a,c, c¢,r, 7, 6,6, j, 7, %, % auszudriicken, wobei u. a. die 
folgenden Relationen niitzlich sind: 
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4n’ = 4a+c¢ — 6 —2j — 3x, 
4x—c + 36+ 6j + 94, 

20 = a(a—1) — n' — 3x, 

40 = 4na — 8a — ¢ — Ilo — 6j — 9x, 
B—c+3r—5o4+44+44, 

2q = 29 — 6 —j. 


Bei der Herleitung des Ausdrucks (11) ist y’ vernachlissigt; nach 
Zeuthen’s Untersuchungen ist der singulire Punkt einer plan-clos 
x vierfacher Punkt der Cuspidaleurve; es erfaihrt also die Zahl (5a), 
d. i. der Grad der Regelfliche der dreifachen Sehnen dieser Curve, 
eine Reduction; dem Ausdrucke (6a) wiirde — 6 y' hinzuzufiigen sein; 
endlich wiirde (10a) um ein Vielfaches von y' vermindert werden 
miissen. 

Dem <Ausdrucke (13) sind diese vernachlissigten Terme bereits 
hinzugefiigt. Man erhilt die gesuchte Zahl in ihrer normalen Form: 


(13) 3(73) =a®—Ga?— 40a—(3a— 12) (6 +0')—(Fa—22)(c-+¢) 


— 3a (25425 +32+37) +24 +i) + 100 (4-42) 
+ 15(6-+2r—3c4+4j+34). 





<ters = 


2. Die Anzahl der vierfachen Tangenten. 


Um die Ordnung der Curve der Beriihrungspunkte der dreifachen 
Tangenten unter der Voraussetzung j’=0, 7’ =0 zu bestimmen, mégen 
hier diejenigen Siitze aufgestellt werden, welche den Schubert’schen 
Siitzen (13), (30), (28), (29), (31), (82), (51) entsprechen. 

Von den oo? Tangenten, welche ihren Beriihrungspunkt auf einer 
ebenen Schnittcurve EZ, der Fliiche haben, gehen a durch einen Punkt, 
und liegen » in einer Ebene; daher a-+ = Grad der Regelfliiche 
der eine feste Gerade schneidenden, auf EZ, beriihrenden Tangenten. 
Diese Regelfliche trifft eine zweite ebene Curve EF, der Fliche in 

n(a+n) —2n 
nicht auf EF, liegenden Punkten; dieselbe Zahl ist also auch der Grad 
der Regelfliiche derjenigen Tangenten, welche auf EF, beriihren und 
EF, schneiden; ihr Restschnitt hat die Ordnung 
(14) »(na-+-n?—2n) — 2n? —an =n — 4n? + a(n?—n); 
dieses ist die Zahl der Tangenten, welche auf FE, beriihren und EL, 
und EF schneiden. 

Man wende jetzt die Correspondenzformel (III) an auf je zwei 
der n — 2 weiteren Schnittpunkte der Tangenten mit Beriihrungspunkt 
in einer gegebenen Ebene. Da aus einem gegebenen Punkte der Doppel- 
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oder Cuspidalcurve a Tangenten gehen, welche auf FE beriihren, so 


sind 2ba + 3ca unbrauchbare Coincidenzen in Abzug zu _ bringen; 
man erhilt 


(15) 3 —4n? + a(n?—n) — n- (n—2) (n—3) — 2ba— 3ca 
= a+ n?—b6n 


fiir die Ordnung der Curve der zweiten Beriihrungspunkte derjenigen 
Doppeltangenten, welche einen Beriihrungspunkt auf EF’ haben. 

Die Ordnung der Curve der Bertihrungspunkte der eine feste Gerade 
schneidenden Doppeltangenten (= Grad der Regelfliiche derjenigen 
Doppeltangenten, welche einen Beriihrangspunkt in einer gegebenen 
Ebene haben) ist 
(16) n(a—6) + 20’ [Satz (28) bei Schubert]. 

Die Ordnung des Ortes der einfachen Schnittpunkte dieser Doppel- 
tangeuten ist also 
(17) n (d+ 0°) — 2 [n(a—6)+207) 
== Grad der Regelfliiche der eine ebene Curve treffenden, anderswo 
die Fliiche beriihrenden Doppeltangenten, = (/7'*). 

Von der Regelfliiche ausgehend, deren Grad in (16) bestimmt ist, 
findet man mit Hiilfe von (15) 

(18) n [n(a—6) + 20°] — 2 (a?+ n?—6n) — 2n (a—6) 

= (n?—2n) (a—6) + 2nd’ — 2a? — 2n? + 12n 
als Zahl der Doppeltangenten, welche in einer E, einen einfachen 
Schnittpunkt, in einer FE, einen Beriihrungspunkt haben, = Ordnung 
des Ortes der Beriihrungspunkte der eine gegebene ebene Schnittcurve 
treffenden, anderswo die Fliche beriihrenden Doppeltangenten. 

Dieses Resultat, combinirt mit (17), wenn fiir den Augenblick 
die Ausdriicke nur angedeutet werden, giebt fiir die Orduung des 
Ortes der sonstigen einfachen Schnittpunkte der Doppeltangenten, 
welche in einer Ebene schon einfache Schnittpunkte besitzen 
(19) m- (17) —2- (18) — n (0 —2a+12) 

= (n* —n) d+ (n?—8n)0’+4a*—4an?+ 6an+28n?—60n 
== Anzahl der Doppeltangenten, welche auf EF, und F, je einen ein- 
fachen Schnittpunkt haben. 

Nunmehr kann man dic Correspondenzformel (III) anwenden auf 
je zwei der n — 4 weiteren Schnittpunkte der co? Doppeltangenten; 
das Symbol cd ist die in (19) berechnete Zahl; g, = 0’ - (n — 4) (n—5); 
da ferner durch einen gegebenen Punkt der Doppeleurve, bez. Cus- 
pidaleurve 0 — 4a + 28, bz. d —3a + 18 anderswo beriihrende Doppel- 
tangenten gehen, so ist noch hinzuzufiigen 

— 2b (0 —4a+28) — 3c (0d —3a+18). 























| 
| 
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Man erhialt so fiir die Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte 
der dreifachen Tangenten 


(20) ad + (n—20) 0 + 28a + 2an — 3ac + 30c — 32n. 


Hiermit ist auch die Ordnung des Ortes der einfachen Schnittpunkte 
der dreifachen Tangenten gegeben, da (7) bereits bekannt ist. Auf 
je zwei dieser Schnittpunkte wiirde man das Correspondenzprincip (I) 
anzuwenden haben, um die Zahl der vierfachen Tangenten zu finden; 
ein Theil der Coincideuzen fallt jedoch wieder in die Doppel- oder 
Cuspidaleurve; ihre Anzahl] muss zuniichst berechnet werden. 


Berechnung von (07%) und (e7*). 


Nach (6) schneidet die Regelfliiche (b°g) noch in einer Curve 
der Ordnung 


(21) (UE) = nf OF + k—3¢] — 200-1; 
analog ist 
(1a) (@#E) = nf “9-4 he] — 2e(e= 0). 

Aus 


(beg) = be + (be—2y —38) 


folgt ebenso 
(22) (be E) = (2n—-4) be — n(2y + 38). 
Die Kegelfliiche der Tangenten, welche eine feste Gerade schneiden 


und ihren Beriihrungspunkt auf einer ebenen Curve E der Fliaiche haben, 
ist vom Grade a + ; sie schneidet die Doppelcurve in 

b (a+n) — 4b 
nicht auf EH gelegenen Punkten; mit anderen Worten: Die Tangenten, 
welche die Doppelcurve schneiden und ihren Beriihrungspunkt auf ZL 
haben, bilden eine Regelfliiche vom Grade b (a+) — 4b. Da diese 


die Doppeleurve zur a-fachen, die Z zur b-fachen Curve hat, so folgt 
fiir die Ordnung ihres Restschnittes 


(23) n[b(a+n)—4b] — 2ab — 2bn = (n—2) ab + (n?—6n) b 

= Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte der Tangenten (b 17). 
Die entsprechende Zahl fiir die Cuspidaleurve ist 

(23a) (n—2) ac + (n?—5n) c. 


Man wende die Correspondenzformel (II) an auf je zwei der n —3 
weiteren Schnittpunkte der Geraden, welche die Doppelcurve und eine 
ebene Curve treffen, und erhalt, mit Beriicksichtigung Jer nach (21) 
und (22) zu bestimmenden Ausnahmecoincidenzen 
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(24) (DET) = (n—4) (2n? —2n—6) b — 2-2 (BPE) — 3 (bce E) 
= (2na —2n—Sa+16) b — 8b? — 12be + 12nt 
+ 2ng + l2ny + 9nB; 


ebenso 
(24a) (cET) = (n—A4) (2n?—2n—6)¢ —2-3 (2 EF) — 2 (bc EF) 
=(2na—8a+12)ec—8bce—122+3nr+4ny-+ lon8. 
Aus (23) und (24) folgt, da die Regelfliiche (ET) die Doppel- 
curve zur [”(a—4) —2a]-fachen, die ebene Curve zur [(a—2)b—2 e—j|- 
fachen Curve hat, fiir die Ordnung ihres Restschnittes 
(25) (DE*T)=—n(bET) — 2 (23) —n [((a—2)b—20—j] 
—2b[(n(a—4)—2a] 
= 2n?ab — 4n?b — ldnab — 8nb? — 12nbe+ 38nb 
+ 8ab + 2n?q + nv? (12¢+ 12y+98) + 2ne+ nj 
25a) (cL? T) = n(cET) — 2 (23a) — n[(a—2)e —36—y| 
— 2c [(n(a—3) — 2a] 
= 2n? ac — ldnac + 30nc + 8ac — 8nbe — 1l2ne? 
+ 4n?y + 3n?r + 150? 6B — 2n?e+ n (36+ 4). 
Um die Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte der Doppel- 
tangenten (b)7'7) zu bestimmen, wende man (III) an auf je zwei der 
n — 4 weiteren Schnittpunkte der oo? die Doppelcurve schneidenden, 


anderswo die Fliche beriihrenden Tangenten. Die Symbole ced und 
ge der Formel (IIT) haben hier folgende Werthe: 


cd=(bE*T); g.=b(a—4) (n—A4) (n—5); 
man erhalt daher, mit Beriicksichtigung der Ausnahmecoincidenzen: 
(26) (bE? T) — b(a—A4) (n—A4) (n— 5) 
— 2b ((b—1)(a—4) —2(9 — 4) —j] — 3e[b(a—3) — 29—)] 
= a*h + nab + 56b — aj — 14ab — 2nb — 2ae — 3be 
fiir die Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte der Doppeltangenten 
(TT). 
Die entsprechende Zahl fiir die Cuspidalcurve ist 
(26a) (cE? T) — e(a —3)(n—4)(n—5) 
— 2b[c(a—4)—36—y] — 3e[(e—1)(a--3) —3 (6 —2)— y— 1]*) 
=a’c-+ nac + 2be — l2ac + 36c — n’?c — 3a6 — ay. 
*) Die durch einen gegebenen Punkt P der Cuspidalcurve gehenden, diese 
Curve noch einmal treffenden und an einer dritten Stelle die Fliiche beriihrenden 
Tangenten machen einen Theil der Schnittkanten zweier Kegel (c — 1)ter und 


(a—3)ter Ordnung aus. Von den Schnittkanten der beiden Kegel liegt eine in 
der Tangente der Cuspidalcurve in P. 
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Die Bestimmung von (b7*) und (¢7'*) lasst sich nun auf zwei ver- 
schiedene Arten erreichen. Der erste, mehr directe, aber ziemlich be- 
schwerliche Weg wiirde etwa folgender sein. 

Von den Regelfliichen (b? E), (c? E), (bc E) ausgehend, deren Grade 
in (21), (21a), (22) bestimmt sind, erhilt man 


(27) (Bb E?)=—n(b? E) —n(k—3t) —2b[(b—1)n— 2D], 

27a) (ec? E?)=n(e?L) —nh— 2c[(e—1)n—2e], 

(28) (be E?) =n(beE) — n(be— 2y —3B)—2b(ne—2c) —2ce(nb—2b). 
Die Anwendung von Formel (III) auf die weiteren Schnittpunkte der 


Sehnen der Doppelcurve u. s. w. giebt fiir die Ordnung der Curve der 
eee der Tangenten (b?7'), (ce? 7’), (beT’) 


(29) (bE?) — 2") (yn _4)(n —5) —20(k—3t—b42)—3e (k—38), 
(29a) (2 B®) — ole) ) (n —4)(n —5) —2bh—3c(h—c+2), 


(30) (be E*) — be(n— 4)(n—5) —2b(be—c—2y—3B8) 
—3e(be—b—2y—3A£). 
Die Ordnung des Ortes der einfachen Schnittpunkte dieser Tangenten 
ist also bezw. 
(31) (BP TE)=n(b?T)—2-(29) —2b[(a—4)(b—1) —2(e—4)—J], 
(Bla) (e&TE)=—n(e? T)— 2- (29a) — 2e| (a—3)(e—1)—3(6 — 2)— y—1], 
(32) (be TE)=n(beT)—2-(30) —2b|e(a—4)—36—y} 
—2c[b(a—3)—2o—J]. 
Die rechts vorkommenden Zahlen (b?7'), (c?7'), (be T) sind bereits 
in (8) und (9) berechnet. 
Da die Regelfliche (b*) die Doppeleurve zur (4 —3¢t—b- 2) fachen 

Curve hat, so folgt 

(33) (B83 E)=n (b') —2b(k —3t —b+4 2), 

(33a) (PE) =n(c*) —2e(h—e+2), 

(34) = (bc) =e (0°) —p [2(k —3t—D+ 2) —1] —3B|[kK—3t—b+2], 
(34a) (&b)=b(c?) —2y(h—e+2)—B[3(h—c+2)—1). 

Durch Anwendung von (I) auf die weiteren Schnittpunkte der Geraden 
(b), (c°), (Be), (eb) ergiebt sich 

(35) (b° T’) =2(n—7) (Lb? E) — (n—-6) (n—7) (0°) —4-2 (b') —3-(b%c), 
(35a) (c° 7) == 2(n—7) (ec? EL) —(n—6) (n—7) (c°) —2 (be?) —4-3(c*), 
(36) (b?¢ T)=2(n—7)(b’cE) — (n—6) (n—71)(b?e) —3 -2(b%c) — 2.3 (b°c?) , 
(36a) (°bT) =2(n—7) (PDE) — (n—6) (n—7)(e?b)—2- 2(b?c?)—3 -3 (e%d) . 
Dieselbe Forme] giebt, auf je zwei der (n—6) weiteren Schnittpunkte 
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der Tangenten (b? 7’), (c? 7’), (beT’) angewendet, mit Beriicksichtigung 
von (31) und (32) 
(37) 2(b? J?) == 2(n — 7)-(31) — (n—6)(n —7) (UP T)—3-2 (0° T) 
—3(beT), 
(37a) 2(c? T'?)=2(n—7)-(3la)—(n —6) (n —7) (2° T)—2(2OT) 
, 3-37), 
(38) 2(beT?)=—=2(n—T)-(32) —(n—6)(n—T)(beT) —2-2(b’ eT) 
—2-3(beT). 
Endlich giebt die nochmalige Anwendung von (I) auf die weiteren 
Schnittpunkte der Doppeltangenten (b 7) und (cZ*) 
(39) 3(67%)=2(n—7)(bT? E) — (n —6) (n—7)(bT?) —2.2(b° T?) 
—3(beT?), 
(39a) 3(¢7'*)=2(n—7) (eT? E) — (n—6) (n —T) (eT?) —2 (be T?) 
—2-3(eT?). 
Auf der rechten Seite lassen sich (b 7?) und (cZ°E) mit Hiilfe 
von (26) berechnen: 
(40) (bT? E) =n (bT?) — 2- (26) — 2b(0d—4a+ 28), 
(40a) (eT? E)=n (cT*) — 2.- (26a) — 2¢(6 —3a+18). 
In (36) und (36a) ist 
(b?cE) = n(b?c) — 2b[(b—1)e—2y — 38) — 2c(k—3d), 
(PbE) = n(c?b) — 2bh — 2c[(e—1)b — 2y — 38}. 
Somit wiiren alle zur Berechnung von (b7') und (c7*) dienenden 
Zahlen bestimmt, bis auf die in (35) und (36) vorkommenden 
(b*), (), We’), 
iiber welche noch Folgendes bemerkt werden midge. 


Setzt man zuniichst die Doppelcurve ohne wirkliche vielfache 
Punkte voraus, so ergiebt sich (b*) aus (b*) in ganz analoger Weise 
wie (b*) aus (b*g), durch zweimalige Anwendung von (I). Die Tan- 
gentialebenen der Fliche (b°) lings ihrer (/ — b+ 2) fachen Curve 
bilden einen Ebenenort von der Classe 


(b?>—6b —2k) (k—b+ 2) + 9(0'). 
Ist wieder P ein beliebiger Punkt, und lisst man einem Punkte X 
der Curve die (b*) — (k —b+ 2) Punkte entsprechen, in welchen die 
Fliche (b*) von der Geraden PX noch getroffen wird, so erhilt man 
b ((') —k+ b — 2] 


Coincidenzen; in Abzug zu bringen ist die vorige Zahl; von dem Reste 
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ist alsdann der vierte Theil zu nehmen, und man erhilt das bekannte 
Resultat*) 
(41) ye — 2bk + hk — J b(b—2)(b—8) (6-13) 
fiir die Zahl der die Curve viermal schneidenden Geraden. Diese 
Zahl vermindert sich um 
d(d—1) ' 
—_—— + 65 — 334-5 — G8), 
wenn d scheinbare Doppelpunkte in wirkliche tibergehen; man braucht 
dann in (41) nur k durch k — d 2u ersetzen. 
Riickt einem wirklichen Doppelpunkte D ein dritter Curvenzweig 
unendlich nahe, so hat die Curve noch 
(k —d) —3b+9 
in endlicher Entfernung von D liegende Punktepaare, welche, fiir 
diesen Punkt, je einen scheinbaren Doppelpunkt liefern; da ferner die 
gemeinschaftliche Tangentialebene der beiden Curvenzweige von D b—5 
| in endlicher Entfernung von D gelegene Punkte der Curve bestimmt, 
so gehen bei dem Uebergange zu einem dreifachen Punkte 
) 2((k—d) —3b+9)+0-—5 
| vierfache Sehnen verloren. 
/ Gehen von den d=t-+ d, wirklichen Doppelpunkten ¢ in drei- 
fache Punkte iiber, so gehen 


(42) 4 =) 4 ont —d—3b +9 — 2¢—1)] + t(b-5) 





vierfache Sehnen verloren; die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte 
reducirt sich um 2¢, wird also k — 3t — dy. 

Schreibt man & statt k — d,, so erhilt man nach Abzug der 
Zahl (42) 


(43) (bt) = + (k—34)24 1 (K-38) — 200-38 + (b—4)t 
2 2 


— 3; b(b—2)(b—3)(b—13). 


Aus (41) erhilt man (c‘), wenn man & durch h, b durch ¢ ersetzt; 
die B Spitzen der Cuspidaleurve machen keine Reduction erforderlich. 

Um (bc?) zu finden, denke man sich die beiden Curven B und C 
ein wenig aus ihrer Lage entfernt, und, der grésseren Deutlichkeit 
wegen, die Spitzen 6 der Curve C im Uebergange aus einem Doppel- 
punkt begriffen, so dass die beiden Curven keine wirklichen Schnitt- 
punkte mehr haben, die Gesammtcurve dagegen 2y + 3 neue schein- 
bare Doppelpunkte erhilt. Auf diese Gesammtcurve der Ordnung b +- ¢, 


- Ne rY 





*) Man vergl, z. B. Zeuthen: Annali di matematica. T. III. pag. 189. 
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mit k — 3¢-+ h-+ be scheinbaren Doppelpunkten, ¢ dreifachen Punkten 
kann man die Formel (43) anwenden; von dem Ergebnisse ist abzu- 
ziehen (b*), (c*), (b%c), (bc*); ferner die Zahl der die Gesammtcurve 
viermal schneidenden Geraden, welche aus den 2y + 38 scheinbaren 
Doppelpunkten entstehen, bei dem Uebergange in die urspriingliche 
Lage der beiden Curven also’ verloren gehen. Die Aufstellung des 
ziemlich weitliufigen Resultates mége hier unterbleiben. 


Wenn j° und x’ von Null verschieden sind, kann der Ausdruck 
(43) keine Giltigkeit mehr haben; es hat niimlich die Doppelcurve die 
sehr specielle Eigenschaft, mit der ganz in der Fliche liegenden singu- 
liren Geraden einer plan-pince (n—7) Punkte gemeinschaftlich zu 
haben [Zeuthen, pag. 478). 

Der zweite Weg, den man zur Berechnung von aed 5) und (eT) 
einschlagen kann, ist folgender.*) 

Die Punkte der Doppeleurve, welche der Regelfliche (7'*) ange- 
héren, sind: 

1) die Punkte, von welchen die dreifachen Tangenten (b7'*) 
ausgehen; 

2) solche Punkte, in welchen ein dreifacher Schnittpunkt einer 
dreifachen Tangente liegt; 

3) diejenigen Punkte der Doppeleurve, welche die Tangente 
dieser Curve die Fliiche noch einmal beriihren lassen; eine 
soleche Tangente ist Doppelerzeugende der Regelfliche (7'*); 

4) die points-pinces; durch jeden derselben gehen 0 —4a-+ 29 
Erzeugende der Regelfliiche [vgl. Zeuthen pag. 473]; die 
letztere hat eben so viele Flichenschalen, welche den scharf 
gewolbten Kamm, den die Fliiche in der Nahe eines Punktes 
j besitzt, beriihren. 


Analoges gilt fiir die Schnittpunkte der (7°) mit der Cuspidal- 
curve; nur fallen hier diejenigen Punkte weg, welche den unter 3) 
genannten entsprechen wiirden, weil die Tangenten der Cuspidalcurve 
iiberhaupt nicht als Doppeltangenten angesehen werden kénnen. 

Zur Berechnung der Anzahl der unter 2) genannten Punkte dient 
(26) oder (40). Man lasse einem Punkte der Doppelcurve die 
(n —6) (0 —4a+28) Punkte entsprechen, in welchen die von ihm 
ausgehenden Doppeltangenten (b 7) die Fliiche noch treffen, und wende 
(1) an; die Ordnung des Ortes der erwihnten weiteren Schnittpunkte 
ist in (40) angegeben. Ausnahmecoincidenzen treten ein fiir die Punkte 
B, vy, t (dreifache Punkte der Fliche). Man findet 


*) Ein tihnliches Verfahren wiirde zur Bestimmung von (b7'*) und (cZ®) ge- 
fiihrt haben. 
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(BT?) = b(n—6) (8—4a-+ 28) + 6 (bT?) — 2 - (26) 
— 2b(0—4a-+ 28) — 28(0 —4a+ 26)—3y(0 —5a+36) 
—3t(d —6a+48). 
Hinsichtlich der Coefficienten von 6, y,¢ vgl. man Zeuthen pag. 463; 
insbesondere ist zu bemerken, dass von den 0 — 4a + 28 Doppel- 
kanten des Tangentenkegels mit Scheitel 6 zwei in die Selbstberiihrungs- 
kante (‘Tangente der Doppelcurve) fallen. Die Ausrechnung giebt, 
nach einigen Reductionen: 
(44) (BT?) = 8nb — 9ab — 4aB — 3ay + 7T2y — l4aeo 
+ a*b + 1920 + 9by — 4aj + 6bj + 84j — 3dx 
+ 3b6 — 3be + od + 3bm' + 1046 -- 288). 
In ahnlicher Weise findet man 
(44a) 2(CT?) = e(n—6) (O—3a+18)46(eT?) —2.(26a) 
— 2¢(0—3a+18)— 48(d —4a+26)—y(0d—5a+36) 
= 4a°c—12cx— 18r—60y—6cd+ 260—22a6 
+ 3e6— 1588+ 68nce— 3c?— l4dac—4ap—ayz 
— 288c-+ 1806 + 18c7+ 6b4+ 6cej —3 y(n? —n— 20). 
Es bleibt noch iibrig, die Zahl der unter 3) aufgefiihrten Punkte zu 


berechnen. 
Unter den Tangenten der Doppelcurve giebt es 


b(q—2) — 2s — 4y — 121, 

welche dieselbe Curve noch einmal treffen. Man wende nun (I) an auf 
je zwei der » — 4 weiteren Schnittpunkte der Tangenten der Doppel- 
curve, und erhilt als Zahl der brauchbaren Coincidenzen: 
(45) 2(m—5) (nq — 4b) — (n— 4) (n —5) gq —2[b(q— 2) —2s—4y — 128] 

—3leq—3y — 68] —28*) 

=(a— 16)q¢+16b—4B—3y—4). 
Jeder dieser Schnittpunkte der Doppelcurve mit der Regelfliche (7'*) 


ist ein vierfacher. 
Hiernach ergiebt sich: 


(46) (T3) = (OT) + 2 (BI) + 4 (45) + j0—4a429); 





| (46a) ¢ (7?) = (eT) +3. (CT?) + 74 (6—5a+46). 

*) Die Tangente der Doppelcurve in einem Punkte @ schneidet die Fliche 
sechspunktig. Die Coefficienten von 6, y und ¢ controlirt man durch Betrachtung 
des speciellen Falles der classenallgemeinen Fliiche. Fiir eine solche ist die ge- 
suehte Anzahl 


nS — 8n'> + Tn'4 + 28n'3 + 220n'2 — 992’ + 960. 
wie aus den Schubert’schen Siitzen (56) und (58) folgt. 
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Damit sind (b7'*) und (c7*%) auf schon berechnete Anzahlen zuriick- 
gefiihrt. 


Berechnung von (7). 

Die weiteren Schnittpunkte der dreifachen Tangenten bilden eine 
Curve, deren Ordnung aus (20) zu entnehmen ist; durch Anwendung 
der Correspondenzformel (I) erhilt man 

4(T*) = 2(n —7)[n(T*) — 2-(20)| —(n —6) (n —7)(T") 
—2(bT*)—3(eT"), 
und mit Benutzung von (46) 
(47) 4(7*) = (a—42)(T*)—4(n —7T)-(20)+ 8-(45) 
+ 4(BT?)+9(CT?) +27 (0—4a+29)+37(0—5a+46), 
wo nun der erste Term rechts bereits die verlangte, sich selbst dua- 


listisch entsprechende Form hat. Die Ausrechnung giebt, nach ge- 
hériger Umformung: 


12(7*) = a* — 12a° — 148 a® +- 2256 a--- (6.a? — 60 a — 1464) (6 4+ 0’) 
— (3a* — 94a + 1404) (e+ ¢) + 6(6? +6" +5 (c?-+-c?) + 6(co'+<c'6) 


+ (60 a— 1827) (64 2r—3e+4j+ 37) 

— 6a? (27) +344+27 +37) + 120a(j+j)+436a(7+7) 

4 2178( jj’) — 4422 (4+ 71) + (404+ 2¢) (6) +94) 

+ (404 2c)(6j +97) +6 Qj4+3z+ 27437) 
wo wieder die bisher vernachlissigten j’, x hinzugefiigt sind. 

Von den Ausdriicken (20), (44) und (44a) kann man noch eine 

andere Anwendung machen. Lisst man einem Beriihrungspunkte einer 
dreifachen Tangente die weiteren Schnittpunkte derselben entsprechen, 
so erhilt man nach (I) die Anzahl der noch zwei mal beriihrenden 
Haupttangenten 
(48) (7,7?) = 18 (7%) + (m—12) (20) — (BT?) — 2(CT®). 
Auf die Umformung der rechten Seite soll hier nicht eingegangen 
werden. 


3. Die Regelflichen (7',7') und (7'). 


Lisst man einem Punkte der Doppelcurve die » — 4 weiteren 
Schnittpunkte der durch ibn gehenden Sehnen entsprechen, so erhilt 
man ein zweistufiges System von Punktepaaren, welches insofern von 
besonderer Beschaffenheit ist, als die Punkte erster Art nur ein ein- 
stufiges System bilden. Wie Schubert an vielen Beispielen gezeigt 
hat, gilt die Formel (II) auch fiir diesen Fall; man hat nur fiir das 
Symbol c? Null zu setzen. Es ergiebt sich so: 
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(Bb) = 2n(k—3t) + "C=" . a(n — 4) — 2(n—4) (k—38) 
— 2B(b—1) — 3y(b —2) — 3t(b—3). 


Die Coefficienten der in den Punkten f, y, ¢ stattfindenden Aus- 
nahmecoincidenzen werden mit bestimmt durch die Ordnung des Kegels 
iiber der Doppelcurve aus einem solchen Punkte. 


In tihnlicher Weise findet man 


(Be) = n(be—2y— 3B) + be(n—4) — (be —2y —3 8) (n—4) 
—2B(e—2) — 3y(c-—1) — 3te 
=nbe — 2Bc — 3yc — 3te — Sy — 8B. 


2(Cb) = n(be—2y —3B) + be(n — 4) — (be —2y —3B) (n —4) 
— 4B(b—1) — p(b—2) 
= nbe — 4bB — by — 8B — Gy. 


2(Ce) = 2nh+ °°—" .2(m—4) —2h(n—4) — 48(c—2) — p(e—1) 
= 8h + c(ec—1)(n—4) — 4Be — ye + 8B + >. 


Dieselbe Formel (II) wende man jetzt an auf je zwei der n —3 weiteren 
Schnittpunkte der Tangenten mit Beriihrungspunkt auf der Doppel- 
curve, und erhiilt 


(49) (BT) = 2(n—4)no + 2b(m — 3) (n— 4) — o(n —3)(n—4) p 
— 2(Bb) — 3(Be) 
=2ab+ 4b+ ao — 46 — 3y — 140 — 4); 
analog: 
(49a) (CT) = 2(n — 4)no + c(n—3)(n —4) — 6(n—3) (n—4) 
— 2(C'b) — 3(Ce) 
=ac+a6+ 2c+ 3r— l6o — 3B — x. 
Es sei bemerkt, dass diese Ausdriicke zur Berechnung von (b7'*) und 
(eT?) hiitten dienen kénnen. Da niimlich die Regelfliiche der eine 
feste Gerade schneidenden Doppeltangenten vom Grade 0 + 0” ist, so 
hat man mit Beriicksichtigung des Verhaltens dieser Fliche in den 
Punkten j und x 
b(0+0) = (bT?) + 2(BT) + 4q + (a—4)j; 
¢ (848) = (eT?) + B(CT) + (a—5) 33 
man bestiitigt so die in (10) und (10a) auf anderem Wege herge- 
leiteten Resultate. 


Liisst man jedem der beiden Bertihrungspunkte einer Doppeltan- 
gente jeden der n — 4 weiteren Schnittpunkte entsprechen, so giebt 


15* 
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(II) den Grad der Regelfliiche der noch eiiimal beriihrenden Haupt- 
tangenten : 
(50) (7, 7’) = n(n —4)(a—6) + 2n(d—2a-+ 12) 

+ 2(n—4)(d’'— 0) — (BT) — 2(CT) 


=(a—¥)(e+¢)+(Ca—%) (640) + 24a 


+3 a(Qj+34+27 +37) — 38(54+-5)—"'at7) 
— 6(64+2r—3c—4j’—3y). 
Die Haupttangenten, welche ihren Beriihrungspunkt in einer gegebenen 
Ebene haben, bilden eine Regelfliiche vom Grade 
(51) 2n-+x° [Satz (22) bei Schubert], 
dagegen bilden die Haupttangenten mit einem einfachen Schnittpunkte 
in einer gegebenen Ebene eine Regelfliiche vom Grade 
(52) n(%x—6) + (n—3)x’ [Satz (23) bei Schubert]. 
Der Restschnitt der Regelfliche (51) ist von der Ordnung 
n(n-+ x’) — 6n; 
diese Zahl ist zugleich die Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte 


der Regelfliiche (52). Die Ordnung des Ortes der weiteren einfachen 
Schnittpunkte dieser Regelfliiche ist also 

(53)  n{nlx —6)+ (n—3x'| — 3[n(2n+-x’)—6nj — n(x—6) 

= Anzahl der Haupttangenten mit einem einfachen Schnittpunkte in 
je einer von zwei gegebenen Ebenen. 

Man bedarf der Kenntniss dieser Zahl, um die Correspondenzformel 
(11) auf je’ zwei der » —3 weiteren Schnittpunkte der Haupttangenten 
anwenden zu kénnen. Das Symbol ed ist (53), g, ist (n —3)(n—4)x; 
wegen der unbrauchbaren Coincidenzen ist in Abzug zu bringen 

2b(x — 12) + 3e(x—8). 
Die Ordnung des Ortes der einfachen Beriihrungspunkte der Tangenten 
(7,7) ist hiernach 
(54) ax + (n— 12)x° — 12n(n— 2) + 24b + 24. 
Die Zahl der Doppeltangenten, welche einen einfachen Schnittpunkt 
in einer Ebene, einen Beriihrungspunkt in einer zweiten gegebenen 
Ebene besitzen, ist in (18) berechnet. Durch Anwendung von (III) 
auf die Punktepaare, welche aus dem Beriihrungspunkte einer Doppel- 
tangente und einem einfachen Schnittpunkte bestehen, erhilt man 


(55) (n?— 2m) (a—6) + 2nd° — 2a? — 2n? + 12n 
— 2(n—4)0° — 2(a—8)b — 2(a—6)c 
= (2a—24)n + (a—24)x’ + 24a 
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fiir die Orduung des Ortes der Inflexionspunkte der Tangenten (7',7'). 
— Unter den Haupttangenten der Fliche sind diejenigen ausgezeich- 
net, welche ihren Inflexionspunkt auf der Doppelecurve haben. Um 
den Grad ihrer Regelfliiche zu finden, wende man (II) an auf die 
Punktepaare, welche aus einem Punkte der Doppelecurve und aus einem 
der weiteren Schnittpunkte der daselbst dreipunktig schneidenden Ge- 
raden bestehen, und erhialt 
(56) no + 2b(n—3) — o(n—3) — 2q — 36 — 5y — Gt 
=5e—2b—-2q+6+y. 
Ist die Doppeleurve als vollstiindiger Schnitt zweier Flichen gegeben, 
und ohne singulére Punkte, so kann man die Gleichung der in Rede 
stehenden Regelfliiche wirklich bilden durch Elimination der x aus 
ot @3 

> ia Xi Xi = 0, Saba Ta Xi XX, = 0 
in Verbindung mit den Gleichungen der Doppelcurve; als iiberfliissigen 
Factor enthilt die Resultante zweimal die Gleichung der Tangenten- 
fliche der Doppelcurve. 

Von den Haupttangenten geht man zu vierpunktigen Tangenten 
iiber durch Hinzufiigen der Bedingung, dass einer der n — 3 weiteren 
Schnittpunkte mit dem Inflexionspunkte zusammenfalle. Bei einer 
Fliche mit Singularitéten wird man eine Tangente 7, mit Beriihrungs- 
punkt P und Tangentialebene FE nur dann zu den im eigentlichen 
Sinne vierpunktigen Tangenten zihlen, wenn nicht nur 7’, in P vier- 
punktig schneidet, sonderu auch F vier mal zaihlt unter den mn’ durch 
7, an die Fliche zu legenden Tangentialebenen. Die Regelfliiche (56) 
wird man also nicht als der (7',) augehdrig betrachten wollen; ebenso 
wenig die Tangentenfliiche der Cuspidaleurve. Durch Anwendung von 
(II) auf die Berthrungspunkte und weiteren Schnittpunkte der Haupt- 
tangenten wiirde man also fiir (7';) erhalten 


(57) 2n(n—3) + n(x—6) + x (n—3) — x(n—3)'— 3r — (56). 
Aber eine weitere Reduction ist erforderlich wegen der Punkte y*). 
Die Haupttangenten eines Punktes, welcher einem beliebigen Punkte 
der Cuspidaleurve unendlich nahe liegt, weichen in ihrer Richtung von 
einander und von der Tangente der Cuspidaleurve unendlich wenig 
ab. Ganz anders verhalten sich die Haupttangenten in der Nihe eines 
point-clos, wie die analytische Darstellung zeigt. So lange = endlich 


und von Null verschieden ist, verhilt sich die Flache in der Nihe eines 
solchen Punktes wie die folgende: 


*) Man vergl. die ausfiihrliche Discussion der Eigenschaften dieser Punkte 
bei Zeuthen, 1. c, pag. 479 ff. 
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e=az?+2bcy+cy?+dx pry [(Zeuthen, pag. 482]. 


Die Gleichung der Projection des Haupttangentenpaares in der z-Ebene 
fiir den unendlich nahen Punkt 2, y), % ist, wenn zur Abkiirzung 


a—-%z=§,y¥—%y%—=7, = = 4 gesetzt wird: 


C d+2ai*) g? 4 (4ba2 + . da)éy + (2ca? ts - a2) 9? =" 


Damit diese Gleichung fiir einen gegebenen Werth von . bestehe, hat 


2° einer Gleichung vierten Grades zu geniigen; d. h. die Haupttan- 
genten in der Nihe eines point-clos nehmen in der singuliiren Ebene 
alle méglichen Lagen, und zwar eine gegebene Lage viermal an. 
Von den weiteren Schnittpunkten einer solehen Haupttangente 
liegt einer dem Beriihrungspunkte unendlich nahe, und zwar in einer 
Entfernung, welche im Allgemeinen proportional ist zu 2, oder y,. 


Der Ausdruck (57) ist daher noch um 47 zu vermindern; man 
erhalt 


(58) (T,) = — 8a + (04 0') + 5 (e+e) + 8G 47) + 5 (447) 
+ > (64+2r—3¢—4j’—37). 


Die Curve S, der Beriihrungspunkte der vierpunktigen Tangenten wird 
ausgeschnitten durch die von Clebsch berechnete Fliche S der Ord- 
nung 11m — 24, welche die Doppel- und Cuspidalcurve ganz enthalten 
muss; der Restschnitt hat die Ordnung 


(59) S, = n(11n—24) — 22b — 27c.*) 


Die Coefficienten 22 und 27 erschliesst man entweder durch Anwendung 
der Correspondenzformel (III) [vgl. Satz (44) bei Schubert], oder 
auch dureh Betrachtung des speciellen Falles der classenallgemeinen 
Flache; fiir eine solche ist die Curve der Beriihrungspunkte der eigent- 
lichen vierpunktigen Tangenten von der Ordnung n’' (11 — 24): (n’— 1), 
die Flache S von der Ordnung 11n’(m’— 1)? — 24; der weitere Schnitt 
beider Fliichen, von der Ordnung 


n(n’ — 1)2( 11 n(n’ — 1)? — 24| — mn'( 11’ — 24)(n' —1), 


muss ganz in der Doppel- und Cuspidaleurve liegen, deren Ordnungs- 
zahlen bekannt sind; daher die Coefficienten 22 und 27. 


*) Wegen der ganz in der Fliche liegenden singuliiren Geraden j’ und 7’ 
wire noch eine Reduction anzubringen; die Angabe derselben fehJt auf pag. 612 
von Salmon-Fiedler’s Raumgeometrie. 
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4. Die Anzahl der fiinfpunktigen Tangenten. 


Zu ihrer Bestimmung kann man von der Regelfliche (7, 7') oder 
auch von der (7',) ausgehen. Schliigt man den letzteren Weg ein, so 
geben die folgenden Punkte zu unbrauchbaren Lésungen Anlass: 


1) die Punkte 6; die Tangente der Doppelcurve schneidet da- 

selbst sechspunktig ; 

2) die sonstigen Punkte der Doppeleurve, welche der Curve S, 

angehoren ; 

' 3) die 6 + 2r — 3c — 4j’ — 3x Punkte der Cuspidaleurve, in 
welchen die Schmiegungsebene mit der Tangentialebene zu- 
sammenfallt; die Tangente der Cuspidalcurve schneidet da- 
selbst sechspunktig ; 

4) die Punkte 7; in jedem derselben giebt es vier fiinfpunktig 
schneidende ‘Tangenten. . 

Der Berechnung der Anzahl der unter 2) genannten Punkte muss 
Folgendes vorausgeschickt werden. 

Lisst man der Schmiegungsebene eines Punktes der Doppelcurve 
die beiden zugehérigen Tangentialebenen entsprechen, so kann man 
auf das so definirte einstufige System von Ebenenpaaren die Formel 
(I) anwenden, und erhilt 





2s+oe—2q 
als Zahl der Punkte der Doppelcurve, in welchen die Schmiegungs- 
ebene mit einer Tangentialebene zusammenfillt; zu ihnen gehéren auch 
die Punkte y; es bleiben also noch 


(60) eo+tyv+4q— 6b 
nicht singuliire Punkte der Doppelcurve, welche die erwihnte Eigen- 
schaft haben; die Tangente der Doppelcurve schneidet fiinfpunktig; sie 
hat mit der einen Flachenschale eine Inflexion, mit der anderen eine 
einfache Beriihrung. 

Die in (56) bestimmte Regelfliiche schneidet die Fliiche noch in 
einer Curve der Ordnung 


n(5e—2b—2q+f8+y)— 16b; 
lisst man daher einem Punkte der Doppelcurve die 4(m— 4) einfachen 
Schnittpunkte der daselbst beriihrenden Haupttangenten entsprechen, 
so ergiebt sich zunichst als Zahl der Coincidenzen: 
4nb — 32b + 4(59—2b—29+6+y7); 
abzuziehen ist die Zahl (60); ferner veranlassen die Punkte 6, y, ¢ 
Reductionen; man erhalt so 
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(61) 4nb — 326 + 4(59—2b—2q+6+y7) 
— (e+y+4q—6b) — 86 — 9y — 12¢*) 
als Zahl der unter 2) aufgefiihrten Punkte. 

Die Anzahl der Punkte 3) entspricht sich selbst dualistisch; aus 
diesem Grunde wiirde die Controle ihres Coefficienten durch Uebergang 
zur Reciprocalfliche illusorisch werden; ihre Vielfachheit lisst sich aber 
auf folgendem Wege ermitteln. 

Man betrachte die Flaiche sechster Ordnung 

(2—azy)? — (y—ba* =0 
mit der Cuspidaleurve y= ba?, z =aba>. Fiir den Punkt 
P(2=y=2z=0) 
fallen sowohl die Schmiegungsebene der Cuspidaicurve als die Tan- 
gentialebene der Fliiche in die Ebene z = 0. 

Sei P, (we, y=be*, z=abe*) ein dem Punkte P benachbarter 
Punkt der Cuspidaleurve, und ¢ von der ersten Ordnung unendlich 
klein; es sind zu untersuchen die Eigenschaften der Haupttangenten 
in solchen Punkten der Fliche, welche von P, um ein unendlich Kleines 
zweiter Ordnung entfernt liegen. Kin solcher Punkt sei 


P (c=, y=b& +18, z=abeh+ (a2 4. aa) e°) 


wo 4 endlich und von Null verschieden ist; nimmt man ihn zum neuen, 
innerhalb des genannten Spielraums verinderlichen Anfangspunkt, und 
bezieht auf ihn die Coordinaten €, 7, €, so hat man in der urspriing- 
lichen Gleichung der Flache zu setzen: 


r—mett, y= (4H 4y, 2—(ab+artal) ote. 
Die Gleichung der Tangentialebene in P, ist 


€=pt+aqn, 


p= (ab+-aa—3b2") 7; q= (a+5 a?) é. 


Man findet hieraus weiter fiir die Gleichung der Projection des Haupt- 
tangentenpaares in der z-Ebene 


wo 


5 ot + (2aa'—Bb)e- n§ + 3° —ba)e- =O, 


woraus beilaufig folgt, dass man einen Punkt der parabolischen Curve 


erhiilt fiir 4¢ = iy ob dass also die parabolische Curve einen Zweig 


durch den Punkt P schickt. 


*) Die Coefficienten von @, y, ¢ verificirt man durch Betrachtung des speciellen 
Falles der classenallgemeinen oder ordnungsallgemeinen Fliche. 
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Zur Abkiirzung sei 
m—2b—‘+ait42/sarrt oa — ada, 


i 
; 
also 
n=mes, $= (p+qme)§ 

die Gleichungen einer Haupttangente; setzt man diese in die Gleichung 
der Flaiche ein, so erhilt man nach Theilung mit & die cubische 
Gleichung, von welcher die &-Coordinaten der drei weiteren Schnitt- 
punkte abhingen: 


v8 .(£) —302(m—20).(£)’ + ((a?-+30)m*—126?m—3b2A+4 1208) - § 


+ (m—2b) [—3ama! —(m—2b)?+ 6ba] = 0. 
Das Verschwinden des letzten Gliedes dieser Gleichung ist die Be- 


dingung fiir eine vierpunktige Tangente; durch Einsetzen des Werthes 
von m und durch Rationalmachen erhilt man 


(a? — * a)[(3a?4 96) 4 —6abat + a2] = 0. 


Die Curve S, schickt also drei Zweige durch den Punkt P; von den 
weiteren Schnittpunkten liegen zwei dem Beriihrungspunkte in erster 
Ordnung unendlich nahe. Der gesuchte Coefficient ist somit 3 - 2.*) 
Durch jeden Punkt x endlich schickt die Curve S, vier Zweige, 
welche die daselbst fiinfpunktig schneidenden Geraden beriihren; die 
letzteren sind Grenzlagen eigentlicher vierpunktiger Tangenten, sind 
also auch Erzeugende der Regelfliche (7,). Daher die Reduction 
— 84; ein fiinfter Schnittpunkt liegt dem Beriihrungspunkte in zweiter 
Ordnung unendlich nahe. ‘ 
Nach (59) beschreiben die einfachen Schnittpunkte der vierpunktigen 
Tangenten eine Curve der Ordnung 
n(T,) —4(1la—13n+ 60); 
die Formel (1) giebt also als Zahl der Coincidenzen eines weiteren 
Schnittpunktes mit dem Beriihrungspunkte: 


(n —8) (Lla— 13n+6c) + 4(7,). 
Hiervon ist abzuziehen 

46 + (61) + 6(6+4+2r—3c) + 8y. 
Das Resultat ist 


(62) (Z,) =— 2a + Pete) — Bote) +% (J+J) 


291 , - ” , 
+ atx) + 15(6+2r—3e—47 —37). 
*) Man vgl. die von Zeuthen in ,,Almindelige Egenskaber ved Systemer af 
plane Curver“ gegebene Regel in Betreff der Vielfachheiten der Coincidenzen, 
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Zur Bestitigung kann man von der Regelfliiche (7,7) ausgehen, 
und dem Inflexionspunkte den einfachen Beriihrungspunkt entsprechen 
lassen. Diese Herleitung ist insofern bequemer, als die Punkte f, 7 
und die erwaihnten 6 + 2r — 3c Punkte der Cuspidaleurve nicht zu 
Coincidenzen Anlass geben; nur die Tangenten in den Punkten (60) 
kommen als uneigentliche fiinfpunktige Tangenten in Wegfall. Man 
erhalt 

(54) + (55) — (50) — (60), 


iibereinstimmend mit (62). 


5. Berechnung von (7',7') und (7;”). 

Auch hier kann man zwei Wege einschlagen; will man von den 
vierpunktigen Tangenten ausgehen, so miissen zuvor (b7',) und (¢7’,) 
berechnet werden; weit schneller gelangt man zum Ziel, wenn man 
von den dreifachen Tangenten ausgeht, und jedem der Beriihrungs- 
punkte jeden der beiden anderen entsprechen lisst. 

Man braucht dann nur zu kennen die Zahlen (13), (20) und (45); 
die Anwendung von (I) giebt 


(63) (7,7) = 4 -(20) — 6. (7) — 2. (45) 
——8a"+ 112a+(5-a—52)(c+¢/) + (a+84) (6 +0’) 
— 224 (j+j’) — 394(2+7/) 
oa G a— 78) (6 + 2r —3ec — 4j’— 37). 


Weniger einfach ist die Berechnung von (T;?); man muss von 
den Tangenten (7,7) ausgehen, und dem einfachen Beriihrungspunkte 
die » — 5 weiteren Schnittpunkte entsprechen lassen. Nach (1) erhilt 
man als Zahl der Coincidenzen 


(64) (n—7) - (54) — 3- (55) + 5 - (50). 
Aber zu unbrauchbaren Coincidenzen geben Aulass diejenigen Tan- 
genten (7',7'), welche ihren einfachen Beriihrungspunkt auf der Doppel- 
oder Cuspidaleurve haben; man bedarf also noch der Kenutniss der 
Zahlen (B7,) und (CT;). 

Da die Haupttangenten, welche eine feste Gerade schneiden, eine 
Regelfliche vom Grade x + x’ bilden, so hat man nach (56) 

(7) = b(x+x) — 3 Se —2b—29+6+7); 


analog ist 


(cT;) = c(x+x) — 8r — 8x. 

Die Coefficienten von r und x sind nicht leicht direct zu erkennen; 
man verificirt sie aber durch eine andere Herleitung von (c7,). Auf 
den co? Geraden, welche die Cuspidalcurve treffen, und anderswo die 
Flache beriihren, betrachte man den Beriihrungspunkt und einen 
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weiteren Schnittpunkt als Punktepaar, und wende (II) an; es ergiebt 
sich so 


(eT,) = cn(n —4) + n (ac —2e—36—y) + €(a—3) (n—4) 
— (n—4) (ac—36—y) — (cB) — 2 (0); 
die Ausrechnung bestitigt die obigen Coefficieyten. 

Die Tangenten mit einem Beriihrungspunkt in einer Ebene, einem 
einfachen Schnittpunkt in eiuer zweiten Ebene bilden eine Regelfliiche 
vom Grade na + n? — 2n [vgl. (14)]; unter ihnen giebt es also 

b (na+n*—2n) — 2ba — 4bn, 
welche die Doppelcurve treffen in Punkten, die in keiner der beiden 
Ebenen liegen. Die entsprechende Zahl fiir die Cuspidalcurve ist 
c(na+n?—2n) — 2ca — Sen. 

Durch Anwendung von (III) auf die oben erwiihnten oo? Punkte- 
paare erhalt man fiir die Ordnung des Ortes der Beriihrungspunkte 
der Tangenten (b 7’) 


b(na+n?—2n) - 2ba — 4bn 
— b(a—4) (n—4) — 2b(b—2) — 2eb 
= b(3a—n+c-—-12); 
und fiir die der Tangenten (¢ 7’): 
ce — ne+ sac — 8e. 
Damit ist auch gegeben die Ordnung des Ortes der einfachen Schnitt- 
punkte dieser Tangenten, niimlich 
" n+ (bT,) — 3(3ab—nb+be—12b) — 2b (x—12) 
Zw. 
™ n- (eT) — 3(c?--ne+3ac—8c) — 2c{x—8). 
Lisst man die weiteren Schnittpunkte einer Tangente (b7,) dem 
Schnittpunkte mit der Doppelcurve entsprechen, so kann man (I) an- 
wenden, um (B7',) zu erhalten, muss aber wegen der Punkte £, 7, ¢ 


2B (mw —12) + By (x — 14) + 3é(x—18) 
in Abzug bringen; man erhilt 
(BT,) = ox — 9nb + 150b — Yab + 2Ty + 54t + YB 
-— Td0 + 30q + 5bx — dBbe. 
Fiir die Cuspidaleurve ist abzuziehen: 
4 (64+2r—3e) + 4B (x —12) + p (x— 14) + 88; 
es wird 
2(CT,) = 26x — 5ne + 80¢c — 3c? + Sex — 40r — 40x 
— 4(6+2r—3e) — 9ac + 408 + 14y. 
Aus (64) erhilt man jetzt ; 


2. (T,2) = (n—7) - (54) — 3 - (65) + 5 - (60) — (BT, — 2(C7,), 











236 H. Krey. 


und nach Einsetzen der berechneten Zahlen und gehériger Umformung: 
(65) 2(T,2) = x? + x? +4 1084 + * 640’) — *3 e+e) 


8° “? 717 r ao ee a 
— FGF) — at) —81(642r—8¢—4j—37). 


6. Einfluss der singuliren Geraden j’ und x’. 


Da diese ganz in der Fliche liegen, so treten sie in den meisten 
Fallen mit auf als uneigentliche Lésungen in der Zahl derjenigen 
Geraden, welche, in Bezug auf die Flache, vier Bedingungen geniigen. 
So gilt z. B. der Satz 

(E*) = n? (2n?—6n-+ 3), *) 
welchen Schubert [a. a. O. Satz (7)] einem grossen Theile seiner 
weiteren Resultate zu Grunde legt, nicht mehr, wenn Gerade j’ oder 
x vorhanden sind; die Coefficienten der dann erforderlichen Reduction 
scheinen nicht leicht zu bestimmen zu sein. 

Die Curve der Beriihrungspunkte solcher in einstufiger Mannig- 
faltigkeit vorhandenen Tangenten, welche noch zwei Beriihrungs- 
bedingungen zu geniigen haben, enthilt ebenfalls die Geraden j’ und 
% ganz; handelt es sich also um die Restcurve, so sind Vielfache von 
j und x in Abzug zu bringen. Anstatt nun zu versuchen, diese 
Reductionen anzubringen bei denjenigen Satzen, welche zur Bestimmung 
der Ordnungszahl gedient haben, thut man besser, den folgenden 
Schluss zu Hiilfe zu nehmen: Ist die Ordnung der Curve bekannt bis 
auf Glieder mit j’ und 7, so ist die Classe des Ortes der Tangential- 
ebenen der Fliache lings dieser Curve bekannt bis auf Glieder mit j 
und zy. Um iiber die Coefficienten zu entscheiden, braucht man dann 
nur j‘ und 7 gleich Null zu setzen, d. h. man kann sich auf die Be- 
trachtung der Punktfliiche beschriinken. Es mége dieses an einigen 
Beispielen gezeigt werden. 


Nach (59) bilden die Beriihrungspunkte der vierpunktigen Tan- 
genten eine Curve der Ordnung 


S,= lla — l3n+ 6e+17,j'+ 1,7; 
die bei der Herleitung vernachlissigten j’ und y' sind hier mit vor- 
laufig unbestimmten Coefficienten hinzugefiigt. Geht man zu einer 
Punktfliche iiber, so hat man also fiir die Classe des Ortes der Tangential- 
ebenen der Fliche lings der Curve 


; K = lla — 13n 4+ 6¢ + 14,7) + ry. 


*) Es ist bemerkenswerth, dass dieser Ausdruck fiir n = 3 die Zahl 27 der 
Geraden einer allgemeinen Flaiche dritter Ordnung giebt; aus diesem Beispiele 
scheint hervorzugehen, dass eine einfache Gerade, welche man einer Punktflache 
beilegt, in der Zahl (E*) einfach zihlt. 
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Es ist K die Anzahl der mit P beweglichen Schnittpunkte der Curve 
S, mit der ersten Polarfliche eines beliebigen Punktes P; die festen 
Schnittpunkte liegen in der Doppel- und Cuspidalcurve; es sind die 
Punkte 6, die Punkte (61), die 6 + 2r — 3c Punkte der Cuspidalcurve 
und die Punkte 7, durch welche letztere die Curve vier Zweige schickt. 
Man hat mithin die Gleichung 
K = (n—1) S, — 8B — (61) — 9(64+2r—3c) —4-3y, 

wo nun in S, j’ und x gleich Null zu setzen sind, oder es muss 
identisch sein 


(n—1) (la—13n+ 6c) — 86 — (6y — 260+ 6j+ 119+ 108) 
— (lla —13n'+6c'+1,j+ 1,4) — 9(642r—3c) —. 124 = 0. 
Die Entwicklung der linken Seite giebt 
(4—1,)j + (9-1) 4 =9, 
also t, = 4, t, = 9, und 
S, = lla— 13n + 6¢+ 47’ + 9’. 

Die Curve der einfachen Beriihrungspunkte der Tangenten (7’, 7’) 
hat mit der Doppeleurve gemeinschaftlich die 9 + » + 4q — 6b Punkte 
[vgl. (60)], die Punkte (BT), und die Punkte j, durch welche sie 
x — 12 Zweige schickt, welche hier einander und die nach Zeuthen 
sog. singuliire Tangente beriihren; mit der Cuspidaleurve die Punkte 
(CT;) und die Punkte y, durch welche sie x — 20 Zweige schickt. 
Ihre Ordnung ist nach (54) 

O = ax + (n—12) # + 12n — 12a — 12c¢ 4 1,j' 4+ 1,7, 
und man hat wieder fiir eine Punktfliche die identische Gleichung 


(n—1)O=O0 + 3(9+7+4q—6b) + (BT) + 3 (CT;) 
+ 27 (x — 12) + 3y(x—20). 
Nach Einsetzen von den fiir (BT) und (CT) erhaltenen Ausdriicken 
reducirt sie sich auf 
(—3—1)j + 24—1,) 4=9, 
womit denn die Coefficienten bestimmt sind. 
Ein ahnliches Verfahren kénnte man anwenden zur Bestimmung 
der Ordnung des Ortes der Inflexionspunkte der Tangenten (7',7). 
Diese Curve geht nicht durch die points-pinces; es wiirde sich also 
nur handeln um die Anzahl der sonstigen Punkte der Doppel- und 
Cuspidalcurve, welche als feste Schnittpunkte der Curve mit der ersten 
Polarflache auftreten. 


Marz 1879. 
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On the correspondence of Homographies and Rotations. 


By 


A. CayLry at Cambridge. 


It is a fundamental notion in Prof. Klein’s theory of the 
,leosahedron“ that homographies correspond to rotations (of a solid 
body about a fixed point): in such wise that considering the homo- 
graphies which correspond to two given rotations, the homography 
compounded of these corresponds to the rotation compounded of the 
two rotations. 


Say the two homographies are A + Bp + Cq + Dpq = 0, 
A,+ B.q+ C,r + D,qr = 9, then, eliminating g, the compound 
homography is A, + B,p + C,r + D,pr = 0, where 


A,, By, C,, D,=B, A—A,C, B, B— A, D, D, A—C,C, D,B— C,D, 


and the theorem is, that corresponding to these, we have rotations 
depending on the parameters (4, uw, v), (A,, My, 1), (Ay, ly, Vy) respect- 
ively, such that the third rotation is that compounded of the first and 
second rotations. The question arises to find the expression for the 
parameters of the homography in terms of the parameters of the 
corresponding rotation. 

The rotation (4, u, v) is taken to denote a rotation through an angle 
® about an axis the inclinations of which to the axes of coordinates 
are f,g, h, the values of 4, wu, v then being = tan} @cos/, tan #cosg, 
tan 4 # cos h respectively: (A,, u,, v,) amd (A,, u,, v,) have of course 
the like significations; and then, if (A, u, v) refer to the first rotation, 
and (4,, 4,, ¥,) to the second rotation, the values of (A,, w,, v,) for 
the rotation compounded of these are taken to be*): 


*) The numerators might equally well have been 4 + 4, — (uv,—u, ), ete.: 
but there is no essential difference, we pass from one set of formulae to the 
other by reversing the signs of all the symbols: and hence by properly fixing 
the sense of the rotations, the signs may be made to be + as in the text. 
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Ay = Ata, + or, — YY, 

Hy =e+e, + v4, — v4, 

vy%=v+y + du,— du, 
each divided by 

1— 44, — we, — 9; 

and if we then write for 4, u,v the quotients x,y,z each divided 
by w, and in like manner for 4,, u,, 7, and A,, u,, v,, the quotients 
Z,,Y,,%, each divided by w,, and 2, y,, 2, each divided by w,, the 
formulae for the composition of the rotations are 


Ly = LW, + 2,0 + Ye, — YZ, 
Yo = yu, + yw + 24, — 4,2, 
fy = 2U, + 240+ KY, — “yy, 
W, = WW, — LE, -—- YY, — 22,3 
and the question is to express A, B, C, D as functions of (7, y, z, w), 
such that A,, B,, C,; D, denoting the like functions of (z,, y,, 2,, #), 
A,, B,, C,, D, shall denote the like functions of (x,, y,, 2, W.). 
It is found that the required conditions are satisfied by assuming 
A,B,C, D=izx—y, --iz+w, —iz—w, —ix—y, 
(where i = / —1 as usual): in fact we then have 
A,= B,A—A,C 
= (—iz,+w,) (t2— y) — (ix,—y,) (—t2—w) 
: = i(rw, +x, w+ y2,—y,2) — (yo, +y,w+en, —2,2) 
=— 9% + tz, 
as it should be: and we verify in like manner the values of b,,C, and 
D, respectively. 
The result consequently is that we have the homography 
(ia—y) + (—t2+w) p + (—t2z—w) q + (—tz—y) pq=9 


y =): where = ; 2, 7 are the 
parameters of rotation, tan 4 @cos/, tan $ # cos g, tan } 3 cos h. 


I remark as regards the geometrical theory that if we consider 


corresponding to the rotation (= ‘ 


Assuming this to be so, if we then reverse the order of the component rotations, 
we have for the new compound rotation the like formulae with the signs — 
instead of +; but this in passing. The formulae, virtually due to Rodrigues, 
are given in my paper ,,on the motion of rotation of a solid Body‘* Camb. Math. 
Journal t. III (1843). : 
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two lines J, K fixed in space, and a third line Z fixed in the solid 
body and moveable with it; then, for any given position of the solid 
body, the three lines J, K, L are directrices of a hyperboloid the 
generatrices whereof meet.each of the three lines: and these generatrices 
determine, say on the fixed lines J, K, two series of points corresponding 
homographically to each other: that is, corresponding to any given 
position of the solid body we have a homography. But it is not 
immediately obvious how we can thence obtain the foregoing analytical 
formulae. 


Cambridge, 3. April 1879. 



































Ueber die Jacobi’sche Modulargleichung vom achten Grad. 


Von F. Brioscur in Mailand. 


Die wichtigen Resultate, welche Prof. Klein*) neuerdings hin- 
sichtlich der Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Func- 
tionen erhalten hat, haben meine Aufmerksamkeit auf einige Unter- 
suchungen zuriickgelenkt, die ich vor mehreren Jahren hinsichtlich 
der Jacobi’schen Modulargleichungen vom achten Grad begonnen 
hatte. In einer kurzen Note, welche dem Istituto Lombardo di Scienze 
im Januar 1868 vorgelegt wurde, verdffentlichte ich die ausgerechneten - | 
Werthe der Coefficienten dieser Gleichung, aber die scheinbare Com- 
plicirtheit dieser Ausdriicke gestattete mir damals nicht zu den Folge- | 
rungen zu gelangen, welche Hr. Klein auf anderem Wege gewonnen hat. : 
Die Berechnung der allgemeinen Jacobi’schen Modulargleichung 
vom achten Grad lisst sich sehr leicht auf folgende Weise bewerk- 
stelligen. Es seien 2,, 2, 2,,--++ 2 die Wurzeln, und 


/ 
| 
; 
) 
| 
| 
| 
§ 1. 
/ 
| 





Vz,=—aV—1, Ve=a+t+tp, (s=0, 1,---6) 
wo 


in 
Ps = oa, + 9? a, + E"%a;, eimai ). 


6 ; 
.. 
s = >: YP, 


rT} } 


Setzt man nun: 


so hat man zuvorderst: 
s,=0, 8,—0, 8—6-7T-a, 8s, =—4-7-b, 5=10-7-¢ 
8, = 6- 7(d+14a?), 8, = 7(e+98ab), 
wo a, b, ¢, d, e folgende cyklische Functionen der a,, a,, a, bezeichnen: | 
(1) A=4,0,4;,, b=a,'a,+a,' a, + 4,°a., Comm hg" hg? “fg? "Os, 
d=a’ + a,a3;°+a34,°+a,a,5, e=Tab+a,'+a,'+a;'. 


*) Ueber Gleichungen 7. Grades (Sitzungsberichte der Societaét zu Erlangen, 
4, Mirz, 20. Mai 1878; vergl. auch Mathematische Annalen, Bd. XIV). 
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Diese fiinf Gréssen sind nicht unabhingig, sondern es bestehen zwischen 
ihnen folgende zwei Relationen: 


(2) ae—bd+ce?—Te#b=0, 
ce — d* — a®?'d — b* — 2abe —Ta'=0. 
Aus den Formeln fiir die Potenzsummen ergiebt sich nun unmittelbar: 


] [(e—p) = @ -- 4act — tba — 1402* — Ide —e, 


und die Jacobi’sche Modulargleichung achten Grades entsteht durch 
Ausmultipliciren folgender drei Factoren: 


(2+ Tay’) IT (Vz —a,—p.) IT (Vz +a,+p,.) = 0. 


Die Coefficienten der Jacobi’schen Gleichung sind also aus a, und 

den fiinf Gréssen a, b, c, d,e, zwischen denen die Relationen (2) be- 

stehen, zusammengesetzt. Man findet: 

(3) 2&—14A2e°+ 14 B2°—TC2*4 14D2—TE2 + (T-a,.?-F— H*)z 
—Ta,? H? =0, 


wo offenbar: 


H=— I] (a) + ps) =a,' + 14a,'a—T a,°b+ 14a,2c—Ta,d+e 
und 
F=T°.a,'*—14-T3-a,$ A— 14-T*-a,°B — 7-Ta,*C— 14a,? D— E. 
Die Coefficienten A, B, C, D, E haben folgende Werthe: 


A=2a,'+6a,a+b; B=8a,'—20a,5a— 10a,?b— 10a, ce —14a?—d; 

C =30a,*° — 252a,5a+ 14a,'b+ 140a,3c+ 424,?(2a?+d) + 
+2a,(14ab+e)+7(8ac—b?’); 

D= 16a,'°— 1844,’ a-+ 84a,°b+ 28 a,5c+ 14a,'(22 a? —7 d) — 
—4a,3(14ab+ 3c) + 14a,? (b?— 12ac)+ 14a, (be—3ad)+Tbd — 
—14c?— 2ae; 

E =20a,'*— 1724a,° a+ 190a,°b —360a,' e+ 28.4,° (38 a? — d) — 

— 4a,°(126ab — 19e)+ 14a,'(9b? —32 ac) —284,3(5be — 19ad) — 
— 2a, (49bd— 710 c? — 26 ae) + 2a, (l4cd —3be)+4ce—Ta?. 
Eliminirt man zwischen den beiden Relationen (2) die Grésse e, so 


erhailt man folgende Beziehung, welche man an Stelle der zweiten 
Bedingung (2) setzen kann: 


ce + ab® + 27a* — 9a*be = (d—4a?’) (be—ad—Sda’'). 


Die linke Seite dieser Gleichung zerlegt sich in die beiden Factoren: 
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5 1 


1 5 2 10 
P=c+a*b+3a*, Q=c?+a'b?+ 9a —3a?b—3a%¢ — abe. 


Setzt man also, unter k einen numerischen Coefficienten verstanden: 


1 
(4) d — 4a? = ka’ P, 
so folgt: 


Q = ka* (be—9a°—ka? P) 


oder: 
2 10 5 
e+asb?+3(k?+3k+ 3)a5 +(k —3)a2b+(k —3) ac 


1 
—(k+1ljatbe =0. 
Nimmt man nun k = — 3, so ist das erste Glied dieser Gleichung 


nichts anderes als das Quadrat von P, und also hat man in diesem 
Falle folgende Relationen: 


1 5 
= 4a’, e+a*b+3a' =0, 


aus denen vermége der ersten Gleichung (2) folgt: 


a ‘ 8 

at‘e= —b?+ 5a*b— 9a'. 
Unter der hiermit eingefiihrten Voraussetzung werden also die Coeffi- 
cienten A, B, C,--- Functionen von a, a, b alleia, und man hat z. B.: 


1 5 
B = (a—a,’) (12a —8«a,°) + 10(a* —a,) (a,b—3a'), 
also B =O, wenn man iiberdiess at = a, setzt. 


Fiihrt man dementsprechend in die oben angegebenen Werthe von 
A, B, C,++-+ statt a, c,d, e folgende Werthe ein: 


(5) a=a,’, c=—a,)(b+3a,'), d=4a,°, ae=—b?+5a,0—9a,5, 


so kommt: 
A=b+8a,!, B=0, C=—9A?, D=0, E=10A', 
a,H= A*?, F=T*-a,'? — 14-73-a,3A + 63-7a,! A? — 1048, 
und also: 


Tag? FH? 5°, (Tay! 14-7%ay)!2A 4 63-74a,8A? 10-724) A—T A). 


Schreibt man endlich 


7 dp? 
¢=y Y—A, = -™ 

so erhilt man statt (3) folgende einfache Gleichung: 

(6) y’ + 14y® + 63y! + T0y? + 4ty —7=0, 


wo 
16* 
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t = = (mS+ 14 m+ 63 m+ 70m? —7). 


Diese Gleichung (6) [offenbar die einfachste unter den Jacobi’schen 
Gleichungen achten Grades] wurde von Prof. Klein der Erlanger Societiit 
zuerst in der Sitzung vom 4. Mirz 1878 mitgetheilt. 

Betonen wir noch ausdriicklich, dass wir, um zu ihr zu gelangen, 
nur folgende zwei Annahmen gemacht haben: 


a=a,>, d—4a? = — 3a! P; 
denn die anderen Relationen (5) sind nur Folgerungen aus diesen Glei- 
chungen und den Identititen (2). Nun lisst sich die zweite dieser 
Gleichungen folgendermassen. schreiben: 
d—a?+ 3aib + 3atc + 6a = 0. 
Substituirt man hier fiir a, b, c, d die Werthe (1), so erweist sich die 
linke Seite als Cubus der linken Seite folgender Gleichung: 


(7) V/a,a,;° + Vaza,° + /a,a,° = 0, 
und die beiden eingefiihrten Annahmen reduciren sich also auf (7) 
und diese : 7 
ay = 4,4, 4; . 
Multiplicirt man jetzt die Gleichung (7) mit dem Factor j/a,2a,, so 
kommt: 
(8) Ay’ a, + aya,’ + a,a,’? = 0, 
und in ahnlicher Weise bei Multiplication mit a, bez. a,: 


(9) ay?a, + gas? + a34,?=0, ay? a, + aya,’ + a,a,? = 0. 
Daher ist fiir A, = 7a,*: 


a, Vt, = Ay + oA, + 9A, + 0"A;, 2, V2, = A V—T, 
und also geniigen die Cuben der Wurzeln z der Jacobi’schen Gleichung 
(6) selbst einer Jacobi’schen Gleichung. 


§ 2. 

Wir wollen jetzt mit a, B, y, 0, ¢ fiinf Gréssen bezeichnen, welche 
ebenso aus drei Zahlen c¢,, ¢,, ¢, zusammengesetzt sind, wie die a, b, 
c, d,e nach Formel (1) aus den a,, a,, a. Dann bestehen zwischen 
den a, B,-- + jedenfalls zwei Relationen nach Art der (2), 

Betrachtet man jetzt 

B = ¢,5¢, + €,%¢, + ¢,%¢, 
als eine terniire biquadratische Form, setzt 


6, = = By, = - a a 4 


4 Ge,” 4-3 Der? 


so berechnen sich fiir die drei Covarianten: 








ss —-™~ — 
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h—=2°- 2 (+ By; By By3)5 K= 29-3? S(BH)B,hy; O=2?-3-2Z(+ Bh, ks) 
folgende Ausdriicke : 

h=6e0°?—d; k=& — 24ahe+584a?p?+ 40 By? —96003 y—232ayd, 
0 = — &'— 4a(1290°+314707d?-+-7447a'd-+20648a") + 484(7Be+66yd-+- 

+ 2792 a? y — 25 « B?) + 328 (p> y — 209 a B? — T6a By? +1297 aty). 
Man setze nunmehr 80. Dann reduciren sich die Relationen zwischen 
den a, B, y--~- auf folgende: 
“r= —y?, pe= P+ e704 7a, 


y=—a(d?+e70+Ta'), ae®——y(d?+07d+7a'), 
«ee == —(0?+ a? d+7a')?. 
Die Werthe von k, 0 werden somit: 
ak = — y(d?+ 233.070 + 967 a’), 
a0 = 0' — 514a°d° — 12573 «td? — 29774 a°d — 82592 a5, 
und setzt man hier, dem Werthe von / entsprechend, fiir d==6a?—h, 
so kommt: 
ak = — y(h?—5-T-e?h+Ta), 
a8 =hi+ 10. arhi —9- Tath? + 2. T8ath — Ta’, 
Ferner folgt vermége derselben Substitution: 
Py = — «(49h? — 13-TPeh+Ta') 


also: 


und also 

OQ? — kh} = 125K’. 
Die Bedingung 6 = 0 wird vermége der Gleichungen (7), (8), (9) be- 
friedigt, wenn man setzt: 


3 9 3 r i ona 
(10) Ras V/a;,a,", t= Vaya”, = Va,a;°, 
also: . 
G, = @, =! e& = @ & a @, 2 
=a. ik ie ee 


und da dann gleichzeitig 
a=a,*, d=-—-a,?(b+3a,') 

so folgt: 

h=a,°A, 
wo A wie friiher = b + 8a,‘. Der Werth (t) in Gleichung (6) kann 
also folgendermassen ausgedriickt werden: 

1) 

adie wV—h , 
und nimmt man jetzt mit Prof. Klein k-—g,, 9—g,/27, A—g,°—279,? 
=—12%h’, so ergiebt sich: 


11 4t = 216 -%. 
(11) VO 
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§ 3. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen des vorigen Paragraphen se1: 
Us, = OFC,” + Otte,’ + Q?*c,’, 
Vs = OFC, 6, + QC, Cc, + OPC, Cy. 
Dann findet man folgende Relationen: 
zu =Zv =), zu =Ztv?=—0, Luv =76, 
2 = Fy =—71-60?, Lwv—71(d—a*?), Luv? =7-3a?, 
Zut = 7-4(B—2ay), Suwv—T-3ay, Lu?v? — 7(p?+2ay), 
Zuv = 7-3ay, Zvi = 7T-4ay; 
Lui =7T-10(y? —2e*B), Du'v—71(pd—y?+ 17a), Du v? —7(280 + y”), 
Zvi=7-10076, Zuv'=7 (10a? B+ y*), Luv =7-11-a2B; 
Zui =7-6(d?— 2apy+ 20a), Du'v—7-5(p— aBy—5at+2a?d), 
Lu'v?=7(0?—4e72d+ 1l0apy+ 9a), 
Lv'=T-6(a@By—e’?d+ l3a'), Luv’ =7-5(aby+a’?d+ 8a4), 
Lu'v'=7 (407d +4 8aeBy+ lla’), Lu'v—7(p'+ 6e?d+ 6aBy+6a'); 
Zu’ =7 (e? — 14a Be+ 1560? B?—2 By? —208 a3 y+2ayd), 
Zul =7 (By? — a2 f?—ayd-+ 104057), 
Luby =71(148 y?—29 a? B?+ 607d — llayd +520* yy —6a'), 
Luv’ =7(15a?B*+ 56a y), 
Lu'v? = 7 (27 a? B? — 2B y’? + 20°d+ 8ayd—6ba py —2a'), 
Luv = 7 (13a? B+ 2B y?+3ayd+ 38 a5 y), 
Lutv—=7 (9a? B+ 36 y?+30°I+3ayd+ 10a*y—3a'), 
Zuiv' = 7 (23 a? B? + 4ayd-+ 18a y). 
Daher sind die Coefficienten der Gleichung siebenten Grades, welche, 
unter @ eine unbestimmte Grésse verstanden, folgende Wurzeln hat: 
i,=U, + @- v;, (s=0, 1, - - - 6) 


Functionen der Gréssen a, 6B, y, 0,é. Nimmt man nun o als Wurzel 
folgender Gleichung: 


a’-+a+2—0 
so ergiebt sich als Gleichung siebenten Grades diese: 
z’ — Tapa’ + Tahz! — 7(2@+5) px + 14(2@+3) pho? + 
+ 7((3@—2)p* — (@+ 3)h?) x — k — (7@—38) Bh = 0, 


wo h, k die im vorigen Paragraphen eingefiihrten Covarianten von 
6 sind. 

Nimmt man endlich noch an, dass ¢,, ¢,, ¢, die Werthe (10) haben 
und also B=0 ist, so wird die Gleichung siebenten Grades fiir «==€h*: 
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7 4 Twe! — 7(@+3)e — Kk =0 


ee + Tmt! — T(o+3)E+ 12,2 —0. 
Va 


oder: 


Diese Gleichung, der man verschiedene Formen geben kann (man 
vergl. die citirten Arbeiten von Prof. Klein), ist dieselbe, zu der 
Hr. Hermite in seiner Note Sur l'abaissement de Véquation modulaire 
du huitiéme degré (Annali di Matematica, 1859) seiner Zeit gelangt ist. 


§ 4. 
Bezeichnet man mit f(y) die linke Seite der Gleichung (6) und 


mit p(y) folgenden Ausdruck: 


(12) p(y) = 2y' + 29y° + 139y8 + 187y + Tt 
so folgt aus (6): 
(13) f(y) - p(y) = 28(108 + #); 
andererseits aber, ebenfalls aus rs : 
(14) f(y): Gi + 4y =0 
und also: 

14108 +42) “YY — — giyyyy. 


Der Ausdruck o(y) /y ist daher seinerseits Quadratwurzel der Wurzel 
einer Jacobi’schen Gleichung achten Grades. Schreibt man dem- 
entsprechend 


(15) Vy =— oly) Vy 
so hat man zunichst: 


d - ia 


14(108-#) “FY = yy, 


und beachtet man jetzt, dass fiir J = ee aus (11) folgende Beziehungen 


hervorgehen: 


t=6/3 VJ—1, 108 + #? = 108 J, 
so erhilt man weiter: 
(16) 168/3 T/T —1-4Y Wy. 


Jetzt seien: 


Vy =(y+11y?+33y) Vy, 
Vy" = (y' + 9y?+ 14) Vy. 


248 F. Brioscst. 


Man berechnet dann leicht: 
168 /3-J VI —1- TY 7.108. 7y + 442 Vy Vy") +4879” , 


(17)) 168 //3-J VJ — Vy" int Vy" —12yVy"), 
“dd 


168/3-JVJ 1.0%" — 327 +81 / y+ 9tVy”. 


Hiermit ist Zweierlei bewiesen: 1) dass die Ausdriicke Vy’, Vy", Vy" 


ebenso wie Vy die Quadratwurzeln aus den Wurzeln einer Jacobi’schen 
Gleichung achten Grades sind, 2) dass jeder dieser Ausdriicke einer 
linearen Differentialgleichung vierter Ordnung geniigt. 

Des Weiteren ergiebt sich aus (15) vermége (6): 


yVy¥ =— vy) Vy 
vty) =y° + 13y* + 47y? — ty + 14. 
Bezeichnet man jetzt mit Y/Y, )/ Y’ die Ausdriicke: 


VY¥=yVy, VY =—dvy)Vy 
so ergiebt sich aus (16): 


56/73 -JV~J—1- ary mY. 





Die Eigenschaft also, welche am Ende von § 1. fiir V Y bewiesen wurde, 
— nimlich Quadratwurzel der Wurzel einer Jacobi’schen Gleichung 
achten Grades zu sein —, dibertrégt sich auf YY’. Sie iibertrdgt sich 
zugleich auf YY", VY’: 

VY"= (y' + 14y°+ 62y+ 67y+4t) Vy, VY" = — (y*+5) Vy; 


denn man findet folgende Relationen: 


168/3-JVJ—1- => =108I VY + 16 / Y'+ 120/ Y’4+ 40t/ Y”; 


168 /3-JVJ—1- we = —16/Y'+7t/Y" —262 fy” 
168 /3-JVJ—1- wr sieyy- +tyY". 
§ 5. 
Unter p(y) den Ausdruck (12) verstanden werde jetzt gesetzt: 
—E=e p(y), 


wo @ einen von y unabhiingigen Parameter bedeuten soll. Dann folgt 
aus (13): 
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(18) 





E = ar und m = 28-108-@- J. 
Sei ferner 2§" = 6,, so erhilt man durch abwechselnden Gebrauch der 
beiden fiir § gegebenen Darstellungsweisen: 

6,=0, 6,=2me, 6,—12me*t, 6,=—86moe, 6,=—2°-3-5?*mo?t, 


“= oe mao (1159-+20m o'), 6, = 2?-3?- 817 met, 


Dt sr a ol 


m 


und also fiir me = 28 (was ot = <— bedingt): 


pe —aggt—ot.7./ 25" p_9.3.5.7.6128.79/ I) gs_ BT ps 


a a -—ag.y/Sah¢ 10. 


Bezeichnet man nun mit p(w) die bekannte Weierstrass’sche Func- 
tion, so ist*): 


2@ 40 6a 
t= y= [pC t+9(7) +29): 
Ich zeigte ferner schon vor einigen Jahren**), dass, unter v den 
Jacobi’schen Coefficienten B,_, verstanden, der im Ziihler und Nenner 


der einer Primzahl » entsprechenden Transformationsformel auftritt, 
und der durch die Formel definirt ist: 


(19) vappy au, 


wo w den Multiplicator, 2, k die beiden Moduln bedeutet, — dass dann 
folgende Formel Statt hat: 


nee) n es nn? d log v nel m— ty 
) — ave Yee ae (NG 
Es folgt also: 

ie. i ax? dlogy __ 28 d log v 

une is. 2&6 VI(J—1) dJ ? 

indem J, wie bekannt, = = . Cant he ist. 
Andererseits geben die Gleichungen (14), (18): 
1 lo: abe 
ga — OY — — 14 VWI (S—1)- 7 e. 


Kin Vergleich der beiden Werthe giebt: 


*) Miiller. De trausformatione functionum ellipticarum, Dissertatio inauguralis. 
**) Comptes Rendus de l'Académie des Sciences. Janvier 1875. 
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Vy =v, VY —_ a, 
d. h. ebensowohl v als Vv sind Quadratwurzeln von Wurzeln Jacobi’- 
scher Gleichungen, ein Satz, der fiir eine beliebige Primzahl » mit 
Leichtigkeit aus der Reihenentwickelung geschlossen wird. 

Der so definirte neue Multiplicator y, den ich als Klein’schen 
Multiplicator zur Unterscheidung von dem gewodhnlich gebrauchten 
Jacobi’schen Multiplicator bezeichnen will, hingt mit letzterem durch 
die Formel (19) zusammen: 

eet 
y=u (=), 


die sich auch so schreiben lisst: 


of 

y=u(2)® 
wo 4, A’ die Discriminanten der beiden biquadratischen Polynome 
sind, welche sich unter den Quadratwurzeln der beiden durch die 
Transformation verbundenen elliptischen Differentiale befinden. Unter 
f(x) die fraglichen Polynome verstanden, bezeichne ich dementsprechend 
mit Hrn. Klein als Normalform des elliptischen Integrals die folgende: 


{ Va-de 
‘ V f(x) 


April 1879. 











as ew “wee 


—— — —-— =. 


















Ueber die Auflésung gewisser Gleichungen vom siebenten 
und achten Grade. 


Von 


Ferrx Kien in Mtinchen. 


Die Modulargleichung, welche der Transformation siebenter Ord- 
nung der elliptischen Functionen entspricht, hat eine Galois’ sche 
Gruppe von 168 Substitutionen. Wird es mdéglich sein, solche Glei- 
chungen siebenten oder achten oder auch 168'" Grades, welche die- 
selbe Gruppe besitzen, durch ausfiihrbare Processe auf die Modular- 
gleichung zuriickzufiihren? Und welches sind die einfachsten Mittel, 
deren man sich zu diesem Zwecke zu bedienen hat? Dies sind die- 
jenigen Fragen, welche sich naturgemiiss aufdringen mussten, als es 
gelungen war, die allgemeinen Gleichungen fiinften Grades mit der 
Modulargleichung fiir Transformation fiinfter Ordnung in Verbindung 
zu setzen*). Ich glaube, dass diese Fragen unerledigt geblieben waren, 
als ich, vor nun einem Jahre, mich denselben zum ersten Male zu- 
wandte. In einer ersten Note, welche am 4. Marz 1878 der Erlanger 
Societiit vorgelegt wurde**), zeigte ich, dass sich die fragliche Zuriick- 
fiihrung in der That ermédglicht, dass man dabei aber einer Hiilfs- 
gleichung vierten Grades bedarf, welche man nicht vermeiden kann. 
In einer zweiten, gleichbenannten Note vom 20. Mai desselben Jahres 
entwickelte ich sodann in allgemeinen Umrissen, wie man rechnerisch 
diese Zuriickfiihrung zu realisiren hat. — Ein Haupttheil dieser Unter- 
suchungen bezog sich auf die Formulirung des Transformationsproblems 
siebenter Ordnung der elliptischen Functionen; ich habe denselben 
seitdem fiir sich in ausgefiihrter Form in diesen Annalen verdffent- 
licht***). Indem ich im Folgenden an diese Formulirung ankniipfe, 


— . 


*) Vergl. Kronecker: Ueber Gleichungen siebenten Grades, Monats- 
berichte der Berliner Akademie, 1858; vergl. ferner wegen der Gruppirungsver- 
hiltnisse den neuen Aufsatz von Néther im 15, Bande dieser Annalen, p. 89 ff. 

**) Ueber Gleichungen siebenten Grades. 

***) Ueber die Transformation siebenter ()rdnung der elliptischen Functiouen; 
diese Annalen XIV, pag. 428 ff. ; 
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gelingt es mir die allgemeine Beantwortung des Hauptproblems auf einige 
wenige Siitze zuriickzufiihren; ein Eingehen in das rechnerische Detail, 
welches jedenfalls auch von grossem Interesse sein wiirde, habe ich um 
so eher unterlassen kénnen, als sich Herr Gordan bereits seit einiger 
Zeit mit demselben beschiftigt und seine Resultate demnichst in diesen 
Annalen verdffentlichen wird. Dagegen habe ich in meiner Dar- 
stellung den Principien eine solche Form gegeben, dass sie nicht nur 
das zunichst in Betracht kommende Problem der Gleichungen mit 
168 Substitutionen erledigen, sondern tiberhaupt erkennen lassen, wie 
man dhnliche Probleme bei beliebigen hiheren Gleichungen zu behandeln, 
und, was wichtiger ist, wie man sie aufzustellen hat. Die so ent- 
stehende allgemeine Methode zur Behandlung hiherer Gleichungen (welche 
natiirlich noch mannigfacher Entwickelung fihig sein wird) schliesst 
ebensowohl die Auflésung cyklischer Gleichungen durch Wurzelzeichen, 
als die Kronecker’sche Behandlung der Gleichungen fiinften Grades 
in sich. Man kann meine Methode geradezu als eine Verallgemeinerung 
der letzteren betrachten, wie mir auch andere zerstreute Bemerkungen 
Kronecker’s von Nutzen gewesen sind*), Doch glaube ich, dass 
der Gesichtspunkt, unter dem ich Kronecker’s und Brioschi’s 
hierher gehérige Untersuchungen auffasse, und vermége dessen ich 
zu meiner Verallgemeinerung schreite, neu ist und erst aus meinen 
Untersuchungen iiber das Ikosaeder**), resp. aus meinen friheren 
Bemiihungen, eine geometrische Deutung fiir die Resolventen alge- 
braischer Gleichungen zu finden***), erwachsen ist. Bei Kronecker 
oder Brioschi wird nirgends ein allgemeiner Grund angegeben, wess- 
halb die Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades als die einfachsten 
rationalen Resolventen der Gleichungen fiinften Grades anzusehen sind; 
indem ich diese Jacobi’schen Gleichungen als Vertreterinnen eines 
Systems von 60 terndren linearen Substitutionen auffasse, welches mit 
der Gruppe der 60 geraden Vertauschungen von fiinf Dingen isomorph 
ist, habe ich von Anfang an das Princip, nach welchem man in allen 
Fallen die Normalgleichungen, in die sich die gegebenen durch ratio- 
nale Resolventenbildung transformiren lassen, a priori charakterisiren 
kann. Diess sind dann z. B. im Falle der Gleichungen siebenten 
Grades mit 168 Substitutionen nicht die Jacobi’schen Gleichungen 
achten Grades. 

Mit diesem Probleme der rationalen Transformation gegebener 
Gleichungen auf gewisse Normalformen beschiaftigt sich der erste 


*) Vergl. zumal eine Notiz in den Berliner Monatsberichten vom Jahre 1861, 
pag. 615, tiber die Zuriickfiihrung gewisser Gleichungen (2 -+ 2)" Grades auf 
die Jacobi'schen Gleichungen vom (n + 1)" Grade. 

**) Annalen XII, vergl. besonders daselbst Abschnitt II, pag. 527 if. 

***) Annalen IV, pag. 346 ff. 
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Abschnitt des Folgenden. Ich habe mich dabei, was die speciellen 
Probleme des fiinften, siebenten oder achten Grades betrifft, mit Vor- 
liebe wieder geometrischer Ueberlegungen bedient, obwohl das alge- 
braische Schlussresultat ebenso durch den allgemeinen analytischen 
Ansatz erzielt werden kann. Denn die Geometrie veranschaulicht und 
erleichtert nicht nur, sie hat auch in diesen Untersuchungen das Vor- 
recht der Erfindung. Die geometrische Theorie der Jacobi’schen 
Gleichungen achten Grades, wie ich sie in § 8. des Folgenden aus- 
einandersetze, ist es gewesen, von der ich bei allen diesen Unter- 
suchungen ausging, und zwar war es hier wieder der 1. c. angegebene 
Paul Serret’sche Satz, der mich von vorneherein die Existenz eines 
ausgezeichneten Netzes von Fliichen zweiter Ordnung erkennen liess. — 
Uebrigens schliesst dieser erste Abschnitt mit der Angabe gewisser 
Gruppen linearer Substitutionen, welche fiir die allgemeine Theorie 
der Modulargleichungen von Wichtigkeit sein miissen. 

Im zweiten Abschnitte handelt es sich, allgemein zu reden, um 
algebraische Transformation gegebener Gleichungen auf Normalformen 
mit nur einem Parameter. Inzwischen lasse ich, um der Klarheit der 
Darstellung nicht durch Unbestimmtheit derselben Eintrag zu thun, 
nunmehr den Ausblick auf beliebig gegebene Gleichungen bei Seite 
und beschiiftige mich nur mit den Problemen mit 168 Substitutionen. 
Ich méchte namentlich herworheben, dass ich nicht nur die Zuriick- 
fiihrung auf die Modulargleichung, wie sie gewiinscht wird, explicite 
bewerkstellige, sondern dass ich auch zeige, wesshalb man die Modular- 
gleichung in der von mir gegebenen Form zweckmiissigerweise als 
Definition einer Fundamentalirrationalitit erachtet. 


Absehnitt I. 


Normalformen, welche sich durch rationale Transformation 
herstellen lassen. 


$1. 
Fundamentalsatz. 


Was unter einem endlichen Systeme (einer endlichen Gruppe) von 
N homogenen linearen Substitutionen der Variabeln z,, 7,,-- +2, zu 
verstehen sei, ist durch die Benennung selbst wohl hinreichend erklirt. 
Man beachte im Folgenden vor Allem, dass ein analoges System 
homogener linearer Substitutionen allemal auch -fiir die contragredienten 
Variabelen u,,u,,-+++%, gegeben ist, sofern man verlangt, dass die 
bilineare Form 


Uy Hy Pp Uy Ly ss Un dn 

















254 F. Kren. 


bei den simultanen Substitutionen der x und uw ungeindert bleibt. 
Dieses contragrediente System umfasst ev. in seiner Gesammtheit die- 
selben Substitutionen, wie das urspriingliche; aber darum sind die 
Substitutionen der x und «, welche simultan auftreten, noch nicht 
nothwendig identisch. 


P : N 
Ich will nun annehmen, dass ein anderes System von = homo- 


genen linearen Substitutionen bei m Variablen y,, y,,---y,. gegeben 
sei, und zwar sei dieses System mit demjenigen, dem die z unter- 
worfen werden, isomorph*). Der Isomorphismus kann entweder ein 
holoedrischer sein, also so beschaffen, dass jeder Substitution der x 
nur eine Substitution der y entspricht, sowie umgekehrt jeder Sub- 
stitution der y nur eine Substitution der z (dann ist vy = 1), oder er 
mag in der Weise meriedrisch sein, dass freilich einer Substitution 
der y beliebig viele (v) Substitutionen der x entsprechen, doch einer 
Substitution der z immer nur eine Substitution der y. — Die zu den 
y gehérigen contragredienten Variablen nenne ich weiterhin », , v,,-- + 0, 

Dann sage ich, dass es immer solche ganze homogene Functionen 
der 21, %,--*%_ giebt: 

Y;, Y;, ae} Yu; 

welche sich bei den linearen Substitutionen, denen die x unterworfen 
werden, ihrerseits wie die Y,, Yo, -+* Yu homogen linear substituiren. 

Der Beweis ergiebt sich, indem man einen allgemeinen Process 
betrachtet, der solche Functionen Y,, Y,, --- Y, liefert. Man wihle 
irgend eine ganze homogene Function der z: 


P (%, %Q,*** Fn), 
welche nur der Bedingung geniigen muss, dass zwischen den Werthen, 


welche sie bei den N Substitutionen der x annimmt und die ich der 
Reihe nach 


—, p®, --- g@™ 
nennen will, gewisse sogleich zu definirende lineare homogene Rela- 
tionen mit numerischen Coefficienten nicht bestehen. Durch die ent- 
sprechenden Substitutionen wird eine der contragredienten Variablen v, 
etwa v,, ebenso in N Ausdriicke iibergefiihrt, welche aber alle lineare 
Functionen mit numerischen Coefficienten von v,, v,,---v, sind. Man 
nenne diese Werthe einen Augenblick v“), v®, ---o” und ordne sie 
den entsprechenden g zu, indem man die bilineare Function bildet: 
PO o® 4 go) 4... 4 gM iM, 
Offenbar bleibt diese bilineare Form véllig ungeindert, wenn man die 
x und die y, und also die v, simultan den zusammengehirigen Sub- 


*) Siehe C. Jordan, Traité des substitutions etc. pag. 56. 
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stitutionen unterwirft. Ersetzt man also jetzt die v™, v@, .- - vo durch 
ihre Ausdriicke in v,,0,,---v,, ordnet nach letzteren und schreibt 


gy) yt) + gp? v@ +--+ + gg) yo) == Y,», 4. Y,v, +.-:- Fite» 


so sind die Y,, Y,,--- Y, ohne Weiteres Functionen der geforderten 
Beschaffenheit. Sie miissen sich bei den Substitutionen der x wie die 
y substituiren, damit die bilineare Form Y,v, + ----+ Y,v, bei den 
simultanen Substitutionen der x, v vollig ungeiindert bleiben kann. — 
Wie man sieht, sind die Y lineare Aggregate der p'), p® --- po, und 
die einzige Bedingung, der die Function g geniigen muss, ist daher 
die, dass diese linearen Aggregate nicht identisch verschwinden. 

Der so geschilderte allgemeine Process kann auf mannigfache 
Weise modificirt werden, wenn man eingehendere Kenntniss der Sub- 
stitutionssysteme der x und der y besitzt. Ein Beispiel, dem sich in 
der Folge noch andere anreihen (§§ 5., 9., 10.), sei dieses. Es mégen 
Functionen der y und v bekannt sein: 


Fo, Fe,. 


welche sich bei den in Betracht kommenden Substitutionen gar nicht 
iindern. Es sollen andererseits gewisse Functionen 


f, f%, 
gp), gy”, . 


der x bekannt sein, welche bei den simultanen Substitutionen gleich- 
zeitig folgende s Werthe annehmen: 


fo, f2, = -f4, 


= 


der y, v und 


resp. 
9, py, eee gy. 


Gelingt es dann, von den Formen: 
Fo, F®,..., >” 1-9, 
k= 


in denen die y, v als Verinderliche betrachtet werden sollen, irgend 
eine lineare Contravariante zu bilden: 


Y,%, + Y,v, ere} Yuru, 
wo die Y neben numerischen Coefficienten nur noch die x enthalten werden, 
so sind die Y wieder Functionen der geforderten Beschaffenheit. 
In der That, da die Grundformen F™, F@,--., 2’ fO- pO bei 


den zusammengehirigen Substitutionen der 2, y vollig ungedindert 
bleiben, so wird es auch jede Covariante thun, insbesondere unsere 
lineare Contravariante. — 
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§ 2. 
Anwendung auf die Theorie der Gleichungen. 

Mit jedem endlichen Systeme von N Substitutionen der Variablen 
Zy, Ly,°++X,_ hiingt ein algebraisches Problem zusammen, das mit 
einer Gleichung, deren Galois’sche Gruppe N Permutationen enthilt, 
iiquivalent ist. Es seien 

1), 2)... 
die Gesammtheit derjenigen ganzen Functionen der x, welche bei den 
linearen Substitutionen, denen die x unterworfen werden, ungeindert 
bleiben. Die Zahlenwerthe, welche diese O, ©@), . . . bei unbekannten 
“1, %,***%_ annehmen, seien gegeben. Dann besteht das gemeinte 
Problem in der Aufgabe: aus den ® die x zu bestimmen. 
dementsprechend von einem Probleme ,,der x“ sprechen. 

Ebenso giebt es ein Problem ,,der y“; und die Bedeutung des im 
vorigen Paragraphen aufgestellten Satzes ist offenbar die: dass es ganze 
rationale Functionen der x giebt, welche von einem Probleme ,,der y“ 
abhiingen, oder auch: dass es méglich ist, das Problem ,,der x“ auf 
rationalem Wege auf das Problem ,,der y zuriickzufiihren. 

Unter diesen allgemeinen Begriff des Problems ,,der x“ ordnet 
sich nun, wenn man will, als besonderer Fall die Auflésung jeder 
Gleichung »'*" Grades f(z) = 0 ein. Die linearen Substitutionen, denen 
die x unterworfen werden, sind dann blosse Vertauschungen der x 
unter einander, niimlich diejenigen, welche in ihrer Gesammtheit die 
Galois’sche Gruppe der Gleichung f(z) 0 ausmachen. Besteht 
diese Gruppe aus der Gesammtheit aller Vertauschungen, so decken 
sich die ungeiindert bleibenden Functionen der x mit den symmetrischen 
Functionen; die Functionen 0“), @@ ..., welche gegeben sein sollen, 
sind also nichts Anderes als die Coefficienten der Gleichung. Ist aber 
die Galois’sche Gruppe kleiner, so sind die O"), @® . . - die Gesammt- 
heit derjenigen ganzen Functionen der x, welche man nach Galois 
als adjungirt bezeichnet*). 

Mit diesem besonderen Systeme linearer Substitutionen der x,, 2, -++Xp 
mag jetzt, im Sinne des vorigen Paragraphen, ein System linearer 
Substitutionen der y,, 4, - ++ Y, holoedrisch oder auch meriedrisch iso- 
morph sein. Dann ist es also nach dem Gesagten moglich, die Auf- 


lésung der Gleichung f(x) = 0 auf rationalem Wege auf das Problem 
der y zurtickeufiihren. 


Ich werde 


*) Dieser Auffassung entsprechend stelle ich fiir alle Gleichungen, welche 
einen Affect besitzen, das Problem auf, das volle System dieser ganzen Functionen 
zu bilden (selbstverstiindlich mit den zwischen seinen Formen bestehenden identischen 
Relationen). Eine solche Gleichung sollte dann nicht in der Weise angeschrieben 
werden, dass man nur die Werthe ihrer Coefficienten mittheilt, sondern es 
sollten die Werthe aller dieser ganzen Functionen explicite angegeben werden. 
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Die allgemeine Methode nun, welche ich behufs rationaler Um- 
formung der algebraischen Gleichungen vorschlage, besteht einfach 
darin, dass ich zundichst die“kleinste Zahl w suche, bei welcher ein 
Isomorphismus der gewollten Art zwischen den Vertauschungen der x 
und linearen Substitutionen der y, +--+ Y, médglich ist, und dass ich dann 
die Gleichung f(a) = 0 durch das ,,Problem der y“ ersetze. 

Ich will annehmen, dass man aus f(#) = 0 durch rationale Sub- 
stitutionen das Glied mit 2"~'! fortgeschafft habe, dass also Dx = 0 
ist. So sind die Vertauschungen der « im Grund ein System linearer 
Substitutionen bei nur (m —1) Veriinderlichen, und die Minimalzahl 
u daher jedenfalls nicht grésser als (n—1). Ist sie aber kleiner als 
(n—1), so ist durch meine Umformung ein Fortschritt erzielt, der 
sich einmal darin ausspricht, dass ein Problem, welches von Hause 
aus (n—1) Parameter enthilt, deren nur mehr w umfasst, der aber 
andererseits auch die Reihenentwickelungen vereinfacht, deren man 
sich bei Berechnung der Wurzeln # zu bedienen hat. Ist 2a = 0, 
so lassen sich die «, wie selbstverstiindlich, immer als Integrale von 
linearen Differentialgleichungen (m— 1)" Ordnung betrachten*); meine 
Reduction zeigt, dass man bis zu linearen Differentialgleichungen der 
we? Ordnung hinabsteigen kann. 

An der so formulirten Methode méchte ich tibrigens nur dann 
unbedingt festhalten, wenn die Galois’sche Gruppe von f(x) = 0 
einfach ist. Ist sie zusammengesetzt, so kann man sie durch eine 
Reihenfolge einfacher Gleichungen ersetzen und jede fiir sich nach 
der angegebenen Methode behandeln. Aber es kann sein, dass sich 
die so entstehenden Probleme der y in zweckmissiger Weise zu einem 
einzigen Probleme von etwas complicirterem Charakter zusammen- 
ziehen lassen. In diesem Sinne fasse ich die Methode auf, mit der 
Gordan diejenigen Gieichungen fiinften Grades behandelt hat, in 
welcher die vierte und dritte Potenz der Unbekannten fehlt (diese 
Annalen Bd. XIII), Den 120 Vertauschungen der fiinf Wurzeln « 
wird hier ein isomorphes System linearer Substitutionen entsprechend 
gesetzt, welches zwei Reihen von je zwei Variabelen in der Art be- 
trifft, dass einer geraden Permutation der « eine biniire lineare Sub- 
stitution jeder Variablenreihe entspricht, einer wngeraden Permutation 
iiberdies eine Vertauschung der beiden Reihen. 


§ 3. 
Einfachste Beispiele. 
1) Es sei f(~) = 0 cyklisch. Die Aufeinanderfolge der x in dem 
einen in Betracht kommenden Cyklus werde durch die Reihenfolge der 


*) Dies die sog. Methode der Differentialresolventen, mit der sich englische 
Algebristen: Boole, Cockle, Harley u. A. beschiftigt haben, 


xv. 17 
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Indices angegeben, und da diese Indices modulo n betrachtet werden, 
so schreibe ich 2, %,,-++2%,-1. Dann ist die Minimalzahl » — 1, 
die entsprechende Gruppe linearer Substitutionen ersetzt die eine 
Variable y, der Reihe nach durch: 


W> om, "Rs **" e'y 
wo @ eine primitive n'* Einheitswurzel bedeutet. Das contragrediente 
v, geht gleichzeitig tiber in: 
M1, OY, O°, --- QD). 
Als Functionen der x wiihle man 2, selbst. So entsteht die bilineare 
Form: 
Hy) + 2+ QV, + + OY, +--+ + La_1- Q"—',, 
oder, wenn man den Coefficienten von v, mit Y, bezeichnet: 
Y, = % + 0%, + Q?%, +--+ + Q*~?an—-2. 

Unser Ansatz liefert also den Ausdruck des Lagrange. ugleich ist 
die einzige ungeiindert bleibende, ganze Function von y, die n'° Potenz: 
y,;"; das Problem ,,der y“ besteht also im vorliegenden Falle einfach 
darin, aus einer bekannten Grosse die »'® Wurzel zu ziehen. 

2) Es sei » eine Primzahl und die Gleichung f(x) = 0 metacyklisch. 
Die Vertauschungen der 2, %,,+--%,—1, welche die Galois’sche 
Gruppe ausmachen, sind durch folgende Formel gegeben: 

ty = Lav+p, 

wo « alle Werthe 1,2,---(m—1), B die Werthe 0,1, 2,---(m—1) 
durchlaufen soll. Alle diese Vertauschungen erwachsen, wenn man 
folgende zwei Substitutionen beliebig wiederholt und combinirt: 


4) [) wma 
. 2) Soe = Xy, 
g bedeutet dabei eine Primitivwurzel modulo ». Man bilde nunmehr 
folgende (n—1) Ausdriicke: 
¥% =%+e0x, +072, +--+ + Gna, 
¥, =% +02, + 0'2, +--+ eO—-Y2,_1, 
Yu—1 = Bp + Oa, + ODay - ++ + Gays. 


Offenbar erhilt man, den Vertauschungen 1), 2) entsprechend, folgende 
Substitutionen der y: 


ad 1) yx =o *y, 
ad 2) YR = Yok- 
Ich werde nunmehr unter der Gesammtheit der metacyklischen Ver- 


tauschungen 2,’ = %g,4s die Hilfte herausgreifen, indem ich dem 
« auferlege, quadratischer Rest zu sein. An Stelle der beiden Sub- 
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stitutionen (1) muss ich dann als erzeugende Substitutionen die folgen- 
den nehmen: ; 
(2) ee ee 
2) Ugy = Ly. 
1 


° ° ° . n— ° 
Dann sondern sich die y in zwei Aggregate von nur - Variablen 
2 > 


die sich unter sich permutiren: die einen haben nur quadratische Reste 
als Indices, die anderen quadratische Nichtreste. Indem ich die ersteren 
herausgreife, habe ich fiir die halbe metacyklische Gruppe ein isomorphes 
n—1 
2 
bination, resp. Wiederholung folgender Operationen erwiichst: 


System linearer Substitutionen bei nur Variablen, das aus Com- 


ad 1) ye =o" - yp, 
ad 2) ye =Yyr. 

Hier schreibe man statt k? wieder k, indem man unter k den- 
jenigen Werth von //k? versteht , der unterhalb . liegt. Dergleichen 
verstehe man unter -+ gk den kleinsten positiven Rest (mod. ») von 
+ gk oder von — gk, der unterhalb “ liegt. Dann hat man bei — 


Variablen 


Yi» Yar °°? Yay 
2 
folgende zwei Substitutionen : 


R ad 1) yx =o-"y%, 
(3) wher 
ad 2) Ye = Ytor- 
Ich werde spiiter auf diese Formeln zuriickkommen. — Offenbar ist 


das so erzielte Substitutionssystem, was die Zahl der Variablen angeht, 
das beste, das man zur Darstellung der metacyklischen Gruppe auf- 


stellen kann, sobald net, wie bei » = 5, 7, 11, eine Primzahl ist. 


§ 4. 
Die Formeln von Kronecker und Brioschi fiir den finften Grad. 


Ich zeige nunmehr, wie sich die von Kronecker und Brioschi 
fiir den fiinften Grad gegebenen Formeln in den hier entwickelten 
Gedankengang einordnen. 

Es sei eine Gleichung fiinften Grades f(7) = 0 gegeben, bei der 
die Quadratwurzel aus der Discriminante adjungirt ist, und deren 
Galois’sche Gruppe demnach nur die 60 geraden Vertauschungen der 
fiinf Wurzeln 2, 2,,--+- 2, umfasst, Dann handelt es sich zuniichst 
darum, ein isomorphes System linearer Substitutionen bei méglichst wenig 
17* 
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Variablen zu finden. Die Zahl w dieser Variablen kann nicht 2 sein: 
denn es giebt keine endliche Gruppe von 60 biniren linearen Sub- 
stitutionen der hier gewollten Beschaffenheit (die Zahl der biniren 
Ikosaedersubstitutionen ist 120). Dagegen kann u = 3 gewonnen wer- 
den. Denn wir kennen fiir « = 3 ein isomorphes Substitutionssystem: 
das ist das System, welches bei den Jacobi’schen Gleichungen sechsten 
Grades auftritt. Nennt man die Variablen A,, A,, A,, so entsteht 
das fragliche System durch Combination folgender drei Operationen 
(siehe Annalen XII, pag. 529, 530): 


(1) Ay =A), Aj =#A,, A, =A), 
2) A, =— Aj, A, =— A,, A, = — A,, 


(4) . Yi Ay = A,+ A, + A,, 
3) }V5 A = 2A, + (e+) A, + (¢ +8) A,, 
V5 A,’ = 2A, + (¢ +8) A, + (e?+85)A,. 


(Unter « ist hier eine fiinfte Einheitswurzel verstanden.) — Ungeiindert 
bleiben bei diesen Substitutionen vier Functionen von A,, A,, A,, die 
ich friiher als A, B, C, D bezeichnete; das Problem ,,der A“ besteht 
also darin, aus den gegebenen Werthen von A, B, C, D die A,, A,, A, 
zu berechnen. 

Mit diesem Probleme ist nun ungefihr gleichbedeutend, dass man 
die Jacobi’sche Gleichung sechsten Grades lést, deren Wurzeln sind: 
2, =5A,’, 2, = (Ay+ 2A, + &”A,)’; 
denn die Coefficienten dieser Gleichung setzen sich aus A, B, C, und 
umgekehrt diese aus jenen zusammen. Dagegen ist D nicht durch die 
Coefficienten der Jacobi’schen Gleichung gegeben; D stellt sich viel- 
mehr als vierte Wurzel aus der Discriminante der Gleichung dar und 
diese Wurzel muss ausdriicklich adjungirt werden, wenn sich die 
Lésung der Jacobi’schen Gleichung mit dem Probleme der A decken 
soll (Annalen XII, pag. 534, Note). Es ist also richtiger, in dieser 
Theorie nicht von der Jacobi’schen Gleichung sechsten Grades son- 
dern von dem ,,Probleme der A“ zu sprechen, und implicite ist das 
in den hierher gehérigen Untersuchungen von Kronecker und 
Brioschi auch der Fall. Jedenfalls miissen wir hier, getreu unserem 
allgemeinen Ansatze, die Aufgabe nunmehr so stellen: aus fiinf be- 
liebigen Grissen x, %,, -+- 2%, Soll man solche drei Functionen bilden, 
welche sich bei den 60 geraden Vertauschungen der x wie die Ay, A,, 

A, terndr linear substituiren. 

Zu dem Zwecke seien zuniichst die Substitutionen angegeben, 
welche drei den A,, A,, A, contragrediente Variable, die ich B,, B,, 
B, nennen will, bei den Operationen (4) erleiden. Man findet: 
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ad 1) By = B, Bi =eB,, By) =='B,, 
ad 2) B, = — B,, By, = — B,, B,J =— B,, 
(5) V5-By = ot 2B, + 2B, 
ad 3)) /5- BY = By + (+2) B, + (e +e)B,, 





V5-By = By + (é +6) B, + (& +8) B,. 


Es handelt sich ferner darum, zu wissen, welche Vertauschungen 
der x man den Substitutionen (4) entsprechend zu setzen hat. Zu 
dem Zwecke identificire man die z, einen Augenblick mit folgenden 
fiinfwerthigen Functionen der A (Annalen XII, pag. 521): 


e” (— A,(4A,?— A, A,)) + "(+ A, (44,?— A, A,)) 
+ a (+ 2A,A,’ i A,’) + a*(— 2A, A,’ + A,?). 
Dann findet man folgende Permutationen der z: 
ad 1) %y = 2, 2 = 2%, Hy =H, Ty = 2, Uf) = Hy5, 
ad 2) ty =%, 2 = 2%, %, = 23, X= My, Lf = 2; 
ad 3) % =o, 2) =, Ly = 2, Ty = Hy, Ly = My. 


Nehmen wir jetzt, um dem Resultat nicht vorzugreifen, zuvérderst 
eine vollig unsymmetrische Function der a: 


(HX, +++ 4), 


multipliciren sie mit B, und sehen, was entsteht, wenn wir alle Werthe 
zusammenaddiren , welche dieses Product annimmt, wenn wir auf das- 
selbe gleichzeitig die 60 Permutationen der x und die entsprechenden 
Substitutionen der J anwenden! Machen wir zuniichst die fiinf 
Operationen, welche aus der unter 1) angegebenen durch Wiederholung 
entstehen. So bleibt By) ungeiindert, wihrend aus (a,x, --+2,) der 
Reihe nach wird o (a2 «++ %), P (3, XZ, +--+, %,) ete.: fiinf Ausdriicke, 
deren Summe eine cyhklische Function der x ist, welche ich kurz mit 
v(a%»%, +++ %,) bezeichnen will. Wir haben also als ersten Bestandtheil 
unserer bilinearen Function B,-v. Nun machen wir die Operationen 
(2). So wechselt B, sein Zeichen, v verwandelt sich in v(x %,%,%_2;) 
=v’. Setzen wir v — v' —u,, so haben wir jetzt als Bestandtheil 
unserer bilinearen Form J, - u,,. Wir combiniren ferner die Operation 
3) mit den fiinf Operationen, welche aus 1) durch Wiederholung ent- 
stehen. So erhilt B, die Werthe 


Vb 


fir v0, 1, ---4; u, aber geht in folgende Functionen iiber: 
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Uy =u (Xq Ly LX Xz), 
U, == U(X Xz Ly X, 2), 
Uy = U(X) %, Ly X, 2s), 
Us = U(X Ly LX, Xz X,), 
Uy = U(X Ly X, Xz Xp). 


Unsere Summe wird also im Ganzen: 


+> B, + 28” = +22" B, 


* Uy. 


Ordnen wir hier nach B,, B,, B,, multipliciren alle Glieder mit /5 
und nennen endlich die entstehenden Coefficienten A,, A,, A,, so 
kommt als Resultat: 


A, =V5-u 
(7) A, = 228’ w, 
A, = 22" u,. 


Wie man sieht, sind dies genau die allgemeinen Brioschi’schen 
Formeln*). 


§ 5. 
Andere Formeln fiir den fiinften Grad. 


Ich werde nun andere Formeln mittheilen, welche dasselbe leisten, 
welche aber eine andere, neve und, wie mir scheint, wesentliche Seite 
der Frage hervortreten lassen. Es sind dieselben Formeln, auf welche 
sich die Anmerkung Annalen Bd. XIV, pag. 169 bezieht. Ich habe 
dieselben zuniichst durch geometrische Ueberlegungen gefunden und 
werde sogleich auf eine solche zuriickkommen. Firs erste gebe ich 
eine rein algebraische Ableitung, welche geeignet ist, die Schlussbe- 
merkungen des § i. zu illustriren. 

Nach den Entwickelungen meiner Arbeit im zwolften Annalen- 
bande, pag. 527 ff., kann man die Jacobi’schen A,, A,, A, als 
Coefficienten einer quadratischen Form 


Ayn,” + 2Agq, 2 — Ayn,” 
auffassen, die den 120 bindren Ikosaedersubstitutionen unterworfen 


wird. Bei diesen Ikosaedersubstitutionen sind u. A. folgende Ausdriicke 
fiinfwerthig : 


ty== — 8+ Dy,? y* + €?*(m,°— 29, 2°) +" (M2° + 2,° Hy) — "5 ,*n,’, 
chin Mi — 22) (— my Ty? m2?) + (Pm, + ee) (— T° 2? — 12’) . 


*) Atti del Istituto Lombardo, vol. II (1858), Math. Annalen Bd, XIII, 
pag. 156. 
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Jetzt seien x,--- x, wieder die Wurzeln einer gegebenen Gleichung 
fiinften Grades, X, und X,’ seien fiinfwerthige Functionen derselben. 
Bildet man dann 
ZX,t,, 2X,’ W,, 

so hat man zwei Formen vom sechsten resp. achten Grade in den 
"i> N2, welche vdllig ungeandert bleiben, wenn man »,, 4, den Iko- 
saedersubstitutionen unterwirft und gleichzeitig die x in zweckmissiger 
Weise auf 60 Arten permutirt. Dasselbe gilt dann auch von jeder 
Covariante dieser beiden Formen, insbesondere von der quadratischen 
Covariante, welche durch sechsmaliges Ueberschieben entsteht: 


(2X,t,, EX,’ W,),. 
Rechnet man also diese Covariante aus und setzt sie gleich: 
Aimy? + 2Aqm M2 — Ap m2”, 
so sind die Ay, A,, A, Functionen der x von der geforderten Beschaffen- 
heit. Denn die A,, Ay, — A, erfahren bei den 60 Permutationen der x 
nothwendig solche terniire lineare Substitutionen, welche contragredient 
sind zu denjenigen, die ,?, 2y,y,, — 9,” bei den Ikosaedersubstitu- 
tionen erfahren, — und das ist die Definition des zu den Jacobi’schen 
Gleichungen sechsten Grades gehérigen Substitutionssystems, 
Die Ausrechnung ergiebt nun folgendes Resultat. Sei 

Pi = X, + &X, + HX, + HX, + eX, 

Pj = X,' + &§ X + & X,' + &' X,' 4+ A X,. 
So kommt nach Unterdriickung eines Zahlenfactors 
(7) i (P,P; — P, P;) + (P, Py — Py P,), 

A, = 2(P, P,’—P, P,), A, = 2(P, P,— Py P,). 

Hitte man, was eben so berechtigt ist, statt 2X,t,, 2X, W, 
die beiden Formen 2 X2,t,, 2 Xz, W, benutzt, so hiitte man erhalten: 
(7) Ay = (P,P; —P, P;) — (P,P —Py P,), 

Ay =2(P,Py—P/P,), Ay = 2(P;P/—P, P,). 
Dabei ist identisch: 
Ay? + AJA, = Ay? + AY A,, 
und iibrigens stehen die A, A’ in der bekannten Beziehung zu einan- 


der, dass sich die jedesmalige lineare Transformation der A’ aus der 
Transformation der A ergiebt, indem man ¢ in ¢* verwandelt*), 


*) So wie Gordan im 13ten Bande dieser Annalen in diesem Sinne zusam- 
mengehérige bindre Ikosaedersubstitutionen betrachtet und dadurch die Theorie 
derjenigen Gleichungen fiinften Grades, in denen x‘ und 2’ fehlt, wesentlich ge- 
férdert hat, so verlangt offenbar eine abschliessende Behandlung der allgemeinen 
Gleichungen fiinften Grades ein Studium des simultanen Systems der A, A’. 
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Was mir an diesen Formeln interessant und wichtig scheint, ist, 
dass sie sich aus den zweigliedrigen Unterdeterminanten der P, P’ auf- 
bauen. Deutet man die P, P’, wie ich friiher that, als Punktcoor- 
dinaten im Raume (Annalen XII, pag. 547), so sind die A resp. A’ 
die Werthe, welche entstehen, wenn man die Coordinaten der Ver- 
bindungslinie der Punkte P, P’, oder, was dasselbe ist, der Punkte 
X, X’ in die linke Seite der Gleichungen gewisser linearer Complexe 
eintriigt. Diese Complexe haben die einfachste geometrische Deutung 
und vermitteln dadurch den Zusammenhang der hier gegebenen Be- 
trachtungen mit meiner geometrischen Theorie der Gleichungen fiinften 
Grades ohne #' und 2° (Annalen XII, pag. 545 ff.). Die Fliche zweiten 
Grades 2x? =), von deren Studium ich damals ausging, hat auf das 
Coordinatensystem der P; bezogen die Punktcoordinatengleichung: 

P,P, + P,P, =0. 

Von ihr ausgehend constatirt man sofort, dass die Complexe 

Li Ay tera $v A, =0 
eben diejenigen sind, welche alle Linien zweiter Erzeugung der frag- 
lichen Fliiche enthalten, und ebenso die Complexe 

AAS + eA’ +0 Ay = 0 
diejenigen, welche alle Linien erster Erzeugung enthalten. Die Com- 
plexe der ersten Art enthalten also von den Linien der ersten Er- 
zeugung noch je ein Paar, ebenso die Complexe der zweiten Art von 
den Linien zweiter Erzeugung. Und nun ist die Sache so, dass die 


Complexe, welche durch Nullsetzen der Wurzeln der Jacobi’schen 
Gleichung erster Art entstehen: 


V5 A, = 0, Ay + @A, + eA, = 0 
eben diejenigen sechs Paare von Erzeugenden erster Art enthalten, 


welche die friiher (Annalen XII, pag. 548) sogenannten 12 Linien /,; 
ausmachen. Die entsprechenden Complexe: 


YoA, =0, Ay + eA, + &A, = 0 , 
haben natiirlich dieselbe Beziehung zu den zwélf Linien f, der zweiten 
Erzeugung*). 


*) Ohne hier niher auf die Theorie der allgemeinen Gleichungen fiinften 
Grades einzugehen, michte ich bei dieser Gelegenheit anfiihren, wie ich die 
Kronecker’sche Angabe (Berliner Monatsberichte 1861, Crelle’s Journal Bd. 59) 
verstehe, dass es unter den aus einer Gleichung fiinften Grades hervorgehenden 
Ay, A,, A, insbesondere solche gebrochene Fuanctionen giebt, fiir welche die ent- 
stehende Jacobi’sche Gleichung nur von zwei Parametern abhingt. Die Sache 
ist fiusserst einfach. Man kennt, bei beliebig angenommenen Ay, A,;, Ay, die 
Werthe der Ausdriicke A, B, C, D (siehe die Note unter dem Text, Annalen 
XII, pag. 534). Setzt man also jetzt etwa: 
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§ 6. 
Die Probleme mit 168 Substitutionen. 

Als ,,Probleme mit 168 Substitutionen“ will ich kurz alle die 
Gleichungen siebenten, achten, ... 168" Grades bezeichnen, deren 
Galois’sche Gruppe mit der Gruppe der Modulargleichung isomorph 
ist. Es handelt sich fiir uns zunichst darum, fiir diese Probleme die 
Minimalzahl w und das zugehérige Problem der y aufzustellen. Dies 
aber ist implicite bereits in meiner vorigen Arbeit (Ueber Transforma- 
tion siebenter Ordnung, Annalen XIV) geleistet, und ich habe nun- 
mehr nur die dort gewonnenen Resultate in neuer Form auszusprechen. 

Zuvorderst ist klar, dass w mindestens gleich 3 ist. Denn bei 2 
Variablen giebt es keine Gruppe von 168 linearen Substitutionen der 
hier geforderten Beschaffenheit. Fiir a = 3 habe ich aber in der ge- 
nannten Arbeit in der That die Existenz eines brauchbaren Systems 
von 168 Substitutionen nachgewiesen. Dasselbe entsteht durch Wieder- 
holung und Combination folgender drei Operationen : 


Lin 
1) ¥ =7I1> Yo =7Ye, Ys = 7 Ys, (y=e ’ ) 
2) Y) =o) Yo = Ys, Y; =%, 
(8) V—T-y = (y—7)y, + (— ry + (y—Y) 95, 


3) \ V--T ye = (YP? — 7"), + (Y—7) + (YY) ys, 


V—T- ys = (y°—2) 9 + (2° —7*)% + (—7')y. 
Ungeindert bleiben bei diesen Substitutionen folgende vier Functionen: 

















f= YP Yo + Y° Ys + 93° %> 
V = Oy Ye? Ys” — (YP Yo7 Ye? Ys +93°%)> 
| of of ef ay 
eye OY O42 OY OY; Oy | 
mm Pt et le 
C aoe 1 OY2 OY OYs" OY2 OYs OYe } 
9 Sn ef ov |’ 
(9) | OUs0Y: OYs0Y%, Oy, OY. | 
ev ev ov 0 | 
OU OYe OYs | 
A,D A,D A, D 
ee, Se ee, ee 


so hiingen diese neuen Griéssen von einer Jacobi’schen Gleichung, resp. einem 
,,Probleme der a“ ab, fiir deren Constanten man findet: 


AD? BD‘ cp" Dp‘ 

BC?’ b= Boer °= Rog’ = Becw 

Ersetzt man hier D? durch einen Ausdruck in A, B, C (Bd. XII, pag. 534, 
Formel (10)), schreibt dann etwa 7 ae od 
offenbar Functionen nur von den zwei Parameteru m, n. 


a= 


=n, so sind die a, b, c, d 


266 F. Kvet. 


of ay ac | 
on Ou ou 
.) a. = ac | 
E=ilig tn On|’ 
| Of a9 ec 
OY; 04s OYs | 
wobei die einzige Relation besteht, dass sich K? als ganze l'unction 
von f, V, C darstellt. — 

Das ,,Problem der y“ besteht also jetzt im Folgenden: Es sind 
in Uebereinstimmung mit dieser Relation fiir f, V,C, K Zahlenwerthe 
gegeben; man soll die unbekannten y,, ¥2, Ys berechnen. 

Man sieht, dass ein besonderer Fall dieses Problems dasjenige ist, 
auf welches ich in meiner vorigen Arbeit die Modulargleichung selbst 
zuriickfiihrte: es ist der Fall, in welchem f insbesondere den Werth Null 
hat. Hieran ankniipfend habe ich im zweiten Abschnitte des Folgen- 
den nur zu zeigen; wie man das allgemeine hier aufgestellte Problem 
der y auf das besondere mit f= 0 reducirt. — 

Ich setze noch, ebenfalls aus meiner vorigen Arbeit, die ein- 
fachsten ganzen Functionen der y her, welche bei den 168 Substitutionen 
7 oder 8 Werthe annehmen. Es sind unter den siebenwerthigen Func- 
tionen diese: 


ow 9 9 . —-4t ae . « rm 
(10) c= (yy? +7" 9? + yyy?) + me «eat (2°"Y2Ys + YY + Ys Yo)» 
(v==0,1,2,--- 6) 


(wo das Vorzeichen von /— 7 beliebig aber fest anzunehmen ist), und 
unter den achtwerthigen Functionen: 


9, =—TY; Y2Ys, 
(11) 9s =, YoYs + 27° Ys? Yo + 27 yy? Ys + 27?" yo? Y; 
+ 7°"(Ys? Yo — ¥s°) +P" (Ye? ¥3—®) + ¥°*(Ys?91 — 2’). 
(yv=0,1,2,---6). 


Diese zweierlei Functionen geniigen, wie man leicht berechnet, resp. 
folgenden Gleichungen siebenten und achten Grades*): 


a2) @ 47. tp 47 tthe ty. 144 ype 
+ 14(22+yY—7fV-e&+ (—7 aes gts i -(7—3/Y—7)-frAe 
4+ (—c+4! -t V—7 pag) ak 


(13) 68 — 14V - 0% + (63 92— 42/5) 64 — (70. V3 — 7-197) 8? 
— K8 — 71(fCV+V'+ 18°92 +/%) = 0. 


*) In meiner vorigen Arbeit theilte ich sie nur fiir f= 0 mit, 
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Ich werde diese Gleichungen siebenten und achten Grades im Folgen- 
den nicht benutzen; doch schien es mir interessant, dieselben herzu- 
setzen, weil man sie als einfachste Normalformen betrachten kann, 
auf die sich alle anderen Gleichungen siebenten und achten Grades 
mit 168 Substitutionen auf rationalem Wege reduciren lassen. In der 
That: gelingt es, die letzteren, wie ich nun zeigen werde, auf das 
Problem der y zuriickzufiihren, so ist damit und durch die Formeln 
(10), (11) die Transformation in diese Normalformen eo ipso geleistet. 


§ 7. 
Die Gleichungen siebenten Grades mit 168 Substitutionen. 


Es seien jetzt a), 2,,--++«, die sieben Wurzeln einer Gleichung 
siebenten Grades mit 168 Substitutionen. Die Indices der 2 sollen 
dabei so gewahlt sein, dass die Vertauschungen der z,, die in der 
Galois’schen Gruppe vorkommen, eben dieselben sind, welche die 
Ausdriicke c, (10) bei den 168 Substitutionen der y erfahren. Es seien 
ferner X,--- X,, X)--- X,, X," +--+ X,_” die Werthe, welche irgend- 
welche rationale Functionen X, X’, X” von «@ fiir «=a, %,- 
annehmen. So bilde man etwa: 


Zx.G, BAe, EBX a. 


Xe 


Man beachte ferner, dass fiir Variable v,, v,, v,, die den y contra- 
gredient sind, eben dasselbe System ungeiindert bleibender Functionen 
existirt, wie fiir die y. Ich will diese Functionen zum Unterschiede 
durch einen Accent bezeichnen und also schreiben: 


* == v,3v, + v.30, + 0570, ete. 
Man betrachte nun in 2 X,c,, 2X,'c,, BX,'c,, in f, V, C, K und 
in f, V’, C’, K’ die x als fest, die y, v als verinderlich. Gelingt es 
dann, eine lineare Contravariante zu bilden: 


Yiu, + Y,v, + Y3;, 


wo die Y die « nur noch numerisch enthalten, so sind die Y offenbar 
solche Functionen der x, welche sich bei Permutation der x ternér linear 
wie die y substituiren. Und also ist die Lisung der Gleichung siebenten 
Grades auf das Problem der y zuriickgefiihrt. 

Ich will diesen allgemeinen Gedanken hier nur in einer Weise 
ausfiihren, die mir desshalb besonders einfach scheint, weil sich die 
entstehenden Y aus den dreigliedrigen Determinanten der X, X’, X” 
zusammensetzen. Mein Process ist dieser. Ich bilde die Functional- 
determinante in Bezug auf die y: 


| EX, SX, LKXy cy| = Vain yiYeyn 
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und schiebe sie dreimal iiber f° = v,5v, + v,5v, + v,5v,. So kommt, 
bis auf einen Zahlenfactor: 


Vy = 3Gy12 + Ag33, VY, = 3dq93 + Ay, V3 = 3459) + Ao0- 


Ausgerechnet giebt dies folgendes Resultat. Man bezeichne der 
Kiirze wegen Dy’ X, mit p,, Ly*”X, mit p,, Ly?” X, mit p,, ferner 


“IHF. ye, mit py, ET. apex, mit, 


—1+V—7 


, zy" X, mit p.. 


Unter p’, p’ mégen die analogen Ausdriicke in X’, X” verstanden 
sein. Dann findet man nach leichten Reductionen: 

Y, = (4, 3, 5) + (1, 6, 5) + (4, 2, 6), 
(14) ) Y, — (2, 5, 6) + (4, 3, 6) + (2, 1, 3), 

Y; = (1, 6, 3) + (2, 5, 3) + (1, 4, 5). 


Unter (i, k, 1) ist dabei die Determinante verstanden: 


| Pi Pr pi 
| pi Px pi 
pi Pr pr 
§ 8. 


Die Jacobi’schen Gleichungen achten Grades*). 


Die Jacobi’schen Gleichungen achten Grades sind bekanntlich 
dadurch definirt, dass sich die Quadratwurzeln aus ihren Wurzeln 
folgendermassen aus vier Gréssen A,, A,, A,, A, zusammensetzen 
lassen : 


he =V—7-A), 

Vin = A, + yA, + yA, + y?"A,. (v=0,1,--- 6) 
Ich erlaube mir, mit Riicksicht auf die Einfiihrung contragredienter 
Variabler, zuniichst die kleine Abweichung (die ebenso bereits bei 
den Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades am Platze gewesen 
wiire), dass ich A,, A,, .A,, A, durch 2, /2-x,, 2-2), 2-2, ersetze. 
Ich gestalte ferner die Fragestellung in der Weise um, dass ich nicht 


sowohl die Lésung der Jacobi’schen Gleichung als die Behandlung 
des mit ihr zusammenhingenden ,,Problemes der x“ als Hauptaufgabe 


*) Vergl. den hier vorangehenden Aufsatz von Brioschi: Ueber die Jacobi’- 
schen Modulargleichungen vom achten Grade. 
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betrachte. Dementsprechend lasse ich die Bezeichnung z bei Seite, 
und indem ich /z = P setze, schreibe ich: 


(15) | phdizes uy 
P= Sy + V2 (ya, + y**a, + 7?"ay). (v=0,1,---6). 
Die Substitutionen, welche dem fraglichen ,, Probleme der «“ zu Grunde 
liegen, erwachsen durch Wiederholung und Combination aus folgen- 
den drei: 
1) tH = %, = yt, 2, = Yt, 2, = yas, 
2) % =X, w — Oe Ly a ae 3 — se 
V—1-«) = tyt+V2-%, +Y2-x, +72 -2, 
gy VT V2 HEP EPA + +O +I es, 
V—V-tf=V 2-H +P HY) AY + )e+Y +) 25, 
V—1 2) = V2 HEY +?) MEY TY) et Y+Y) 45, 
Die contragredienten Variablen werde ich u,, u,, &), 4, nennen; man 


sieht sofort, dass sie jedesmal diejenige Substitution erfahren, welche 
sich aus der Substitution der « durch Verwandlung von y in y® und 


also von /— 7 in — Y— 7 ergiebt. 


(16) 





Bei diesen Substitutionen (16) werden nun, wie man findet, die 
Ausdriicke -+- P in folgender Weise unter einander vertauscht: 
ad 1) P,; = Py 4, 
ad 2) Pi, = Pes 


Pi = P,, 
| PP’ =—P 
dad 3 0 2) 
’ ) . . we oo = . 
P, =(7)P 1, (fiir v=1, 2,-+-6.) 


Die Permutation der Indices der P ist also dieselbe, wie man sie von 
den Modulargleichungen her kennt. Aber die Gruppe der Permutationen 
der P selbst ist doppelt so gross wie die Gruppe der Modulargleichung. 
Iterirt man niimlich die Substitution 3), so riickt jeder Index an seine 
alte Stelle, aber + P, geht in — P, tiber. Daher bilden die Permu- 
tationen der + P und also die Substitutionen der x, welche aus 1), 2), 
3) durch Wiederholung und Combination entstehen, eine Gruppe von 
2-168 Operationen, die der Gruppe der Modulargleichung hemiedrisch 
isomorph ist. 

Dies implicirt einen wesentlichen Unterschied von der analogen 
Theorie der Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades, bei denen 
dieser Isomorphismus ein holoedrischer war. Wir kénnen sofort sagen: 
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Es ist unmdglich, die Probleme mit 168 Substitutionen rational auf 
das hier vorliegende Problem der x zu reduciren; wir kénnen weiter 
folgern : 

Es ist wunmiglich, die betr. Probleme rational in Jacobi’sche 
Gleichungen achten Grades iiberzufiihren. 

Die Jacobi’sche Gleichung nimlich bestimmt an sich die x, 2,, 
%,, “, zwar nur bis auf das Vorzeichen. Sollen aber die Verhdiltnisse 
yi %,:X_:%,, unter x Functionen vollkommen willkiirlicher Gréssen 
verstanden, bei Permutation dieser Gréssen diejenigen Substitutionen 
erfahren, welche den Formeln (16) entsprechen, so miissen die 2, %,, 
%,, , es selbst thun, und das ist unmiglich, so lange die Zahl der 
fraglichen Permutationen nur 1- 168 betrigt. (Denselben Schluss 
machte ich in einem analogen Falle, Annalen XII, pag. 541.) 

Dagegen zeigt der allgemeine Ansatz des § 1., dass sich das um- 
gekehrte Problem sehr wohl erledigen liisst: man soll das hier definirte 
Problem der x rational auf das Problem der y des § 6. zuriickfiihren. 
Wie dies am einfachsten geschehen kann, werde ich nun entwickeln. 
Ich bediene mich dabei aus den in der Kinleitung angegebenen Griin- 
den der geometrischen Redeweise. 


§ 9. 
Geometrische Theorie der Jacobi’schen Gleichungen achten Grades. 


Die 2, 2,, 2, £, des vorigen Paragraphen mégen als homogene 
Coordinaten eines Raumpunktes gedeutet werden. Dann stellen die Aus- 
driicke P, gleich Null gesetzt, acht Ebenen dar, welche die Haupt- 
ebenen heissen sollen. Desgleichen spreche ich von acht Hauptpunkten. 
Man erhilt ihre Gleichungen, indem man diejenigen Ausdriicke gleich 
Null setzt, welche den P dualistisch entsprechen: 


(17) Ag a Se 
' Ine= thy te V2 (yey $9 ty + 7"). 

Offenbar sind die acht Hauptpunkte den acht Hauptebenen in einer durch 
die linearen Substitutionen (16) unzerstérbaren Weise einzeln zugeordnet. 

Diese linearen Substitutionen (16) gewinnen jetzt die Bedeutung 
von Collineationen des Raumes. Da aber ein Zeichenwechsel aller x 
geometrisch ohne Bedeutung ist, so haben wir den homogenen 2 - 168 
Substitutionen entsprechend doch nur 1-168 Collineationen, deren 
Gruppe somit mit der Gruppe der Modulargleichung holoedrisch iso- 
morph ist. 

Meine ganze Betrachtung geht nun davon aus, dass vermége der 
Definition der P,TT die Quadratsummen XP, STI? identisch Null 
sind. Dies giebt auf Grund einer Schlussweise, die wohl zuerst von 
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Paul Serret methodisch ausgebildet wurde*), sofort folgende beide 
Satze: 

Die acht Hauptpunkte sind die Grundpunkte eines Netzes von 
Fliichen zweiter Ordnung. 

Die acht Hauptebenen sind die gemeinsamen Tangentenebenen eines 
Gewebes von Flachen zweiter Classe. 

Die Gleichungen dieses Netzes, resp. Gewebes werden fusserst 
einfach. In der That sieht man sofort, dass die Flichen zweiter 
Ordnung, welche durch Nullsetzen folgender Ausdriicke definirt sind: 


(18) Yj=//2-a2,—2,*, Y,=/2-a2,—a, Yys=/2-a)2,—2, 
durch die acht Hauptpunkte hindurchgehen, ebenso, dass die Fliichen 


zweiter Classe, welche durch Nullsetzen folgender Ausdriicke dar- 
gestellt werden: 


(19) Vi=/2-u,u,—w,?, V,=//2-u,u,—us?, V,—=/V2-u,u,—u,? 


die acht Hauptebenen beriihren. Daher hat man fiir das Netz die 
Gleichung : 


(20) v,¥, + %¥, +0, ¥,—0, 
und fiir das Gewebe: 
(21) VV + 42 V2 +43 V3 = 9. 


Die v,, V2, V, Tesp. Y,, Y, Ys Sollen dabei Parameter bezeichnen. 

Ich habe die Benennungen bereits so gewihlt, dass die Zusammen- 
gehoérigkeit dieser Betrachtungen mit dem Probleme des § 6. hervor- 
tritt. In der That ist a priori deutlich, dass sich die Ausdriicke (18) 
bei den 2- 168 linearen Substitutionen der x selbst auf 1 - 168 Weisen 
ternir linear substituiren miissen. Denn die acht Grundpunkte des 
Netzes (20) werden bei den betr. 168 Collineationen unter sich per- 
mutirt; das Netz als solches bleibt also bei den Collineationen un- 
geindert; tiberdies fandern sich die Ausdriicke (18) bei einem simul- 
tanen Zeichenwechsel aller # nicht. Das Analoge gilt von den 
V,, V2, V, (19). — Die Rechnung vervollstindigt diese Ueberlegung 
folgendermassen. Man unterwerfe die x den drei Substitutionen (16); 
dann findet man fiir die Y,, Y,, Y, genau die drei Substitutionen (8) 
des § 6. Hine analoge Beziehung besteht natiirlich zwischen den u 
und den V,, V,, V;. Handelt es sich also darum, wie wir am Schlusse 
des vorigen Paragraphen verlangten, das Problem der x auf das Problem 
der y, oder auch, das Problem der u auf das Problem der v zuriick- 
zufiihren, so wird dem in einfachster Weise durch die Ausdriicke 
Y,, Y,, Y, (18) oder auch die Ausdriicke V,, V,, V;, (19) entsprochen. 


*) Géométrie de direction, Paris 1869. 
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Ich will dem hier nur noch zwei Bemerkungen zufiigen. 

Einmal méchte ich aussprechen, dass mir mit der Aufstellung des 
Flichennetzes der Y und des Gewebes der V der eigentliche Aus- 
gangspunkt zu einer principiellen Behandlung der Jacobi’schen 
Gleichungen achten Grades gegeben scheint. Die Functionen der z, 
resp. wu, welche bei den 2-168 linearen Substitutionen ungeiindert 
bleiben, werden sich vermuthlich decken mit den Combinanten der drei 
quadratischen Formen Y, resp. V. 


Es sei ferner angegeben, welche Bedeutung unter den allgemeinen 
Jacobi’schen Gleichungen achten Grades die specielle hat, auf welche 
ich in meiner vorigen Arbeit (pag. 453 ff.) die Modulargleichung redu- 
cirte. Ersetzt man die dort gebrauchten 4, u,v durch y,, y,, y, und 
wendet auf letztere die erste der Substitutionen (8) an, so verwandeln 
sich die dort (pag. 454, Formel (38)) definirten A,, A,, A,, Ay in 
Ay, py A,, y®A,, y® A; Die fragliche Jacobi’sche Gleichung gehort 
also zu den contragredienten und ich habe, um Uebereinstimmung mit 
der hier gebrauchten Bezeichnungsweise herbeizufiihren, A, = u,, 
A, =V2-u,, A,=V2-u,, A, =/2-u, zu setzen. Zwischen diesen 
« hat man dann (nach der damaligen Angabe, pag. 455, Note) alle 
die Relationen, welche durch Nullsetzen folgender Matrix entstehen : 


*, u% —V2-u, 0 
*, 0 ut —V2-u, 
| V2-u, 0 Uy 


Diese Relationen gewinnen jetzt eine einfache Bedeutung. Unter 

den Flichen des Gewebes: 
WV + HV, +9 V, = 0 

giebt es co', welche in ebene Curven ausgesetzt sind; die Ebenen dieser 
Curven sind es, welche durch die vorstehenden Relationen definirt sind. 
Diese Ebenen umbhiillen bekanntlich eine Developpable der sechsten 
Classe (welche der schon von Hesse untersuchten Kegelspitzencurve 
sechster Ordnung dualistisch gegeniiber steht). Und die Beziehung 
dieser Developpablen auf die ebene Curve vierter Ordnung f= 0, wie 
sie sich aus meiner vorigen Arbeit ergiebt, ist nichts Anderes als die 
bekannte Hesse’sche Abbildung. In der That, setzt man die nach 
Ug, Uy, U, Uy gebildete Discriminante von y,V, + y,V, + y,V; gleich 
Null, so kommt: 


Yi Yo + Yo? Ys + 9s? y, = f =O. 
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§ 10. 
Siebenwerthige Functionen der z. 


Man kann fragen, welches die einfachsten Gebilde im Raume der 
Ly, L1, Ly, X, sind, welche bei den 168 Collineationen nur sieben Lagen 
annehmen. Durch geometrische Betrachtungen, deren Auseinander- 
setzung hier zu weit fiihren wiirde, habe ich gefunden, dass es zweimal 
sieben lineare Complexe der geforderten igenschaft giebt. Ich will 
dies hier nur analytisch nachweisen. Es seien x, x’ zwei Raumpunkte. 
So betrachte man als Coordinaten ihrer Verbindungslinie die folgenden: 
GQ, = Xy%, — XX, Y2-A,—= 4,0 — Ty Xp, 
6 , , , , 
(22) Ay = XyXy —Xy%,, Y2+a,—= 4X, x, — 2 Xs, 
Qy = Ly, — Ly hy, V2- a, = LyX, — Ly Xj. 


Nun wende man auf die wz, x die Substitutionen (16) an. Da ein 
simultaner Zeichenwechsel aller x, x die Gréssen u nicht beeinflusst, 
so erhilt man drei lineare Substitutionen der a, welche wiederholt 
und zusammengesetzt nur 1 - 168 Operationen erzeugen. Aber genau 
zu denselben Substitutionen wird man gefiihrt, wenn man die y,, y,, Ys 
des § 6. den Substitutionen (8) unterwirft und zusieht, wie sich dabei 
die sechs Ausdriicke zweiten Grades y,”, 5”, Y,>, YoYs» Y3 Yi» Yi Yo Sub- 
stituiren. Nun setzen sich aus letzteren die siebenwerthigen c, linear 
zusammen (Formel (10)): 


Cy = (y?”y,? + y” yy? + 74” Ys”) 
4 er 7 


Daher sind folgende zweimal sieben lineare Functionen der a ebenfalls 
siebenwerthig : 


(23) Cy = (ya, + v4" a, + y?"aq) 
—1tV—7 pe, ; ‘ 
+ A (rag + 7°" as + 7°" 0,). 


Sie stellen, gleich Null gesetzt, die fraglichen linearen Complexe dar. 

Es scheint mir nun sehr niitzlich, den Betrachtungen, die sich 
in der Ebene auf die c, beziehen, im Raume solche entgegenzustellen, 
welche mit den (C, operiren. Ich will dies hier nur beziiglich des 
§ 7. ausfiihren. Es seien 2,2, +++ 2,, wie dort, die sieben Wurzeln 
einer Gleichung siebenten Grades. Man bilde ferner, wie damals, drei 
Reihen von sieben Gréssen X,, X,’, X,", welche den 2, einzeln ent- 
sprechen. Sodann schreibe man die Gleichungen folgender linearer 
Complexe hin: 

Z=X,C0,—0, 2X,/C,—0, FX,"C,=—0 


Mathematische Annalen. XV. 18 


(7°? 9, Ya + YP” 3% + YPM, Yo) 
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und suche in Ebenencoordinaten u,, u,, U., U, die Gleichung des ihnen 
gemeinsamen Hyperboloids: 

Laj,.ujum, = 0. 
Die linke Seite dieser Gleichung schiebe man sodann zweimal iiber die 
linke Seite der Gleichung des Fliichennetzes (20): 


~ (y2 * XX, — x,*) + v, (V2 + x2, — 23°) + 03 (2+ xt, — x,). 

So entsteht eine lineare Form 
Y,x, + Y,v, + Y;»;, 

wo 

Y¥,= 2-0, — Gy, Y,=V2-Gy—a,, ¥Fy=—V2-aq, — ay, 
und diese Y,, Y,, Y, miissen nun solche Functionen der Wurzeln der 
urspriinglichen Gleichung siebenten Grades sein, welche sich, bei den 
168 Permutationen dieser Wurzeln, wie die y,, Y2, ys des § 6. sub- 
stituiren. — Fiihrt man die Rechnung durch, so kommt man in der 
That zu den Schlussformeln des § 7. 


§ 11. 
Die allgemeinen Gleichungen achten Grades mit 168 Substitutionen. 


Die einfachsten achtwerthigen Ausdriicke der x sind die Quadrate 
der Gréssen P (15), zugleich die Wurzeln der Jacobi’schen Gleichung 
achten Grades. Hiervon ausgehend will ich das Problem behandeln, 
eine beliebige Gleichung achten Grades mit einer Gruppe von 168 
Substitutionen auf das Problem der y des § 6. rational zuriickzufiihren. 
Die Wurzeln der Gleichung mégen 2,, 2, 2,--- 2%, genannt werden 
und den P?, P,*, P,?,--+P,? entsprechend gesetzt sein. So bilde 
man zuniichst die quadratische Form: 

,P2 +P? +4,PP+---+4P,, 
ordne nach Kintragung der Werthe der P nach 2, x,, #,, 3, und stelle 
endlich die zugeordnete quadratische Form der u,, u,, U., u, auf. Ich 
will der Einfachheit wegen annehmen, dass Xz = 0 sei, ich will ferner 
abkiirzend schreiben: 
P= a viz. 
6,7... .6 


Dann lautet die zugeordnete Form: 


— 62, V2 +p, V2 + py V2-p, “| 


y2 “Pi 2). 2p, 2p, | 

(24) V2-D, 2p, 2p, 2p, |= DO, Uj Uy. 
V2 - Pr 2p; 2% 2p, Us | 
Uy Uy u, u, 0 | 
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Diese Form schiebe man nun der Reihe nach zweimal tiber: 


9 5y 2 > 
V2-a x, — 2,7, Y2-a%2,—2,°, Y2- x2, — 2,7. 
So kommt (wie im vorigen Paragraphen) : 
¥, = V2 - ey, — Oy,  Yy = V2 M%,— ay, Yy = V2 + yy — Oy, 
und diese Y,, Y,, Y,; sind Functionen der 2,, 2,--+%, wie wir sie 


suchen. Ausgerechnet ergiebt sich (nach Wegwerfung eines Zahlen- 
factors) : 





lp, Ps P| |—6e. Dm P| 
Y,=2\p, p, pol t+! PDs Pais 
|P2 Po Ps P2 Ps Ps 
P; Po Ps'| —6z, p, PD, | 
(25) Y,=2 | Po. Py Ps | T+! Bs Pi Ps > 
Pr Ps Do! P: Ps Dr» 
| Pr. Ps Ps |—6 %, Pro Py 
Y,=2 p, Dy Ps | + P» Py Ds 
Py Ps Py | Py Pe Pi 
§ 12. 


Die Gleichungen 168'°" Grades mit 168 Substitutionen. 


Hinsichtlich der hierher gehérigen Gleichungen 168'* Grades will 
ich nur eine Bemerkung machen. Man mag bei ihnen, um Functionen 
Y,, Y,, Y, zu finden, den allgemeinen Process des § 1. anwenden. 
Als Function m der Wurzeln kann man dann eine beliebige Wurzel 
selbst wiihlen: denn zwischen den 168 Wurzeln der allgemeinen hier 
in Betracht kommenden Gleichung bestehen keine a priori angebbaren 
linearen Relationen. Dann liefert uns der allgemeine Process des § 1. 
solche Functionen Y,, Y,, Y,, welche lineare Functionen der Wurzeln 
der vorgelegten Gleichung sind. Etwas Aehnliches tritt offenbar immer 
ein, wenn eine Gleichung gegeben ist, die ihre eigene Galois’sche 
Resolvente ist, und man verlangt, diese auf ein niederes ,,Problem“ 
zuriickzufiihren. Das einfachste Beispiel geben die cyklischen Gleichungen ; 
man vergl. § 3. 


§ 13. 
Substitutionssysteme bei at * und bei tet Variablen. 

Ich schliesse diesen Abschnitt, indem ich zeige, dass ahnliche 

Substitutionssysteme, wie wir sie im Vorstehenden fiir » 5 und 

18* 
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n= 7 benutzten, bei beliebigem primzahligem  bestehen. Wir hatten 
einmal das Substitutionssystem der Jacobi’schen Gleichungen sechsten 
bez. achten Grades; dasselbe zeigte bei nm = 5 einen holoedrischen, bei 
m==7 einen hemiedrischen Isomorphismus zur Gruppe der Modular- 
gleichung. Wir hatten andererseits bei n —5 die biniren Ikosaeder- 
substitutionen, bei » 7 die terniiren Substitutionen des § 6., und 
diese Substitutionen erwiesen sich bei nm = 5 hemiedrisch, bei »n = 7 
holoedrisch mit der Gruppe der Modulargleichung isomorph. Ich sage 
nun, dass, unter n eine Primzahl verstanden, allemal Substitutions- 
systeme bei A Al no 


me - 





und bei Variablen bestehen, welche mit der 


Gruppe der Modulargleichung (n + 1)" Grades isomorph sind. Und 
zwar ist der Isomorphismus des einen Systems immer hemiedrisch, 
wenn der des anderen holoedrisch ist. Ob das Eine oder Andere ein- 
tritt, hdingt davon ab, ob n = 1 (mod. 4) oder = 3 (mod. 4) ist*), 


1) Das System bei 2t! Variabelen 2, %,,---2%n—1 erwichst 
—t 





durch Wiederholung und Combination folgender drei Operationen : 


1) X = Oo - x, 
= 
2) am =(—1)* ror, 
f= 
(26) V (1? ‘Wty = ay +V2- >) a» 


3) SE a I=1,+6 > 
& 1)? n+ ay =YV2-a,+ De" +e-M)n(k—=1,---" > 
nt 


» 
- 





t= 1,++- ; 
Hier bedeutet 0 eine n° Einheitswurzel, g ist eine Primitivwurzel 
modulo », und das doppelte Vorzeichen +- gk ist so zu verstehen, wie 
am Schlusse des § 3. auseinandergesetzt ist. 

Zum Beweise der hinsichtlich dieses Systems aufgestellten Be- 
hauptungen geniigt es, die Aenderungen zu beachten, welche die 
Jacobi’schen Ausdriicke 


——- 
p, Vy "M+ Lq 
P= ty +V2- > oF: m 


n—l 


(27) 


k=1,-> 


bei den Operationen 1), 2), 3) erfahren. Man findet nimlich: 





*) Dass diese Substitutionssysteme existiren, habe ich zuerst in einem an Hrn. 
Brioschi gerichteten Briefe ausgesprochen, der in den Rendiconti des Istituto 
Lombardo vom 2. Januar 1870 abgedruckt ist. 








n 
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ad 1) P, = w+1) 
n+1 
ad 2) P,=(—1)’ B, 
PZ =P 
= 
ad 3) { P/ =(—1)? 
P! ake es (v =1,2,---(n—1))- 


n 


2) Das System bei * Variablen y,, Yo,- ++ Ya—1 ergiebt sich 


2 
folgendermassen. Ist » = 3 (mod. 4), so combinire man folgende 
Operationen: 


1) Ye = O Ye, 
(28) Baie, wil ieee) ss 
3) V—n + yk = — > (1) (9?*!— 9 8#) y;. 
t=1, ++." 
Hier bedeutet (*) das Legendre’sche Zeichen. — Ist dagegen 
n = 1 (mod. 4), so schreibe man einfach: 
1) yn = O' % ’ 
(29) 2) ; Ye = + Yor, 
3) Vay = > (et! 9-28) yi 


jane 


2 
Beidemal ergiebt sich der Beweis unserer Behauptungen wieder durch 
Beachtung der Umiinderungen, welche gewisse (n+ 1) Functionen 
bei Eintritt der Substitutionen erfahren. Dies sind im Falle (28): 
oe 


= (—n)* - yy = 


‘6, = — JI ( 2 iain er” - u) 


* i=1, 


(30) 


und ahnlich im Falle (29): 
n=l 
8, = M* -WY2 > °° Yur 
2 
—n Ti, ( Pe (one uN) 
at t=1, 


Man findet namlich bei (30), den nee 1), 2), 3) (Formel (28)) 
entsprechend , folgende Permutationen : 


(31) 
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ad 1) 6, = dy44 
ad 2) «4,5 = 0, 


b 


? 


| 0%, — 8, ? 
ad 3) oy = 8. ’ 
0, =d 1 ‘ (v=1,2---(w—1).) 


und bei (31) sind die Formeln ganz iihnlich, nur dass an einigen 
Stellen rechter Hand ein Minuszeichen zutritt. — 


Fiigen wir noch hinzu, dass die so bei nt Variablen definirte 
Substitutionsgruppe jedenfalls dann die kleinste Zahl Variabler benutzt, 
bei denen ein Isomorphismus mit der Gruppe der Modulargleichung 


mdglich ist, wenn ™ sans eine Primzahl ist. Denn aus Verbindung der 
beiden sab 1) und 2) angegebenen Operationen erwichst bereits die 
»halbe“ metacyklische Gruppe, mit der wir uns in § 3. beschiiftigten 
und von der wir sahen, dass sie sich im angegebenen Falle nicht durch 


weniger als me Variable darstellen lisst. 





Absehnitt II. 


Zuriickfiihrung der Gleichungen mit 168 Substitutionen auf die 
Modulargleichung. 


§ 1. 
Bedeutung der Modulargleichung fiir diese Probleme. 


Man muss es als eine offene Frage betrachten, ob fiir jede 
Galois’sche Gruppe Gleichungen mit einem rational vorkommenden 
Parameter existiren, bei denen die Permutationen der Wurzeln durch 
ihre Verzweigung in Bezug auf diesen Parameter zu Stande kommen. 
Wenn das aber der Fall ist, so gilt es, unter allen mdglichen Glei- 
chungen dieser Art die einfachste herauszugreifen. Im 14. Bande 
dieser Annalen pag. 170 stellte ich in dieser Hinsicht das Princip 
auf, dass immer diejenige Gleichung als die einfachste erachtet werden 
soll, deren Galois’sche Resolvente das kleinstmigliche Geschlecht hat*). 
Von diesem Principe ausgehend gelangt man bei den Problemen mit 
168 Substitutionen, wie ich nun zeigen werde, genau zu derjenigen 
Form der Modulargleichung, welche ich in meiner vorigen Arbeit ent- 
wickelt habe. Der Beweis ruht in der Betrachtung der linearen Trans- 
formationen, welche gewisse, auf einer Curve vom Geschlechte p 
existirende F'unctionen bei eindeutiger Transformation der Curve in 


*) In héheren Fallen wird man neben der Geschlechtszahl p die Existenz 
besonderer ,,Specialgruppen“ beriicksichtigen miissen. 
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sich erfahren miissen. Hiermit ist zugleich der Zusammenhang mit 
den Betrachtungen des vorigen Abschnitts und der Gegensatz gegen 
dieselben bezeichnet. Denn allerdings haben wir es auch jetzt mit 
linearen Substitutionen zu thun, aber nicht mehr mit homogenen. 

Ich sage zunichst, dass bei einer Gleichung mit 168 Substitutionen 
der hier betrachteten Art keine Galois’sche Resolvente vom Ge- 
schlechte Null existiren kann. Denn auf den Curven vom Geschlechte 
Null giebt es eine Function 4, welche jeden Werth nur in einem 
Punkte annimmt, und die sich also bei eindeutiger Transformation der 
Curve in sich linear substituirt. Dagegen giebt es bekanntlich keine 
Gruppe von 168 (gebrochenen) linearen Substitutionen einer Variablen 
von der hier geforderten Beschaffenheit. 


Ebenso wenig kann das Geschlecht gleich Zwei sein. Denn bei 
p = 2 setzt sich aus den zwei iiberhaupt vorhandenen Riemann’schen 


g eine Function a zusammen, welche in ihrer Art einzig ist, welche 


2 
also bei jeder eindeutigen Transformation der Curve in sich wieder 
linear transformirt werden muss. 

Die Unméglichkeit einer Resolvente vom Geschlecht Kins ergiebt 
sich folgendermassen. Auf einer Curve p= 1 giebt es ein tiberall 
endliches Integral; dasselbe soll « genannt werden, seine beiden Perioden 
mdgen @,, @, heissen. Die einzigen im allgemeinen Falle méglichen 
eindeutigen Transformationen der Curve in sich sind, wie bekannt, 
durch folgende Transformation des Integrals gegeben: 


u=+u+C; 
nur wenn — bei richtiger Wahl der Perioden gleich der dritten Ein- 
2 


heitswurzel a, oder gleich der vierten Einheitswurzel i ist, kénnen 
noch Transformationen folgender Form: 
uw = au, w= iu 

hinzutreten. — Will man nun aus den eindeutigen Transformationen 
der Curve in sich eine endliche Gruppe zusammensetzen, so hat man 
einfach solche Transformationen des Integrals unter den vorgenannten 
herauszusuchen, welche modulo @,, @, etwas Endliches erzeugen. Man 
kann hiernach ohne Weiteres alle méglichen endlichen Gruppen aufstellen 
und discutiren; man sieht sofort, dass unter ihnen keine enthalten ist, die 
mit der hier vorliegenden Gruppe von 168 Substitutionen isomorph wire. 

Es bleibt also, als kleinstméglicher Werth, p= 3. Dass eine 
Resolvente vom Geschlechte Drei existirt, zeigt meine vorige Arbeit; 
sie zeigt zugleich, dass nur eine solche Resolvente existirt, das ist die 
Modulargleichung, wie ich sie damals formulirte. Die Modulargleichung 
erweist sich also als wahre Normalgleichung fiir die Probleme mit 168 
Substitutionen. 
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Handelt es sich jetzt darum, die allgemeinen Gleichungen mit 168 
Substitutionen auf die Modulargleichung zuriickzufiihren, so ist dem 
durch die Entwickelungen der §§ 6.—12. des vorigen Abschnittes vor- 
gebaut. Ich zeigte, dass man alle in Betracht kommenden Gleichungen 
auf das in § 6. definirte Problem der y rational reduciren kann. Die 
Modulargleichung ist nur ein specieller Fall dieses Problems, derjenige, 
in welchem f= 0 ist. Daher haben wir jetzt nur noch folgende Auf- 
gabe vor uns: Man soll das allgemeine Problem des § 6. auf das 
specielle mit f = zuriickfiihren. Hiermit werde ich mich jetzt be- 
schiftigen. 


§ 2. 
Zurickfihrung des allgemeinen Problems der y auf das specielle. 


Ich beschriinke mich darauf, nur die sehr einfachen Principien 
anzugeben, nach denen die gewiinschte Zuriickfiihrung zweckmissiger- 
weise zu erfolgen hat. Dabei finde zunichst folgende Bemerkung ihre 
Stelle. Fiir die Modulargleichung gab ich in meiner vorigen Arbeit 
(pag. 449) im Grunde zwei Formulirungen an, indem ich das eine Mal: 

f=0, V=—VA, C=12g,, K= 216g, 
setzte, das andere Mal nur die Verhiiltnisse der y ins Auge fasste und 
schrieb : 
as — c 
(32) f=9, tpg = 7- 
Nur von dieser zweiten Formulirung ist im vorigen Paragraphen die 
Rede, und an sie werde ich mich auch im Folgenden anschliessen. 

Dann hat man noch eine doppelte Méglichkeit. Kntweder sind 
die y der Modulargleichung den y des urspriinglichen Problems cogredient, 
— dann sollen sie y’ heissen —, oder sie sind ihnen contragredient, 
— dann werde ich sie in der Folge v nennen. Dementsprechend haben 
wir geometrisch folgendes doppelte Problem vor uns: 

Man soll einem beliebigen Punkte y,, y., y, der Ebene in einer 
durch die 168 linearen Substitutionen unzerstirbaren Weise entweder 
einen Punkt y der Curve vierter Ordnung f = 0 oder eine Tangente 
v der Curve vierter Classe f’ = 0 zuordnen. 

Beides erledigt sich offenbar, und das ist der Kern der hier aus- 
einanderzusetzenden Methode — folgendermassen mit Hiilfe einer Glei- 
chung vierten Grades. Entweder man schneidet die Curve vierter 
Ordnung mit der linearen Polare des Punktes y und berechnet also 
Y; 2 Y_ : Ys aus folgenden beiden Gleichungen: 


(33) (By? ¥2+ys*)91 + By? ¥s+y.°)¥2 + (Bys?4, +42") ys =O, 
YY, + Y2 Ys + Vs *% = 0, 
oder man zwingt die Tangente v der Curve vierter Classe, durch den 
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Punkt y selbst hindurchzulaufen, und hat dementsprechend die Be- 
stimmungsgleichungen : 

(34) Y,% + Yq V2 + Y3 V3 = 0, 

vv. + v,5v, + v,70, = 0. 

Offenbar ist die contragrediente Zuordnung einfacher, und es kann 

also keine Frage sein, dass wir die Gleichungen (34) benutzen werden. — 

Die Lésung des vorgelegten Problems der y wird jetzt folgender- 


massen erfolgen kénnen. Man eliminire zuvérderst zwischen den Glei- 
chungen (34) und der Gleichung: 


= C%(%, %,%) og 
17287 7(04, V2, 0) 
die v,, v,, v;- So erhilt man eine Gleichung vierten Grades fiir das 
J, deren Coefficienten solche ganze Functionen der y sind, welche 
sich bei den 168 linearen Substitutionen nicht andern, also ganze 
Functionen der gegebenen f, V, C, K sind. Von dieser Gleichung 
bestimme man eine Wurzel; sie heisse J,. Sodann betrachte man das 
Gleichungssystem 
F(X, V, V3) = 0, 


— C’3(v,,%_,Us) 
FIBBY "04, Oy, By) 
als Modulargleichung und bestimme die Verhiltnisse der v, : v, : 0; 
etwa durch die Formeln der pag. 456, Bd. XIV. Dann hat man zur 
Berechnung der y,, y,, y; ausser den gegebenen Werthen von f/f, V, 
C, K die Gleichung 
YW1% + Yo, + Y33 = 0 
und kann somit ebensowohl ihre Verhiltnisse als ihre absoluten Werthe 
rational berechnen. — 


§ 3. 
Ueber die Nothwendigkeit der benutzten Gleichung vierten Grades. 


Es fragt sich nun, ob der so geschilderte Gang noch in einem 
wesentlichen Punkte verbessert werden kann. Ich méchte dabei be- 
tonen, dass ich die Auflésung durch elliptische Functionen fiir neben- 
sichlich und sogar fiir einen Umweg halte; an ihre Stelle wird man 
brauchbarere, directere Anniaherungsprocesse setzen kénnen*). Dies 
thut der Wichtigkeit derjenigen Gleichung, welche ich immer als 
Modulargleichung bezeichne, keinerlei Abbruch: sie giebt die Definition 
der hier in Betracht kommenden algebraischen Fundamentalirrationalitit, 
und wie man nun letztere numerisch berechnen will, ist eine Frage 
fiir sich. 


*) Ganz ebenso war es bei der Ikosaedergleichung, Annalen XIV, pag. 158. 


- 
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Dagegen scheint mir, dass sich der algebraische Process, welchen 
ich schildere, nicht noch vereinfachen lisst, und ich bringe in dieser 
Hinsicht hier noch den Beweis, dass man die Hiilfsgleichung vierten 
Grades zur Bestimmung von J nicht vermeiden kann. 

Die Frage kann so gestellt werden: Ist es méglich, einem beliebigen 
Punkte y der Ebene in einer durch die 168 Collineationen unzerstirbaren 
Weise auf unserer Curve f = 0 eine Gruppe von weniger als vier be- 
weglichen Punkten y' auf rationalem Wege zuzwordnen? Denn ob wir 
hier von den Punkten y’ der Curve f = 0, oder ob wir von den Tan- 
genten v der Curve /’ = 0 sprechen, ist offenbar fiir den vorliegenden 
Zweck gleichgiiltig. 

Die so gestellte Frage ist nun auf Grund folgender Ueberlegungen 
zu verneinen: 

1. Dem Punkte y kann auf f = 0 nicht ein beweglicher Punkt y 
rational zugeordnet werden. Man denke sich y, : y, : y, irgendwie von 
einer Grésse 4 rational abhingig. Dann wiirde der auf f= 0 beweg- 
liche Punkt y’ von 4 ebenfalls rational abhingen, also /=—O eine 
rationale Curve sein, was absurd ist. 

2. Dem Punkte y kann auf f=0 nicht ein bewegliches Paar 
von Punkten y rational zugeordnet werden. Wieder denke man sich 
Y; : Yo? Y, von einer Grésse 4 rational abhingig. Dann bekommt man 
auf f = 0 eine rationale, einfach unendliche Schaar von Punktepaaren. 
Es miisste also auf f = 0 eine rationale Function geben, welche jeden 
Werth nur in zwei Punkten annimmt, was unméglich ist. 

3. Dem Punkte y kann auf f =0 nicht ein bewegliches Tripel 
von Punkten zugeordnet sein. Um dies einzusehen, lasse man y,:¥:¥; 
iiber eine gerade Linie v laufen. Dann bekommen wir auf f = 0 eine 
einfach unendliche, rationale Schaar von Punktetripeln. Dement- 
sprechend muss es eine rationale Function auf f= 0 geben, welche 
jeden Werth nur in den drei Punkten eines Tripels der Schaar annimmt. 
Daher werden, nach einem Riemann’schen Satze, die fraglichen 
Tripel auf f= 0 von geraden Linien ausgeschnitten, und zwar von 
solchen geraden Linien, die durch einen festen Punkt auf f = 0 hin- 
durchlaufen. Dieser Punkt miisste fest bleiben, auch wenn sich die 
gerade Linie v iindert. Denn die gerade Linie hat mit ihrer urspriing- 
lichen Lage immer einen Punkt gemein, und diesem Punkte entspricht 
auf f= 0 ein Tripel, durch welches der fragliche feste Punkt bereits 
definirt ist. Es miisste also auf f= 0 einen Punkt geben, der bei 
den 168 Collineationen fest bliebe, und das ist nicht der Fall. 

Die Gleichung vierten Grades ist also in der That nicht zu ver- 
meiden. 


Diisseldorf, Ende Marz 1879. 
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Erlauterungen zu den Anfangsgrtinden der Variationsrechnung. 
Von 


Hrn. Paut pu Bois-Reymonp in Tibingen. 


Die Grundsiitze und Grundbegriffe der Variationsrechnung sind 
durchaus nicht unbedenklich fiir den, welcher nicht blos an der Be- 
herrschung einiger bekannter Methoden zur Lésung von Minimums- oder 
Maximumsproblemen sich erfreuen will, sondern der ein genaues Verstiind- 
niss jener Lehre erstrebt. Vor ihm biiumen Fragen sich auf, denen 
scheinbar keine Anstrengung gewachsen ist. Die gebriiuchlichen 
Methoden waren mir lingst geliiufig wie meine Muttersprache, als ge- 
legentlich ein mir rithselhaft falsches Ergebniss mich anf die Unklar- 
heit in meinen Grundbegriffen aufmerksam machte. 

Die Variationsrechnung liisst sich, wie andere Theile der Integral- 
rechnung, kaum noch gegen die Gebiete abgrenzen, in welchen der 
neuere Functions- und Integralbegriff massgebend ist. Hierin scheint 
mir der Grund zu liegen, weshalb sie heute uns nicht mehr dieselbe Be- 
friedigung gewihrt, wie unseren mathematischen Vorfahren. Was 
uns zum Bediirfniss geworden, den wiinschenswerthen oder nothwen- 
digen Umfang unserer Probleme und ihrer Lésungen zu kennen, 
kiimmert sie nicht, und ihre Beweise entbehren der Schirfe. So weit 
ich die Dinge kenne, treten die angedeuteten Schwierigkeiten nicht 
allein gleich bei den ersten Anfangsgriinden der Rechnungsart auf, 
sondern sie machen sich spiter bei gewissen mechanischen Problemen 
(Gleichgewicht und Bewegung faden- und flichenformiger Gebilde und 
darauf vertheilter Massen) in anderer Form wieder bemerklich. Auf 
diese letzteren Probleme, bei denen bis jetzt noch nicht bekannte oder 
doch nicht beachtete eigenthiimliche Paradoxa auftreten, beabsichtige 
ich spiiter einmal einzugehen. Mein gegenwirtiger Vorwurf ist lediglch 
die Untersuchung der elementarsten Operationen der Variationsrechnung 
vom Standpunkt der allgemeinen Functionentheorie. Ich habe, um den 
Betrachtungen eine feste Richtung zu geben, sie in die Form ge- 
kleidet, dass ich die einfachste Variationsaufgabe, welcher man an der 
Spitze der ganzen Theorie zu begegnen pflegt, das Problem der 
kiirzesten Linie zwischen zwei Punkten in voller Strenge zu lésen 
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versuche. Und wenn mir dies, wie ich glaube, gelungen ist, so darf 
man im Nachstehenden den ersten wirklichen Beweis dafiir erblicken, 
dass unter allen rectificirbaren Linien die Gerade die kiirzeste 
sei. Auf dem Wege zu diesem Ergebniss sammeln wir einige neue 
Siitze der Integrabilitiitslehre. Endlich werden zum Abschluss zwei 
ebenfalls neue Beweise fiir die isoperimetrische Regel gegeben. 


1, 
Ueber Sinn und Allgemeinheit der Variation dy einer Function y. 


Zunichst wird die Variation selbst sehr verschieden aufgefasst. 
Mir sagt am meisten zu die spiitere Lagrange’sche Auffassung, nach 
welcher dy = é7 ist, wo « eine differentialische Grosse bedeutet, und 
4 = A(x) eine zunichst durch nichts beschriinkte Function, so dass 
gleichsam «¢ die Kleinheit, 4 die Willkiirlichkeit der Variation vor- 
stellt. Die Umkehrung ddy = ddy ist Definition. Wenn wir nim- 


lich y und y¥ = ct variiren in y, und y,' = $n, und annehmen 
dy = en, Oy = eh, so folgt aus y, —y = eh = | Se Se 


dx dx dx 
den dy den - : __ a, den _ addy 
+3 ~ dass eh = ee Nun ist eh = dy, , de ae 

also, wie man es gewohnlich schreibt, ddy = ddy. 


Was hat man sich nun unter der Function A(x) in dy = éA(z) 
vorzustellen? Wie beschaffene Functionen kann A(x) bedeuten? Be- 
quem ist es allerdings, um Weiterungen wegen der Bedeutung der 
Differentialquotienten von dy = ¢4(x) aus dem Wege zu gehen, A(z) 
mit einer angemessenen Anzahl Differentialquotienten stetig anzunehmen. 
Aber wenn die Aufgaben der Variationsrechnung ihrem eigentlichen 
Sinne nach verstanden werden, so ist diese Annahme einfach falsch, 
insofern sie nicht mehr die urspriingliche, sondern irgend eine andere 
zu Gunsten der Rechnung beschrinkte Aufgabe voraussetzt. 

Betrachten wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, 
die Aufgabe von der kiirzesten ebenen Linie zwischen zwei Punkten. 
Ist y = einer Function von x die Gleichung der kiirzesten Linie, so sei 
also y+ dy=y + €A(x) = einer Function von a die Gleichung der 
variirten also liingeren Linie. Die kiirzeste Linie muss die kiirzeste 
von allen mdglichen rectificirbaren ebenen Linien sein. Wenn wir die 
Variation dy nur zu Gunsten der Rechnung beschrinken, so erhalten 
wir ein Minimum nur aus einer,Gruppe von Linien und nicht die kiirzeste 
unter allen moglichen Linien, welche die Endpunkte verbinden. Anderer- 
seits darf man aber auch auf dy = A(x) den allgemeinen Functions- 
begriff der neuern Mathematik nicht ohne Weiteres anwenden, eben 
weil die variirte Linie eine Ldnge haben muss. (Mehrdeutigkeiten der 
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Function 4(x) sind durch die Forderung der hiirzesten Linie offenbar von 
vornherein ausgeschlossen.) Es fragt sich, wie man den Bereich der 
Function 4(z) am richtigsten bestimmt, damit das Minimumsproblem 
nicht beschriinkt und auch nicht iiber seine natiirlichen Grenzen hinaus 
verallgemeinert werde. Es scheint, dass folgende Vorstellung diesen 
Forderungen am besten sich anpasst. 

Die variirte ,,Linie“ muss aus rectificirbaren Strecken bestehen, 
so dass der Differentialquotient der Variation integrirbar sein muss. 
Wo A(x) von einem Werth zu einem endlich verschiedenen plétzlich 
aufspringt, miissen, der Rectificirbarkeit wegen, die beiden Werthe 
durch eine geradlinige Strecke verbunden sein. Diese Unstetigkeiten 
diirfen sich nach einzelnen Punkten hin uvendlich verdichten, die sich 
wieder nach einzelnen Punkten hin verdichten kénnen, u. s. f. Dies 
scheint mir die allgemeinste Form der Variation A(z) zu sein, bei 
welcher man der variirten Linie eine Ldnge zusprechen kann. Ich 
sage, dass diese Form mir die allgemeinste zu sein scheint, weil man 
solche Anschauungen natiirlich nicht beweisen kann. 

Der Gegenstand ist gleichwohl so wichtig, dass wir diese unsere 
Ansicht von der gréssten Allgemeinheit des Begriffs einer rectificirbaren 
Linie etwas genauer durchfiihren und begriinden wollen. 


Ueber den Begriff rectificirbarer Linien. 
2. 
Construction des Begriffs der Rectificirbarkeit. 


Der allgemein verbreitete Begriff von der Lange krummer Linien 
ist zwar kein eigentlich geometrischer, ist aber doch wohl der un- 
mittelbaren Naturanschauung entsprossen, indem ihn die Verbiegung 
gerader und die Streckung krummer linienférmiger Gegenstiinde er- 
zeugt. Der mathematisch-ideale Begriff der Linge krummer Linien ist 
aber ein wesentlich analytischer Begriff, insofern er einen Grenziiber- 
gang enthilt. Diese Linge ist niimlich die Grenze einer Summe nach 
bestimmtem Gesetz ins Unbegrenzte sich vermehrender und dabei an- 
gemessen sich verkiirzender wirklich vorgestellter Lingen. Sie ist also 
ein Integral. Der Grenziibergang ist es, welcher den Begriff zu einem 
analytischen macht, weil er stets den Fluss der sinnlichen Vorstellungen 
unterbricht. Aehnlich verhilt es sich mit den krummlinig begrenzten 
ebenen und krummen Flichenraéumen und mit dem Rauminhalt. 

Hiernach méchte die Frage nach der grisstméglichen Ausdehnung 
des Functionsgebiets, auf welches der Liingenbegriff angewendet werden 
kann, nicht aus der Vorstellung Linge, welche wir nur bei der gerad- 
linigen Strecke haben, sondern aus dem Erfolg jenes Grenziibergangs, 
ob er eine feste Grezée liefert oder nicht, zu entscheiden sein 
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Nur wo die Function geradlinige Strecken ergiebt, werden diese 
wirklichen Langen entsprechen und unmittelbar als solche einzurechnen 
sein. Dergleichen geradlinige Strecken werden u. A. auftreten, wenn wir 
den Begriff der rectificirbaren Functionen nicht auf stetige beschrinken. 
Falls die Function f(x) fii: «=x, von einem Werthe f(x, — 0) zu 
einem endlich verschiedenem f(x, + 0) iiberspringt, und sie ist auf 
beiden Seiten von z, rectificirbar, so rechnen wir*), wo dies, wie in 
der Variationsrechnung, einen quinn Sinn hat, zur Linge die positiv 
genommene Strecke f(x, + 0) — f(x, — 0) hinzu. Wir sind dazu um 
so mehr berechtigt, ja aufgefordert, als wir eben eine wirkliche Linge 
hinzurechnen, und wir die Analogie der Liinge einer treppenprofilartig 
gebrochenen geraden Linie vor Augen haben, welche von einem Ende 
zum andern eine wirkliche Liinge und keine Grenze von Lingen ist. 

Zwischen zwei Spriingen, z. B. fiir die Argumentwerthe « = z,, 
“= ,, verstehen wir unter Liinge der Curve (fiir Function) y = f(z) 
das Integral 


paevit 7 @, 


wenn auch z. B. ein zweiter Differentialquotient f’(x) gar nicht existirt. 
Dieses Integral existirt stets, wenn f" (x) eine integrirbare**) Function 

ist, d.i. Y1 +f’ (x)? ist gleichzeitig mit f’ (a) eine integrirbare Func- 

tion. Denn mit /’(x) ist f’(x)* integrirbar, weil, wie ich gezeigt 

habe ***) , das Product integrirbarer Functionen ebenfalls integrirbar ist. 
Nun sei in einem Intervall @: 


f (4%, —f(myPr=1+f'(x%,)? — (1 +f (x,)) =o 
der grésste Werthunterschied von von f’(z)*. Betrachtet man aber, 
a=V1+/(z,)?, b=Y1+/ (a,)* gesetzt, die Unterschiede: 
u=a — Pp’, 
v=a —b, 
so ist uw > v, wegen wu=v(a-+b). Daher sind die gréssten Werth- 
unterschiede von //1 + f (x)* kleiner, wie die von f’(x)*, also ist, wie be- 
er? mit f(x) zugleich V1 + f' (x)? integrirbar. 





*) Siehe meinen Aufsatz: Ueber die sprungsweisen Werthiinderungen analy- 
tischer Functionen, diese Annalen Bd. VII, pag. 241. 

**) In einem Intervall b— a=8,+6,+-- ‘+4, integrirbar heisst eine dort, 
wie folgt, beschaffene Function: Bildet man fiir jede Theilstrecke 6, den gréssten 
Unterschied der darin auftretenden Functionalwerthe, und bezeichnet ihn, positiv 
gerechnet, mit Af, , so muss 6,A/,+46,A4f,+---+96,Af, zugleich mit simmt- 
lichen 3, Null zur ‘Grenze haben. 


$48) Borch, Journ. Bd. 79, pag. 24. 
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Man fallt nicht sogleich auf dieselbe Beziehung bei der Nichtinte- 
grirbarkeit von f’(z). Falls f(a) z. B. nur von — 1 zu + 1 schwankte, 
wire /1 + f(a)? =/2. Ob freilich Differentialquotienten mdglich 
sind, die nur derartige Schwankungen zeigen, ist mindestens fraglich, 
jedenfalls aber wiirden wir nicht ohne Weiteres behaupten diirfen, dass 
die Nichtintegrirbarkeit von /’(x) diejenige von //1 + /’(«)* bedingt. 
Aus diesem Grunde lassen wir es bei der Integrirbarkeit von / 1 ++ f’ (x)? 
als der mdglich allgemeinsten Bedingung fiir die Reetificirbarkeit 
von f(x) bewenden. 


Doch gestattet der Begriff der Rectificirbarkeit noch diese erheb- 
liche Verallgemeinerung, dass wir die Anzahl der Sprungstellen nicht 
endlich anzunehmen brauchen. Es bezeichne a, allgemein einen solchen 
Argumentwerth, fiir welchen f(x) springt, so ist nur erforderlich, dass 
die Summe: 


ys mod (f (p+) — f(a, ~ 0)), 


iiber alle Sprungstellen erstreckt Null sei. Nur pantachisch*) vertheilte 
Spriinge vertrigt der Begriff der Rectificirbarkeit auch nicht im 
kleinsten Intervall, weil es alsdann dort keinen Differentialquotienten 
giebt. Die Sprungstellen kénnen sich nach einzelnen Punkten ins Un- 
begrenzte verdichten, indem die Sprunghdhe in solchem Masse ab- 
nimmt, dass die Summen der unendlichen Reihen, welche die Sprung- 
hdhen bilden, convergent sind. Die Verdichtungspunkte I. Ordnung 
kénnen sich wieder nach einzelnen Punkten zu unbegrenzt verdichten, 
u. s. f. Charakteristisch fiir diese Art Punktvertheilung ist, dass man 
stets durch eine endliche Anzahl Strecken des betrachteten Intervalls, die 
zusammengefiigt eine beliebig kleine Strecke geben, so viel Sprungstellen 
ausschliessen kann, dass der Rest eine endliche Anzahl bildet. 

Somit gelangen wir zu folgender Definition der Rectificirbarkeit 
einer Function f(a): 

Die Function muss in dem Intervall, in welchem sie rectificirbar 
sein soll, stets endlich sein. Sie darf sprungweise Werthinderungen 
erleiden in einer endlichen Anzahl Punkte oder in Punkten, die Ver- 
dichtungspunkte endlicher Ordnung bilden. Die Summe ihrer positiv 
genommenen Spriinge muss endlich sein. Zwischen je zwei benachbarten 
Sprungstellen muss die Function 1 + f’(«)* integrirbar sein. 


*} Ich nenne pantachische Vertheilung einer Punktart in einem Intervall eine 
solche Vertheilung, bei der in jeder kleinsten Strecke des Intervalls Punkte, die 
zu jener Punktart gehéren, angetroffen werden. 
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3. 


Polygonale und mit allen Differentialquotienten stetige Linien, als 
deren Grenze eine rectificirbare Linie angesehen werden kann. 


An solche Function schliesst sich alsdann stets eine aus geradlinigen 
Strecken bestehende gebrochene Linie g(x) an, die mit ihr in den 
Eckpunkten iibereinstimmt, und ihr in der Linge beliebig nahe kommt. 
Dies lisst sich, wie folgt, einsehen. 

Wir schliessen zunichst durch geradlinige Strecken, welche Punkte 
von /(x) verbinden, die Verdichtungspunkte der Sprungstellen aus. Die 
Summe dieser Strecken sei s,, und dies s, laisst sich durch Verkiirzung 
der Strecken beliebig verkleinern. Es bleibt also nur noch eine end- 
liche Anzahl Sprungstellen iibrig. Die Spriinge lassen wir zu (2) 
gehéren, ihre Summe sei s,, und dieses s, gehért sowohl zu f(x) als 
zu p(x). Endlich bleiben die stetigen Strecken von f(x) iibrig, und 
von diesen ist es bekannt, dass man sie durch polygonale Linien s, 
ersetzen kann, deren Linge von fax V1i+f'(x)® beliebig wenig ab- 
weicht, und deren Eckpunkte mit /(2) tibereinkommen. Also wird es 
sich nur um die Vergleichung der Strecken s, mit den entsprechenden 
Lingen von f(x) handeln kénnen. Doch auch diese miissen mit den 
s, zugleich beliebig klein sein. Denn sie zerfallen in zwei Theile: in 
die in ihnen enthaltenen stetigen Strecken, die offenbar beliebig klein 
sind, und in die in ihnen enthaltenen Spriinge. Auch diese miissen 
zusammengerechnet etwas beliebig Kleines ergeben. Es reicht aus, dies 
an einem Verdichtungspunkt erster Ordnung zu bestiitigen. Sind z,, 
%p4i1,°** die sich ihm nihernden Sprungstellen, so muss die Reihe 
Z mod [ f(z» +9) — f(zp»—9)] convergent sein. Die Strecke, welche 
den Verdichtungspunkt ausschneidet; enthilt den Rest dieser Reihe, 
den man ihrer Convergenz wegen beliebig verkleinern kann. Da also 
die Strecken s, und die ausgeschnittenen entsprechenden Curventheile 
f(x) beliebig klein sind, die Strecken s, sowohl f(x) wie (x) ange- 
héren, und der iibrige Theil der Linge von g(x) der Linge von f(x) 
beliebig nahe gebracht werden kann, so gilt das Gleiche von der 
Gesammtliinge von g(x) und f(z). 

Was im gewohnlichen Sinne die Rectificirbarkeit kennzeichnet, dass 
man z. B. den Kreisumfang als Grenze einer Reihe ein- oder um- 
schriebener Polygone auffasst, gilt, wie aus dem eben Gesagten folgt, 
auch fiir im allgemeinsten Sinne rectificirbare Linien: Man kann der 
Liinge von f(x) sich mit Léingen polygonaler Linien g(x) so nihern, 
dass die Liinge von f(x) die Grenze der Liingen von g(x) ist, wihrend 
allerwdrts der Unterschied f(x) — p(x) unter jede Grenze sinkt. 

Man kann iibrigens, wie ich kurz beriihren will, noch weiter 
gehen und zeigen, dass wir jeder polygonalen Linie g(a) mit einer 
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anderen ®(x), die mit ihren simmtlichen Differentialquotienten stetig 
ist, uns in derselben Weise nihern kénnen. Wir brauchen nur die 
Ecken der polygonalen Linien in geeigneter Weise durch kurze Bogen 
zu ersetzen*). Weiter unten werden wir Veranlassung haben etwas 
Aehnliches wie diese Abrundung durchzufiihren, woraus das Verfahren, 
wie sie zu bewirken ist, einleuchten wird, so dass ich darauf nicht 
weiter eingehe. Ich nehme also an, dieser Punkt sei erledigt, und dass 
wir schliesslich das Ergebniss haben: 

Man kann stets zu einer zwischen den Grenzen x = a und «= b 
rectificirbaren Function f(a) andere zwischen denseiben Grenzen mit 
allen ihren Differentialquotienten stetige Functionen (x) finden, der 
Art, dass die Liingen von f(x) und D(x) zwischen den Grenzen a und b 
sich beliebig wenig unterscheiden, und dass der Unterschied f (x)— (x) 
im ganzen Intervall unter einer beliebig kleinen Grenze sich befindet. 


Das Problem von der kiirzesten ebenen Linie zwischen zwei 
Punkten, 


4. 


Das Problem der kiirzesten rectificirbaren Linie wird auf das der 
kiirzesten rectificirbaren und stetigen Linie zuriickgefihrt. 


Die Aufgabe wird also, wie oben verlangt, so ausgesprochen und 
gelést werden miissen : 

Es soll unter allen méglichen rectificirbaren Functionen, welche 
zwischen den Punkten p, und p, gegeben sein kinnen, die kiirzeste an- 
gegeben werden. 

Die Methode Lagrange’s zur Lésung solcher Aufgaben beginnt 
nun, wie folgt. Man nimmt an, die gesuchte Function existire und 
sei y == f(x). Wenn wir mit S,, die Linge der Linie (fiir Function) 
von f(x) bezeichnen, mit S,, die irgend einer anderen Linie 7 = (2), 
so muss also S,, > S,, sein. Aber, den Grundsiitzen der Theorie der 
Maxima und Minima gemiiss, wird die Linie w(x) dahin beschriinkt, 
dass ihr Unterschied von f(x) lings des Intervalles eine gewisse Grosse 
nicht tiberschreiten darf. Um diese Bedingung gleich auch formal zu 





*) Es kann iibrigens auf sehr mannigfaltige Weise eine solche Function (2) 
bestimmt werden. Man verbinde z. B. die Endpunkte von g(a) durch eine nicht 
in der Ebene von p(x) gelegene Linie, so dass man im Ganzen eine geschlossene 
Linie erhilt. Die Niveanlinie der durch diese geschlossene Linie gelegten Minimal- 
fliche nihert sich in der verlangten Weise der Linie o(a), als einer Grenzfigur. 

Ein Abrundungsverfahren, wie das im Text gemeinte, habe ich auch schon 
durchgefiihrt bei Gelegenheit der Functionen, deren Fourier’sche Entwickelung 
nicht convergirt (Abh. d. Miinch. Akad. II. Cl. XII. Bd, II. Abth, Unters, iiber die 
Convergenz und Divergenz etc. Art. 42 sqq.). 


Mathematische Annalen, XV, 19 
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erfiillen, setzt man, wie oben bemerkt, (x) = f(x) + €A(x), woe die 
kleine Grosse. 

Hier aber fangen schon die Schwierigkeiten an, wenn man nach 
den iiblichen Regeln die Aufgabe in ihrer ganzen Allgemeinheit in 
Formeln kleiden will, um die Bedingungen zu finden, aus denen f(z) 
bestimmt werden kann. 


Wenn wir f(x) nicht durchweg stetig voraussetzen, so besteht 
die Liinge S,, aus den Integralen 


f, 
Jae VI FTE 


zwischen deren Grenzen f(x) stetig und /1-+ /’(x)* integrirbar ist, 
und den Strecken 


= mod [f(%p» + 0) — f(% — 9)], : 
und wenn man nun die analogen Aggregate fiir die variirte Function 
w(x) aufstellte und beide vergleichen wollte, so wiire dies auf dem 
Wege der gewohnlichen Variationsrechnung nicht méglich wegen der 
Summen, die zu den Integralen treten, und wegen der Zerfillung des 
Integrals von a bis b in die unbestimmte, ja unbegrenzte Zahl Theil- 
integrale von @ bis £. 

Hier muss also irgend ein Kunstgriff helfen, sonst wiiren wir so- 
gleich gezwungen die Bedingungen der Aufgabe einzuschrinken, und 
blos nach der kiirzesten stetigen Linie zu fragen. 

Ich habe mir Miihe gegeben ein allgemeines analytisches Verfahren 
auszusinnen, um den bekannten Methoden der Variationsrechnung die 
volle Allgemeinheit zu ertheilen, ohne jedoch zum Ziele zu gelangen. 
Mein Ziel war, unter Benutzung des Satzes am Schlusse des vorigen 
Artikels die Gréssen unter dem Integral in geeigneter Weise in einen 
stetigen und einen zu vernachlissigenden unstetigen Theil zu zerlegen. 
Es scheint dies aber schwierig zu sein. Allein ich wurde fiir diese 
Misserfolge einigermassen schadlos gehalten durch die Bemerkung, dass 
es nicht allein bei dem Problem der kiirzesten Linie, sondern auch 
bei zahlreichen andern Aufgaben der Variationsrechnung durch ein 
blosses Raisonnement, aber mit Hilfe jenes Satzes, gelingt, den Fall 
der Unstetigkeit auf den der Stetigkeit zuriickzufiihren. Der Schluss 
lautet so: 

Wir suchen zuerst die kiirzeste unter allen stetigen Linien. Ich 
nenne sie L. Dann suchen wir die kiirzeste unter allen rectificirbaren 
Linien tiberhaupt. Sie heisse LZ, und sei stetig oder unstetig. Ist sie 
stetig, so kann es keine andere als Z sein, da sie auch die kiirzeste 
unter den Stetigen sein muss. Ist sie unstetig, so sei L — L, =e. 
Alsdann kann man nach dem Satz am Schluss des vorigen Artikels 
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ie stets eine stetige Linie LZ,’ finden, welche ZL, in der Linge beliebig 

nahe kommt, also sich von LZ, um weniger als ¢ unterscheidet. Sie 
‘h miisste kleiner als Z sein gegen die Voraussetzung, also giebt es keine 
oe soleche unstetige Linie, die kiirzer ist als die kiirzeste stetige Linie. 
x) Nun ist durch diesen Gedankengang noch nicht ausgeschlossen, dass 

es mehrere kiirzeste (gleich lange) stetige oder unstetige Linien geben 
ht kann. Dass es nur eine stetige giebt, wird der Calciil zu beweisen 


haben. Dann kénnte es aber noch, und dies ist das logische Residuum, 
unstetige kiirzeste Linien geben, die gleich lang wiren wie die kiirzeste 
stetige. Diese letzte Méglichkeit widerlegen wir so. Der Calcil ergiebt 
die Gerade als kiirzeste stetige Linie. Also sind in der hypothetischen 
st, kiirzesten unstetigen Linie alle stetigen Strecken, die nicht gerade sind, 
durch gerade zu ersetzen. Dann wird sie eine polygonale, aus geraden 
Strecken zusammengesetzte Linie, und von einer solchen lehrt die 
Elementargeometrie, dass sie keine kiirzeste Linie ist, wenn ihre Winkel 


n nicht alle zwei Rechte betragen. 

m So ist denn das Problem vollstindig auf die stetigen Functionen 

er zuriickgefiihrt. Verfolgen wir nun die Methode weiter. 

es 

il- 5. 

a Die Methode verlangt abermals eine Beschrinkung der Functionen, aus 

id welcher die der kiirzesten Linge gesucht wird, jedoch ergiebt sich 
wieder, dass diese Beschrinkung das Resultat nicht beschrinkt. 

an Wir nehmen also die hypothetische kiirzeste Linie y= f(x) und 

le eine andere beliebige, mit der sie verglichen werden soll, y=/(x)-+ €A(z), 

n. stetig an, und es soll 

on 5a wy 

. DQ  faei+(@+r Py — faevitF@>o 

- sein. Wonach wir streben ist 4(2) nicht weiter zu beschriinken, als 

durch die Bedingung der Rectificirbarkeit von f(x) + ¢A(q). 

: Hier aber erhebt sich ein neues Bedenken. Wenn niimlich 

a. é nicht beschrinkt wird, so kann allerdings f(~) + ¢4(x) jede nahe 

' und ferne Linie vorstellen. Wenn f(x) -+ ¢A(x) z. B. gleich (x) 

“s sein soll, und f(a) — g(x) ist durchweg klein, so kénnen wir eine 

h nach dem Parameter ¢ variable Curvenschaar f(x) + ¢A(x) annehmen, 

on wo A(x) = 26) — fe) , und «, den gréssten Unterschied zwischen 

a 1 

1e f(x) und g(x) vorstellt. Dann gehdrt p(x) in der That zu dieser 

te Schaar. Aber wenn, wie es die analytische Methode heischt, fiir « 

é. eine Grenze besteht, die von der Beschaffenheit von A(x) abhingt, 

Is so ist dadurch wieder ein Theil Functionen g(x) ausgeschlossen, und 


19* 
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wir erhalten wieder zuniichst nur ein partielles Minimum. Indessen 
hilft folgende Erwiigung iiber diese Schwierigkeit hinweg: 

Wir erhalten eine Bedingung fiir das partielle Minimum /(z), 
welcher auch das wirkliche geniigen muss, denn wenn die ihm ent- 
sprechende Function bekannt und von vornherein eingesetzt wiire, so 
kénnte durch die weitere Unterstellung, dass sie auch einem partiellen 
Minimum entspricht, was ja doch auch zutrifft, nichts Falsches heraus- 
kommen. Das wirkliche Minimum muss also ebenfalls der Bedingung 
geniigen. Findet sich sodann nur eine Function, die der Bedingung 
geniigt, so muss sie mit der wirklichen Minimumsfunction identisch 
sein. So dass also auch diese neue Einschrinkung der Functionen, 
unter denen die kiirzeste Linie zu suchen ist, die Allgemeinheit des 
Resultats nicht beeintrachtigt. 

Eine letzte Einschrinkung, die jedoch eben wahrscheinlich keine 
ist, lisst sich aber nicht vermeiden. Es ist die, dass wir f’(#) und 
4’(x) integrirbar annehmen, und die Integrirbarkeit also nicht blos 


von V1 + (f(a) + €4'(x))* voraussetzen. Denn durch die Anwendung 


der Methode erhalten wir die erste Potenz von f’(x) und 4’(x) unter 
dein Integral. 


6. 
Die Gleichung, aus der die Variationsrechnung die Differentialgleichungen 


fiir die unbekannte Function mit Hilfe partieller Integration schliesslich 
findet, wird auch hier nach Beseitigung einiger Bedenken erhalten. 


Nun also wird unsere Bedingung (I) des vor. Art., wenn wir darin 
das Differential des ersten Integrals (nicht das Integral selbst*)) nach 
Potenzen von ¢ mit dem Lagrange’schen Rest entwickeln: 


“a *m) fr 27 "Up? 
dl) / dz TOTO 1% (ae A ->0, 0<é,<e. 
Vite'@) Y L+(f@teariayy ” 


Zo % 





Es giebt ohne Zweifel fiir jede Function 4’(x) ein hinreichend 
kleines ¢, damit das erste Glied das Vorzeichen bestimme. Schreiben 
wit die vorstehende Formel einen Augenblick «A+ eB>0O, so 
braucht nur (eB)? < A® zu sein. Dies wird stattfinden, wenn dem 
numerischen Werthe nach: 


*) Weil man, wenn man das Integral selbst nach ¢ entwickeln wollte, erst 
seine Differenzirbarkeit untersuchen miisste, was bei Integralen nur integrirbar 
angenommener Differentiale nicht einfach ist. Der Unterschied bei den Opera- 
tionen thut sich darin kund, dass «, bei Entwickelung des Integrals von den 
Integrationsvariabeln unabhingig wird, was bei Entwickelung des Differentials 
nicht der Fall ist. 
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Poets - tan Cee 
ef dx (x) < faz Vit fay 
Ey X 
ist. Es muss also wirklich fiir jede. Function A(x) sein: 


(iy, Uw (a) 
(uit) J ta7e 7 


Doch wir haben etwas versiumt. Wenn wir ein Integral einer 
integrirbaren Function zerlegen, miissen wir erst zeigen, dass jedes von 
ihnen fiir sich integrirbar ist. Wir haben: 


J de Vit ('@)+er w= J dzVitfarte J da We : a 


+ £ dx — = C+eA+eB. 
[a+ (f" (a) + 4'(2))? | 





Das erste Integral rechts hat ein integrirbares Differential. Wenn 
man bei dem dritten die — } Potenz vor das Integral nimmt, so ist 


deren Mittelwerth < 1, und in das Integral f dxi'(x)? wultiplicirt, 


Lo 

welches ein integrirbares Differential hat. Es ist gleichgiltig, ob der 
Factor dieses Integrals unbestimmt ist. Es reicht aus, dass er kleiner 
als Kins ist. Zuniichst muss ¢A + «?B zusammen bestimmt sein, weil 
der tibrige Theil der Gleichung es ist. Dann muss aber sowohl A wie 
B bestimmt sein, denn da sowohl A wie ¢B endlich sind, also, falls 
sie unbestimmt wiiren, zwischen endlichen Grenzen schwanken miissten, 
so kénnte die gleichzeitige Unbestimmtheit von ¢B diejenige von A 
nicht aufheben, weil ja ¢B durch Verkleinerung von ¢ gegen A be- 
liebig klein gemacht werden kann, so dass also doch ¢A + e?B un- 
bestimmt wire. Dieser Beweis fiir die Integrirbarkeit der Function 
unter dem Integral A lisst sich auf andere aibnliche Fille ausdehnen. 
Uebrigens kann man die Integrirbarkeit dieser besonderen Function 
auch direct beweisen, was bei einer spiteren Gelegenheit (Art. 14) 
geschehen wird. 


Nun endlich kann uns die Gleichung 


Ill dx @F@) _ 
(ui) J Vi +F ee 


nicht mehr streitig gemacht werden. Wir haben sie in ihrer vollen 
Allgemeinheit gliicklich durch alle Klippen gefiihrt. 
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7. 


Die Gleichung (III) und die aus ihr mit Hilfe partieller Integration 

erhaltene werden discutirt. Wir kénnen von nun an die Allgemeinheit 

nicht mehr wahren, sondern miissen einschrinkende Voraussetzungen 

machen. Indessen kann das allgemeine Resultat auf anderem Wege 
erhalten werden. Ein Satz der Variationsrechnung. 


Aber was ist nun mit der Gleichung (II) anzufangen? Sie steht 
da, allein die partielle Integration, zu der man nun weiter seine Zu- 
flucht nehmen soll, hier diirfen wir sie nicht anwenden, wenn wir 
nicht die Allgemeinheit unserer Voraussetzungen, die wir bisher so 
sorglich geschiitzt, plétzlich zum besten Theile preisgeben wollen. 

Der Umfang, in welchem die gewoéhnliche Formel fiir partielle 
Integration angewendet werden kann, wurde von mir bestimmt, wie 
folgt:*) 

Falls im Intervall a--+b von x f(x) und p(x) nicht in denselben 
Punkten und nur so unendlich werden, dass die Integrale convergent 
sind, und iibrigens diese Functionen die Bedingung der Integrirbarkeit 
erfiillen, wiihrend g(a) stetig sein muss, hat man: 


foe p(a)f(e)=9 w faere) fia ? (@ fasr wil 


In unserer Formel entsprechen —f@ _ yng x (z) den Functionen 
Vi+f (a 
g(x) und f(a) in dieser. 


Wiiren jene Bedingungen der Formel fiir partielle Integration 
erfillt, so hatte man: 








faxjeer— Madf (er) __A( we) foo) af ei(a) 4 fo), 
*Vi+f' (a? 


Viti (@? Viti (ay? Vit (x) 


und wenn zudem —““ ‘pur darin die Bedingungen nicht erfiillte, 


Vi+f (2) 
dass sie einzelne Sprungstellen hiitte fiir die Punkte x,, so kime noch 
(der Kiirze halber F(x) = j Terr gesetzt) rechts der ‘Term 


DA (ap) (F (ap +0) — F(a, —9)] 
hinzu. 





*) Abh. d, K. baier. Acad. d. Wissensch. II. Cl. XII, Bd. I. Abth,, Beweis 


dass die Coefficienten etc. Art. 12. Mittheilungen des Hrn. Thom4 in Schlémilchs 
Zeitschrift. 
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Wenn wir an unser Problem der kiirzesten Linie zwischen zwei 
Punkten und an unsere bisherige Untersuchung denken, so hat A(z) 
folgende Bedingungen zu erfiillen: 

1. Es ist A(a) = 0, A(a,) =90, 

2. 4’(x) ist im Intervalle von x, bis x integrirbar, und A(z) stetig. 

Wie wir A(z) diesen Bedingungen gemiiss auch bestimmen mégen, 
stets ist Formel (III) richtig, wenn nur f(x) die oben besprochene 
Minimalfunction ist. 

Die Bedingungen fiir die partielle Integration sind von A(x) jeden- 
falls erfillt. Aber die Stetigkeit von __f(@) __ begchrinkt die Gruppe 

Vi+f (a) 
der rectificirbaren Function bedeutend. 

Um so erfreulicher ist es, dass es doch noch einen Weg giebt 
auf dem man wenigstens im Falle der kiirzesten Linie die Allgemein- 
heit aus dieser letzten und bedenklichsten Gefahr unverkiimmert retten 
kann. Ich werde ihn weiter unten (Art. 14.) mittheilen. 


Zuvorderst will ich die gewéhnliche Methode verfolgen, und ihren 
Schliissen die grésste Allgemeinheit und Strenge zu ertheilen suchen, 
wobei sich neue Siitze der Integrabilititslehre ergeben werden. 


Wir nehmen zu diesem Zwecke an, wir hitten unsere Voraus- 
setzungen den Bedingungen der Formel fiir partielle Integration gemiiss 
beschrinkt, und wollen die durch partielle Integration umgeformte 
Gleichung (III) so schreiben: 


A(x) F(%,) — Aa) Faq) + 2A (ay) [Fe +9) — F(a —9)] 


+ fazi(e) F’ (z) = 0, 


indem wir vorerst vereinzelte Spriinge von F(x) zulassen. Ich habe 
um die Formel in ihrer Vollstindigkeit zu geben 4(x,) und A(a,), die 
bei der kiirzesten Linie eigentlich Null sind, noch nicht unterdriickt. 
Nun ist 4(x) blos rectificirbar anzunehmen. Wir werden also, ich 
werde alsbald zeigen, wie dergleichen Functionen analytisch darzu- 
stellen sind, A(x) Nullannehmen diirfen ausserin Strecken x,—d---x,)-+-0, 
in denen sie von Null verschieden ist, und zwar so, dass A(”,) dennoch 
durch das ganze Intervall ~ und 2, stetig bleibt. 
Setzen wir noch A(2,)=0, A(x) =90, so reducirt sich der 
Ausdruck auf: 
epy+d, 


DF ee+% — F—O]l + DS) f dzi@)F@ = 0. 
@y—d0 
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Wir kénnen ihn noch weiter kiirzen, indem wir alle 4(z,) bis 
auf eines, 4(z,), Null annehmen: 












tp+d, 


4 (ae) EF (y+0) — F(t—0)] + f dxa(a) F(z) = 0- 
%,—d 


Den Werth des Integrals kénnen wir durch in unserem Belieben 
stehende Zusammenziehung der Grenzen verkleinern, bis es kleiner 
wie der von Null verschieden gedachte Werth von A(z,)[ _]_ wird. 
Also kann dieser Werth nicht wirklich von Null verschieden sein, also 
kann F(z) keine einzelnen Unstetigkeiten haben, wenn sie sonst stetig 
angenommen wird. 


Es ergiebt sich hieraus ein Satz der Variationsrechnung:*) 
Wenn in 
} ‘dai! (2) F(a) = 0 


Zo 


4'(x) den integrirbaren Differentialquotienten einer stetigen Function 
darstellt, die beliebig ist bis auf die Endwerthe 4(a,) und A(x,), die ge- 
geben und zwar der Einfachheit halber = 0 angenommen wertlen, und 
wenn man von F(x) weiss, dass sie eine bis auf einzelne Sprungstellen 
stetige Function ist, so sind auch diese einzelnen Sprungstellen nicht 
vorhanden, und F(x) ist im ganzen Intervall x, -- + x, stetig. 


Hiernach bleibt von der transformirten Gleichung (III) iibrig: 


(IV) axa F’ (x) =0 


ZX 


und wir haben nun zu untersuchen, was aus der Willkiirlichkeit von 
A(x) in Betreff der Function F’ (x) folgt, die, da wir von F(x) nichts 
als die Stetigkeit wissen, nur integrirbar zu sein braucht. 


*) Was diese Annalen Bd. II, pag. 190 von Hrn. Heine erértert wird, hat 
zwar die Richtung obigen Satzes, erreicht ihn jedoch nicht ganz, da wir von 
F’ (x) nur die Integrirbarkeit brauchen, 1. c. aber F’(x) = 0 zu Grunde gelegt 
wird. 
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Besondere Bestimmung der Variation 4(~) und Formulirung des Haupt- 
grundsatzes im Falle die Function F’(x) Stetigkeitseigenschaften hat. 


Wir diirfen nicht, wie in der Variationsrechnung geschieht, aus 


(IV) faxa@r (x) = 0 


. an ee eee, 


sogleich schliessen F’(z)=0O. Man kann dies ohne Zweifel ihren 
Hauptgrundsatz nennen, es miissen jedoch die Bedingungen seiner Giiltig- 
keit sorgfaltig untersucht werden. Wir setzen zuerst Stetigkeitseigen- 
schaften der Function F’ (x) voraus. 
Um die Formel (IV) alsdann discutiren zu kénnen, ist es zweck- 
missig, in besonderer Weise iiber die Variation 4(x) zu verfiigen. 
Ich habe schon von einer solchen Bestimmungsweise der willkiir- 
n lichen Function 4(%) Gebrauch gemacht, bei der sie bis auf gewisse 
a Strecken Null und dennoch stetig ist. Dergleichen Functionen lassen 
d sich auf mannigfache Art construiren. Zwei solche Constructions- 
n methoden werde ich hier mittheilen, deren erste eine so beschaffene Func- 
ut tion ergiebt, dass sie mit einer beliebigen Anzahl Differentialquotienten 
stetig ist, wahrend die zweite Functionen liefert, die mit allen ihren 
Differentialquotienten stetig sind, und die, weil sie sich beliebig nahe 
an polygonale Linien anschliessen, in allen Theilen der Variations- 
rechnung sich gut verwenden lassen, indem man sie namentlich auch 
leicht als Flichenvariationen darstellen kann, 
Nach der ersten Constructionsmethode nehmen wir zwei Argument- 
on werthe « und # an, die der Ungleichheit 


ax<a<cBp<b 
gentigen, und bestimmen 4(m) so: 
fir a<xa<cea ist A(z) =—0, 
. fir B<x<b ist A(x) —0, 
at fir a<x< B ist A(x) = [(a@—a)(b—2z)}"*'. 
Alsdann ist 4(a) im Intervall a und 0 nirgends negativ und sammt 


seinen » ersten Differentialquotienten stetig. 
Die Gleichung 


faza(e) F’(z) =0 





ergiebt also: 
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B 
0=—F® fade, «<é<B, 


oder F’(~) = 0, a<&<#. Lassen wir « und # einem Argument 2’ 
bis auf beliebig kleine Unterschiede sich niihern, so ist lim F” (§) = 0. 
Der Werth F’(&) ist irgend ein unbekannter Werth, der zwischen dem 
gréssten und dem kleinsten Werth liegt, den die Function F(x) im 
Intervall «a <2< # erhilt. Wird nun eine Grosse « alle Zahlen von 
einer gewissen an durchlaufend unbegrenzt klein, und werden es mit ¢ 
zugleich entweder F” (x) — F’(a’—«) oder F’(a’) — F’ (a+), oder 
diese beiden Unterschiede zugleich , so ist nothwendigerweise F” (x) 0. 
Wenn also F’(x) fiir = nach links oder nach rechts oder nach 
beiden Seiten stetig ist, so folgt immer F”(z) = 0, und da der Punkt 
x’ irgendwo liegen kann, so ist die Function F’ (x) allerwirts, wo sie 
die angegebenen Stetigkeitseigenschaften hat, Null. 


9. 

Die Anwendung des Hauptgrundsatzes auf das Problem der kiirzesten 
Linie, und die Probleme der Variationsrechnung iiberhaupt, verlangt 
eine neue Einschrinkung der Allgemeinheit der Voraussetzungen. Der 
ganze Inbegriff rectificirbarer Linien wird durch sie sehr verkiimmert, 
und man erhalt die kiirzeste Linie nur von einem beschrinkten Theil 

rectificirbarer Linien. 

In der Bedingung fiir die kiirzeste Linie 


f a 
wird, wie gesagt, von F’ (x7) = Cpe a keineswegs Stetigkeit 


dz Vi+f (a 
verlangt, F(x) braucht entschieden nur integrirbar zu sein, nur so 
weit waren wir behufs Anwendung der iiblichen Regeln der Variations- 
rechnung gezwungen von der Allgemeinheit unserer Ausgangsannahmen 
nachzulassen. Wenn wir also aus 


fax A (a) F’ (#) 
den Schluss ziehen ~ 
F’(z) =0, 


so kénnen wir dies nur auf Grund einer neuen Einschrankung thun. 
Wir greifen eben aus dem Inbegriff der rectificirfachen Functionen 
einen noch engeren Inbegriff heraus. Die erste wirkliche Kinschrinkung 
war, dass wir die Stetigkeit von F(z) =- —f(®) _ vovaussetzen mussten, 


aa ‘ Vita) | 
also wohl die Stetigkeit von f’(), nachdem wir schon friiher f(z) 
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selbst hatten stetig annehmen miissen, allerdings ohne dabei die Allge- 
meinheit der Lisung zu beschrinken. Nun also wiirde 


F’ (z) aes fe : 
(+f (ay)! } 
auch stetig sein sollen, also gewiss f”’(x). Wenn mithin die Variations- 
rechnung auf die Gleichung 


Pig. Ce at ce 

| a+ray * 
d. i. f”(v) =O der kiirzesten Linie fihrt, so gelangt sie dahin nur 
durch folgende Beschrinkung der natiirlich sich darbietenden Voraus- 
setzungen: 

Die Variationsrechnung schliesst aus, wm zum Resultat zu gelangen, 
von dem Inbegriff aller Functionen, die den Begriff der Linge zulassen, 
alle solche Functionen, die nicht sammt ihren ersten und zweiten Differen- 
tialquotienten stetig sind.*) 

Jene Methode bringt es also nur zu einem sehr verkiimmerten 
Ergebniss, und es ist durchaus falsch, wenn man ihr nachriihmt, sie 
liefere den Beweis, dass die Gerade die kiirzeste Linie ist. Wie an- 
gekiindigt, werden wir den Beweis dafiir wirklich fiihren, allein durch 
ein ausserhalb der Methode sich bewegendes Verfahren. Dieser Beweis 
erscheint vom Standpunkt der allgemeinen Raumtheorie aus keineswegs 
iiberfliissig, abgesehen davon, dass man es der Mathematik doch nicht 
gern vorhalten lassen will, sie sei noch nicht im Stande solche An- 
schauungswahrheiten zu beweisen. 

Zunichst aber wenden wir uns im Anschluss an das Vorstehende 
zu einer Untersuchung, welche auch der Integrabilitiitstheorie zu Gute 
kommt. Es werde also F’(x) nicht mehr stetig vorausgesetzt, und 
von Neuem die Bedingung J dxi(x)F’ (x) betrachtet. Wir schreiben 
sie behufs dieser allgemeinen Untersuchung etwas anders, und stellen 
uns zuerst die Frage: 

Wenn iiber 4(x) und f(x) nichts als die Integrirbarkeit voraus- 
gesetat ist und A(x) ist eine sonst willkiirliche Function, was 
folgt aus der Gleichwng 


é 
fax ray f(a) 
a 
in Bezug auf f(x)? 
*) Durch unsere Richtigstellung des Hauptgrundsatzes (Art. 12, I. Satz) wird 


die Beschrinkung, dass f(a) stetig sein miisse, auf die Bedingung der Integrir- 
barkeit herabgesetzt. 
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10. 


Einfihrung der begrenzten mit allen ihren Differentialquotienten 
stetigen Variationen. 






















Als bequemes Instrument fiir diese Untersuchung wollen wir jetzt 
nach der zweiten der (Art. 8.) angekiindigten Constructionsweisen eine 
Function A(x) angeben, die bis auf eine oder mehrere beliebig lange 
Strecken Null ist. Sie hat vor der ersten im Art. 8. angegebenen 
voraus, erstens, dass sie in den Strecken, in denen sie nicht Null ist, 
bis auf beliebig zu verkleinernde Intervalle an den Enden der Strecken 
constant ist, und zweitens, dass sie im ganzen Intervall a---b mit 
allen ihren Differentialquotienten stetig ist. Dies kénnen freilich alge- 
braische Functionen nicht leisten, und wir werden eine Exponential- 
function zu Hiilfe nehmen miissen. 

Wir theilen das Intervall a ---b in fiinf Theile wie folgt: 

YT. Trt fa a ee. 
und verfiigen iiber 2 so, dass diese Function Null ist in den Strecken 
acerca, BIa«<cb 
und Eins in der Strecke 
ae<ar<Pp. 
In den iibrigbleibenden Strecken a << a <a’, B <x < B soll sie so 
bestimmt werden, dass sie von @ bis a’ stetig von 0 bis 1 wiichst, von 
6 bis B stetig von 1 bis 0 abnimmt, und dass in «, a’, B’, B ihre 
siimmtlichen Differentialquotienten stetig sind. Es geniigt, dies fiir die 
Strecke « ---«’ einzurichten. 
Wir setzen zu diesem Zweck: 


A(z) = ~ jaretg o(”) + A 


und: 
1 
aa che. +a’, @—a)(a’—=2) 
o(xz) = (« —— ye ‘ 


Das Minimum des Exponenten fallt auf « = co Wihrend daher 


z von «+0 bis « —O wichst, steigt nur zunehmend g(x) von 





— oo bis + oo und der arctg e(%) von — = bis + —— und A(z) 
von 0 bis 1. 
Weiter ist: 
‘ ’ - 2 “2 ” 
mA (x) a wh (x) =— ero + 1 at ete. 


Die Differentialquotienten bestehen aus Briichen, deren Ziahler eine 
niedere Potenz der Exponentialfunction enthilt als der Nenner, und 
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welche differenzirt immer iahnlich zusammengesetzte Briiche ergeben. 
Sie sind Producte rationaler Functionen in Briiche der Form: 
ae 
(1+ wer)” 


, und r < 2n. Der Differentialquotient ist: 








wo t= 


(a — a) (a — x) 
__ ft the ‘i bg ry’ 
(1+ were)" 








—n(u'+2uu’) U+tech 


Im ersten Bruch steht im Zihler die r + 2", im Nenner die 2n-+-2' 
Potenz der Exponentialfunction. Also werden in der That simmtliche 
Differentialquotienten von A(x) bei Anniherung an @ und a’ Null. 
Wenn man daher A(x) im Intervall ~’--- £6 ahnlich bestimmt, wie 
im Intervall @--+a@, so hat diese Function die verlangten Eigen- 
schaften im ganzen Intervall a--- 0d. 
Der Verlauf der Function A(x) ist etwa dieser: 
Fig. 1. 






greener 5 
und da die Strecken ae’ und ff beliebig kurz im Verhiiltniss zu 
«B gemacht werden kinnen, so ist die Function A(x) beliebig wenig 
verschieden von dieser: 
Fig. 2. 














a a 6 b 
in dem Sinne, dass die Unterschiede der Integrale , in welchen die Func- 
tion 4(x), und derer, in welchen die letztere unstetige auftritt, beliebig 
verringert werden kénnen. Dabei ist aber A(x) stets mit allen Dif- 
ferentialquotienten stetig. Die in diesem Artikel construirte Form der 
Variation soll begrenzte Variation genannt werden. 


r 11. 
1 Anwendung der mit allen Differentialquotienten stetigen begrenzten 
) Variationen um unstetige Variationen durch stetige zu ersetzen. 


Fiihren wir die Function A(z) in unserem Integral 


0 = fava (afin 


a 


e ein, so folgt zuniichst, weil 4(#) ausserhalb des Intervalls a--- £8 
d Null, im Intervall a’ --- 6 Kins ist; 
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B ¢ 
0= fade t faca@—1)fe+ fara@—nfe. 
@ a a 


Da in den beiden letzteren Integralen A(x) — 1 nur wichst oder nur 
abnimmt, so kénnen sie, unter der Voraussetzung, dass ST (2) dz 
zwischen keinen innerhalb a und b gelegenen Grenzen eine gewisse 
Grésse iiberschreitet, auf Grund meines Mittelwerthsatzes beliebig klein 
angenommen werden. Setzt man daher: 


B, A 
Jf@de— fae —aaypa) + fax(i—r@)fe), 
@ @ ep 


so kann die rechte Seite durch Verkleinerung der Unterschiede ea’, 
BB beliebig klein gemacht werden. Sie enthilt aber die Gréssen a’ f’ 
gar nicht, weil die linke sie nicht enthilt, also muss sie so klein sein, 
wie eine Grosse iiberhaupt sein kann, d. i. Null. 


12. 


Die mit der Variationsrechnung in Zusammenhang stehenden allge- 
meinen Satze der Integrabilitatstheorie. 


Hieraus ergiebt sich: 
I. Wenn das Integral 
b 
faz A(x) f(x) 
Null ist, welche Function mit stetigen Differentialquotienten 
man auch an die Stelle von A(x) setzen mige, so ist f(x) eine 
solche integrirbare Function, deren Integral zwischen beliebigen 
dem Intervall a---b angehirigen Grenzen Null ist. 

Es hat Interesse, festzustellen, ob nicht mehr iiber die Function 
f(x) folgt. Zu diesem Zweck wollen wir den umgekehrten Satz, jedoch 
in dieser allgemeineren Form beweisen: 

II. Wenn die Function f(x) integrirbar ist und ihr Integral, 
genommen zwischen dem Intervall a---b angehirigen Grenzen, 
stets Null ist, so ist auch 


| fava fee) 


Null, wenn die Function i(x) ebenfalls integrirbar ist. Der 
Einfachheit halber werden beide Functionen A(x) und f(x) 
endlich angenommen. 

Beweis. Wenn f(x) im Intervall a ---b integrirbar ist, und wir 






























Zur Variationsrechnung. 


303 


in einem Theilintervall 6, mit fo,, f.» den gréssten und kleinsten Werth 
von f(x) bezeichnen, so ist nach dem Begriff der Integrirbarkeit: 


Jia =lim > fupdp = lim > fap dp, 


wo die 0, in jeder der Summen rechts beliebig sind, und in der einen 
Summe anders wie in der andern angenommen werden diirfen. 

Falls weiter S f(x)dxz = 0 ist, so muss in einem Intervall d,, wo 
der kleinste und grésste Werth nicht verschiedenes Vorzeichen haben, 
entweder der kleinste oder der grésste Werth Null sein, wobei ich — 
um Einwendungen vorzubeugen — ausdriicklich betonen will, dass ich 
nicht behaupte, die gréssten und kleinsten Werthe wiirden von den 
Functionalwerthen wirklich erreicht. 

Da demnach in 2f,, 9, die Gréssen f,, Null oder negativ, in 
ZX fop 9, die Gréssen fo, Null oder positiv sind, so wird, wenn man 
die positiven Werthe der Function f(#) durch Null ersetzt, und die 
so definirte Function f,(”) nennt, f f.(~) da Null sein. Desgleichen 
muss, wenn man die negativen Werthe von f(#) durch Null ersetzt, 
und die so entstandene Function /,(z) nennt, f f,(%) dz Null sein. 
Auch ist f,(x) + f.(#) = f(a). 


Sodann setze man: 


faxa@t@ =f axa, (e)f 2), 


wo A, (x) = A(a#) + ¢ positiv sei. Endlich zerlege man: 


axis) — faxi, (f(a) +f daa, (eh). 


Beide Integrale rechts sind Null, wie sich ergiebt, wenn man mittlere 
Werthe von 4,(”) herausnimmt. Es fragt sich aber, was diese Her- 
leitung in Bezug auf A(z) fiir Forderungen stellt. Offenbar nur, dass 
A(x) f(a"), 4(x)f,(") und A(x)f,(x) integrirbare Functionen seien. Nun 
habe ich aber gezeigt, dass das Product zweier integrirbarer Functionen 
wieder eine integrirbare Function ist. Also braucht A(z) nur eine 
integrirbare Function zu sein, muss es aber andererseits sein, wenn 
nichts tiber f(x) als die Integrirbarkeit und das Nullsein ihres Integrals 
vorausgesetzt ist. Q. e. d. 


Nun nehmen wir an, fiir irgend eine Functionengruppe A(x), die 
der Gruppe der integrirbaren Functionen angehdrt, sei stets 


faza@fe) a, 


wobei iiber die Function f(x) nichts als die Iutegrirbarkeit vorausgesetzt 
wird, und es folge daraus zuniichst das Nullsein des Integrals {f(«)dz. 
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Wenn noch mehr in Betreff der Function f(7) daraus folgen soll, so 
muss es eine jener Gruppe angehérige Function 4*(x) und eine Function 
f*(x) geben, der Art, dass 


J dxa* (x) f* (x) 


nicht Null ist, auch wenn f*(z) die Bedingung der Integrirbarkeit und 
des Nullseins seines Integrals erfiillt. Es ergiebt sich aber aus dem 
umgekehrten Satze, dass dann immer fdx4*(x)f*(a) = 0 sein muss, 
also kann aus der Willkiirlichkeit von A(x) tiber f(a”) auch nichts weiter 
geschlossen werden, wie deren Integrirbarkeit und das Nullsein ihres 
Integrals, auch wenn man die Willkiirlichkeit von A(x) bis zur blos 
integrirbaren Function erweitert. 


Hiermit sind die allgemeinen Sitze der Integrabilititstheorie, auf 
welche die Variationsrechnung fiihrt, im Reinen. 

Ich bemerke noch, dass die Function f(#) in einzelnen Punkten 
unendlich werden darf mit den iiblichen Einschrinkungen, auf welche 
niheren Ausfiihrungen ich indessen nicht eingehen will. 

Beide Siitze, der Satz I. und der Satz II., haben gleichsam ent- 
gegengesetzte Ziele. Bei Satz I. besteht das Interesse darin, wie sehr 
man die Function 4(x) beschriinken darf, ohne dass ein anderes Er- 
gebniss tiber f(x) als das in ihm behauptete hervorgeht. Wir werden 
wohl mit der Bedingung, dass die Function 4(2) sammt allen ihren 
Differentialquotienten stetig sei, hart an die Grenze streifen. Bei Satz II. 
handelt es sich darum, wie wenig A(x) zu beschriinken sei, damit aus 
dem Nullsein des Integrals der integrirbaren Function f(x) das Null- 
sein des Integrals fdxA(a)f(a) folge. Hier haben wir mit der Inte- 
grirbarkeit von A(x) die Grenze wirklich erreicht. 


Unterwirft man A(x) grésseren Beschriinkungen, setzt z. B. 4(«) 
= (%—y,)(x@—y.)--+(@—yn), so ergeben sich in Bezug auf f(z) 
Folgerungen, welche diese Function in dem Masse, wie die Function 
A(z), mehr und mehr beschriinken. Man hat dann nicht mehr den 
Vortheil die Function A(z) in einer Strecke gleich Eins, im tibrigen 
Theil des Integrationsintervalls Null setzen zu kénnen, und muss viel- 
mehr den Umstand benutzen, dass ein Integral mit nicht negativem 
Differential Null sein kann, nur wenn sein Differential es ebenfalls ist. 
Der Variationsrechnung ist mit der weiteren Verfolgung dieser Frage 
kaum gedient, wahrend in der Integralrechnung sonst wohl Fille vor- 
kommen, in denen willkirliche ganze rationale Functionen unter dem 
Integralzeichen eine aihnliche Rolle wie Variationen spielen. 
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13. 
Anwendung dieser allgemeinen Principien auf die Variationsrechnung. 


Aus dem Obigen folgt zuniichst, dass die Function f(x”) zwar, wie 
bereits gezeigt, Null ist, wo fiir einen Punkt x entweder an der Seite 
x —O oder an der Seite z’-+-0 oder an beiden die Stetigkeitsbedingung 
erfiillt ist. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dass /(7) in unzihligen 
Punkten von Null verschieden ist. Wenn bei den gewohnlichen Pro- 
blemen der Variationsrechnung die allgemeine Folgerung, dass nur das 
Integral Si f(x) dx Null zu sein braucht, durch die einfachere, dass f(x) 
selbst Null ist, ersetzt zu werden pflegt, und sich auch Irrthiimer 
daraus nicht ergeben haben, so ist es doch méglich, dass bei tiefer 
liegenden Aufgaben auf die allgemeine und correcte Bedingung wird 
Riicksicht genommen werden miissen. Uebrigens auch bei den ge- 
wohnlichen Aufgaben kénnen ,,durch Abiinderung einzelner Functions- 
werthe hebbare“ Unstetigkeiten der sonst iiberall verschwindenden 
Function f(a”) auftreten, deren Unschiidlichkeit fiir die Aufstellung der 
Differentialgleichung hiermit dargethan ist. 

Nehmen wir, um noch den gewoéhnlichen bei der Variation der Inte- 
grale betrachteten Fall besonders zu erwihnen, an, dass es sich um das 


b 
Maximum oder Minimum von J Vdzx handele, wo V von 2, y, y’,---y™ 


abhiingt. Es hat sich also ergeben (wenn man nur auf das durch 
partielle Integration erhaltene Integral Riicksicht nimmt), dass die 
Bedingung des Nullseins von: 


b 
; av d av 
favay} le Bg +.. + 


fiir das Maximum oder Minimum unter Voraussetzung einer dergestalt 
unbeschrdnkten Variation dy, dass sie nur eine integrirbare Function 
zu sein braucht, stets erfiillt ist, wenn das Integral 


facl® — £30 4..4 


zwischen Grenzen, die dem Intervall a -- +b angehiren, immer Null ist. 
Und wenn diese Bedingung durch 

_ OV d 0oV ‘ co a 

t-te toe oe 
ersetzt wird, so kommt dies mit der Annahme iiberein, dass die Mini- 
malfunction y und die Functionenclasse, aus der sie ausgesucht werden 
soll, beschrinkt wird durch die Vorschrift, dass sie sammt ihren 2” 
ersten Differentialquotienten stetig sei, welcher Vorschrift auch die 
20 


Mathematische Annalen, XV. 
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Variation geniigen muss, da sie zur Klasse, aus welcher das Minimum 
bestimmt werden soll, gehért. Nur vereinzelte Sprungstellen bei der 
2n' Ableitung schliesst die Methode nicht aus. 


Was endlich unsere Einfiihrung auf eine beliebige begrenzte Strecke 
beziiglicher Variationen anlangt, in welcher sie bis auf die unmittelbare 
Nihe der Enden constant, und ausserhalb deren sie Null sind, so 
erleichtert sie in der That manche Untersuchungen ungemein, und ist 
auch sofort auf Flichen etc. zu iibertragen. 

Der Vortheil besteht darin, dass man von der kurzen Strecke oder 
dem kleinen Gebiet, in welchem die Variation von Null zu einem 
anderen Werth stetig ansteigt, in pravi absehen kann. Man kann, 
was bequemer ist, sie sich plitzlich, sprungweise von Null aus ihren 
anderen Werth annehmend denken, weil man ja in der Idee die un- 
stetige Function durch stetige ohne Weiteres ersetzen kann. 

Wir kénnen z. B. in dem Oberflichenintegral fd00NU das dN 
Null annehmen bis auf ein Oberflichenstiick 0, wo dN einen con- 
stanten Werth hat. Man hat sich dies wohl schon immer so gedacht, 
wenigstens ich bekenne es. Allein ich habe das Bewusstsein mit einer 
legitimen Vorstellung zu operiren, erst seitdem ich die Function A(z) 
mir bereit zu halten gewohnt bin, um meinen Schliissen erforderlichen 
Falles sogleich volle Strenge ertheilen zu kénnen. 


Das Problem iiber die kiirzeste Linie. 
14. 


Vergleichung der Willkirlichkeit der Variationen selbst mit derjenigen 

der Differentialquotienten der Variation. Der Beweis dafiir, dass die 

gerade Linie die kiirzeste Verbindungslinie zweier Punkte ist, wird 
nach einem ersten Verfahren zu Ende gefihrt. 


Wir betrachteten bis jetzt méglichst unbeschriinkte Variationen 
und wollen zum Abschluss dieser Erliuterungen auch mit einigen Be- 
schrinkungen der Willkiirlichkeit der Variationen uns beschiftigen. 

Deren einfachste wurde zuerst verkannt und man fand darin 
kurz nach Lagrange’s Verdffentlichung in den Turiner Mémoiren 
einen Einwand gegen die Allgemeingiiltigkeit seiner Methode, welcher 
freilich bald genug entkriftet wurde. Es handelt sich darum, dass 
wenn die Variation dy als vollkommen willkiirlich (innerhalb der 
Grenzen der Integrale) angenommen wird, die Variationen dy’, dy’, - - - 
es dort nicht zu sein brauchen, falls naimlich die Variation dy in gewissen 
Punkten, z. B. an den Grenzen der Integrale, gewisse Bedingungen 
erfiillen muss. Also um umstiindlichere Auseinandersetzungen zu ver- 
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meiden, kehren wir zu unserem Problem von der kiirzesten Linie, die 
zwei Punkte verbindet, zuriick, Wenn man f(x) aus: 


O= fexore F(x) = unt 


zu bestimmen hat, so untersagt es die Methode den Coefficienten von 
A(x), also F(a) Null zu setzen, sondern erst muss eben durch 
partielle Integration 4’(%) durch A(«) ersetzt worden sein, und dann 
r ist der Coefficient von A(x) gleich Null zu setzen. 


1 Man hat in der That: 


J dt’ (x) = A(z) — Am). 


Xo 


7 Nehmen wir nun fiir 4’(x) etwas Willkiirliches an, z. B. eine begrenete 
Variation, welche in der Strecke « --- £6 gleich einer von Null ver- 

| schiedenen Function y(«) ist, ausserhalb, also in den Strecken a-- - a, 

: B--+b, Null, so hat man: 

) f 

‘ (a) — Ala) = f dry (a). 


Fiir y(x) kénnen wir entweder ((a—«)(B—z))"*" 


Z jaretg o(x) + = des Art. 10., oder einfach eine Constante, jedenfalls, 


, oder die Function 


um den Mittelwerthsatz anwenden zu kénnen, nur eine positive Grésse 
setzen. Dann kénnen die Variationen A(x,), 4(#) nicht, wie die Aufgabe 
verlangt, Null sein. Umgekehrt, wenn man A(z) willkirlich annimmt, 
und diese Grésse so bestimmt, dass sie von a bis @ und von # bis b 
Null ist, von « bis B positiv, so ist 4’(#) im Intervall a --- 6 ent- 
weder durchweg Null oder wechselt dort sein Zeichen, so dass auf 
a das Integral mit 4’(7) der Mittelwerthsatz nicht angewendet werden 
- kann, und dass also auch nicht bewiesen werden kann, dass der Coef- 
ficient von dy’ verschwindet, was eben auch nicht der Fall ist. 


a Nehmen wir aber die Aufgabe der kiirzesten Linie so gestellt an, 
n dass sie die kiirzeste Verbindung zwischen den zwei auf den Abscissen 
r “=a, «=b errichteten Ordinaten sei, so liegen die Dinge ganz 
8 anders. Alsdann sind die Variationen A(x,), A(a%) ganze willkiirlich, 
r da die Endpunkte der kiirzesten Linie auf den Geraden x = %, «= 2 

beliebig verschoben werden kinnen. Hier also ist auch 4’(x) ganz will- 
n kiirlich, und somit setzen wir nach der Regel der Variationsrechnung 
, F’ (x) = - f(x) | = 0, 


Vi+f’ (@? 





308 P. pu Bors-Reymonp. 


woraus folgt f(x) 0, welches demnach auch die richtige Lésung 
der Aufgabe ist. 


Nun endlich kénnen wir das allgemeine Problem der kiirzesten 
Linie lésen. 


Wir behandeln zuerst die Aufgabe der kiirzesten rectificirbaren 
Linie zwischen den zwei Geraden « = 2%, 2 = 2,. Es muss also Null 


sein das Integral 
ao f(x) 
dxzi — iAP 
J 24 (*) TP ee’ 


wenn A'(x) eine willkiirliche endliche integrirbare Function, und auch 
f (x) eine integrirbare Function ist. 

Ich bemerke zuniichst, dass wenn in einem Intervall «, - - - 2, 
eine Function p(x) integrirbar und >1 ist, so ist im niimlichen Intervall 
sa integrirbar*). Denn es seien g, und g, der grésste und kleinste 


Werth von g(x) in der Theilstrecke 4, so ist 


ae SyBe WPS, cs 

Pu Po Dy, Po 
° ° - ° . 1 1 
jedenfalls nicht grésser als p,— g,, und jede andere Differenz — ,— 


0 Py 
ist a fortiori nicht grésser. Da also /1-+-/’(«)? integrirbar ist, so ist 
es auch >— Weiter setzen wir 


Vitf a? 
1° (a) oa F 
ies Vitra  *” 
Alsdann ist in 
faene@r'(@) 
Xo 


A(z) nicht minder willkiirlich als 4’(x) und ist integrirbar. Dann 
“folgt aber aus dem allgemeinen Satze Art. 12.: 


Sf @dz=0 

zwischen irgend welchen dem Intervall z,---7, angehérigen Grenzen: 
d. h. f(#) ist im ganzen Intervall z,---z, constant, so dass wir hier 
in der That auf die horizontale Gerade fallen. 

Das weitere Raisonnement ist sehr einfach. Die Gerade ist also 
die kiirzeste Verbindungslinie zwischen den beiden Geraden 2 = 2, 
%=2,, also jedenfalls zwischen ihren eigenen Endpunkten, denn 
kénnte man zwischen diesen eine kiirzere Verbindung herstellen, so 
wire sie es ja auch zwischen den Geraden «4 = x,, © = ,. Von der 
Lage der Punkte ist aber die Eigenschaft der kiirzesten Verbindung 


*) Wenn g(x)> als eine beliebig kleine positive Grésse ist, kann man sie 
stets mit einer Grésse multipliciren, dass sie > 1 ist, 
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unabhiingig, was aus den Symmetrieeigenschaften des Raumes folgt, 
also wird man durch je zwei Punkte zwei auf ihrer Verbindungslinie 
senkrechte Gerade legen kénnen, und durch unsere bisherigen Be- 
trachtungen beweisen kénnen, dass sie die kiirzeste ist. Q. e. d. 


15. 
Die isoperimetrischen Probleme. 


Man kann noch auf einem anderen Wege bei Problemen wie das 
der kiirzesten Linie die letzte Differentiation unter dem Integralzeichen 
umgehen, indem man sie nimlich als isoperimetrische Probleme auf- 
fasst. Bevor ich dies zeige, will ich einige Bemerkungen iiber die 
isoperimetrischen Probleme voranstellen. 

Es sind Probleme der Variationsrechnung, bei denen die Will- 
kiirlichkeit der Variationen eine allgemeinere Art Beschrinkung erfihrt, 
als die im vorigen Artikel erérterte. Die isoperimetrische Beschrinkung 
besteht darin, dass die Variationen dy, dy’,--- einer Bedingung fiir 
ihren ganzen Verlauf: 


b b 
. * . aoV V " 
6 Vdam fax} Fray + dy ---t=0 





oy 


6 
. 
zu geniigen haben, um ein Integral _f Udz zu einem Maximum oder 
a 


Minimum zu machen, so dass gleichzeitig: 


b 6 
6 [Udo = fax} 7 ay + Fy by +o at@ 


ist. 
Die isoperimetrische Regel, dass alsdann das Integral 


faz(u+o V) 


zu variiren und so zu behandeln ist, als ob die Variation dy unbe- 
schriinkt wiire, die Constante 6 aber so bestimmt werden muss, dass 


6 
{ Vdz den gegebenen Werth erhilt, diese Regel ist daraus ent- 


standen, dass bei der alteren vor-Euler’schen und der Euler’schen 
Behandlung der isoperimetrischen Probleme die Bedingungen fiir die 
Variation wirklich auf Eliminationen fihrten, die dann durch Ein- 
fiihrung solcher Multiplicatoren geleistet wurden. Seit Lagrange 
findet man die Regel meist so begriindet, dass man sagt, wegen 
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J@Vdxz =0 stehe es nicht in Widerspruch mit fdUdz=0, wenn 
man S@ U+ 60 V) dx =0 setze, wiihrend eben @ dazu dient, nach- 
triiglich { Vdx = seinem gegebenen Werth zu machen. 

Wenn dies nun auch richtig scheint, so behilt man doch das 
Gefiihl, dass eine genauere Begriindung der Regel nicht iiberfliissig ist. 

Ich kenne solcher Beweise Manche, die hier und da mitgetheilt 
sind. Zwei weitere habe ich aber noch nicht gedruckt gesehen, und 
so mdgen sie hier noch ihre Stelle finden. Der erstere ist die An- 
wendung auf den gewoéhnlichen Fall eines Gedankens des Hrn. 
R. Reiff*), den anderen erlaube ich mir vorzulegen. 


‘ 16. 
Erster Beweis fiir die isoperimetrische Regel. 


6 b 
Es sei f Udz ein Maximum oder Minimum, wihrend J Vdz 
a a 


einen vorgeschriebenen Werth behalten soll, so dass also 


b b 

U” + f dx U'’dy =0 

ist, wihrend die Variation dy die Bedingung: 
v" + faxV'sy=0 


erfiillen muss. 
Wir nehmen U”, V” an den Grenzen Null an, und setzen dy Null 


ausser in zwei gleichen, kleinen Strecken a, ---f,, «,-+-B,, wody 
constant sei und resp. gleich dy, und dy,. Aus der ersten Gleichung folgt: 


Bo Pi 
by fas U' + by, fax U’ = 0, 
und hieraus folgt wegen 6, — «, = B, — @,: 
dy, U, + dy, U, =0, 
wo, wenn man #6, — a unendlich klein annimmt, U, und U,', die 
urspriinglich Mittelwerthe waren, den Werthen x, =a,—6,, x, =a,—= 6, 
zugehéren. Ebenso folgt aus der Variation 6 f Vdz: 
dy, Vo + dy, V, =0, 
was beweist, dass unsere Annahme iiber die Variation dy erlaubt war, 
da die Bedingungsgleichung erfiillt werden kann. 


*) Inaugural- Dissertation wiber den Einfluss der Capillarkrifte auf die Form 
der Oberfliche einer bewegten Flissigkeit, Tiibingen, 1879, pag. 8. 
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Aus beiden Relationen folgt aber: 
U, V, — U, Vy =9. 

Denken wir uns nun den Punkt «, fest, den Punkt 2, beweglich, 
den wir sodann 2 nennen, und setzen noch pon 6, so ergiebt sich: 
U'+oV'=0 

entsprechend der hypergeometrischen Regel. 

Wenn die Variation dfdxU verschwinden soll, wihrend dy die 
zwei Bedingungen 
dfdxV=0, dfdxew=0, 


zu erfiillen hat, so ist der Beweis ebenso einfach. 
Man setzt dy = 0, ausser in den drei gleichen, unendlich kleinen 


Strecken a --- By, @,+++ By, @ +--+ By, in welchen dy die constanten 
. Werthe dy,, dy,, dy, erhalten mége. So erhalt man die drei Glei- 
chungen: 


dy, Uy + dy, U, + oy,U, =0, 

dy, Vy + dy, Vi + dy, V, =0, 

dy,Wy + dy, W, + dy. W, = 0. 
Eliminirt man dy, dy,, Oy,, nimmt die Punkte x — «a, = p,, 
x“, =a, = 6, fest an, und den Punkt s=—a,— £6, beweglich und 
liisst den Index 2 fort, so ergiebt sich wieder 


U’'+o6,V'+o6,W’' =0, 


wo die 6, und 6, nur von den festen Punkten x und x, abhingen, 


l welches wieder die isoperimetrische Bedingung ist, die man so auf 
y eine unbegrenzte Zahl Integrale ausdehnen kann. 
17. 


Zweiter Beweis fiir die isoperimetrische Regel. 


Der zweite Beweis ist dieser: 
Es soll sein: 


, 0 foUde— fax} oy ay + U se 
1 
Om fardr— faxly oY oy + & v by +: 
’ wo wieder die zweite Gleichung die cienaaaeanaiie fiir die dy 
vorstellt. 


Nun seien 6,y und 0,y zwei unbeschrinkte Variationen, die man 
sich also von vornherein beliebig aussuchen kann. 
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Stets lisst sich in 





dy = dy + Cory 
C so bestimmen, dass die Bedingung erfiillt ist. Denn aus 


Om fax{2” 5, OiytCo y+ 4 aor a Oy +C0,y) + - . 
folgt: 
| ow. bal iy se oy ay te} 
faz oy dy +! vr Oy + i 


Diese Form der Variation dy fubren wir in f 0Udx = 0 und 
f®Vd«z =0 ein, und erhalten: 


0 —firlis byt Vay tf te fax leroy + ay 4.4, 


V , 
O=— - or ay to /Oy+- [+0 fax cy yt dy +--+. 
Durch Elimination von C folgt: 


0— fax}? (+6 V)8,y+—(U+o V) dy +---f— fidicd,(U+67) 


faz jy b+ oor dy’ +°: 4 
6= 
faxle” ay 4 2% ay +--4 


von 6,y unabhiingig ist, 0, y aber eine unbeschrinkte Variation vorstellt. 

Dies scheint die beste Begriindung der isoperimetrischen Regel zu 
sein, weil sie in keiner Beziehung unserer Verfiigung iiber die Natur 
der Variationen und der Functionen U und V, ob wir sie blos inte- 
grirbar, oder stetig, oder wie sonst annehmen wollen, vorgreift. Es 
wird ohne irgend welche Einschrinkung das relative in ein absolutes 
Maximums- oder Minimumsproblem iibergefiihrt. Dagegen ist die im 
vorigen Art. mitgetheilte Reiff’sche Ableitung der Regel dienlich, um 
die isoperimetrische Beschrankung der Variatica schnell in die Rechnung 
einzufiihren, falls, wie bei physikalischen Aufgaben, die Stetigkeit der 
zu variirenden Functionen nicht in Frage steht. 








18, 
Die kirzeste Linie als isoperimetrisches Problem. 
Wir sahen, dass in der Bedingung: 


= 
fer vara 7° 
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die Willkiirlichkeit von A’(x) durch die vorgeschriebenen Werthe 

A(x.) = 0, A(x) =O beschriinkt wird, so dass man nicht den Coef- 

ficienten von 4’(x) Null setzen darf. Dies veranlasst zu priifen, ob 

man die Beschrinkung von 4’(x) nicht als isoperimetrische auffassen, 

und die Aufgabe nach der isoperimetrischen Regel behandeln kénne. 
In der That muss: 


fr@az = A(x,) — A(x) =O 


sein. Damit ist jedenfalls ein Theil der Beschrinkung in die ent- 
sprechende Form gebracht. Nun soll noch ausserdem A(a)) oder 4(a,) 
fiir sich Null sein. Hieraus kann aber eine weitere Beschriinkung von 
i’ (x) nicht entspringen, denn, wie A’(x) auch beschaffen sein mag, ein 
Functionalwerth der zu i'(x) gehirigen Function A(x) ist stets will- 
kiirlich, so dass also wirklich die Bedingung 


fi @ae = 0 


die ganze Beschriinkung darstellt, welche die Bedingungen A(z,) = 0, 
A(a) = 0 dem 4'(x) auferlegen. 
Nach der isoperimetrischen Regel ist daher in 


iis 
fest ON ere Vit+f (a? “ae 


(x) eine unbeschriinkte Variation. Wenn nun auch, um hieraus 
Ti f oar + 6 =0 folgern zu kénnen, die Stetigkeit von /’(#) voraus- 
gesetzt werden muss, und fiir die Lésung des Problems der kiirzesten 
Linie also nicht dieselbe Allgemeinheit wie durch den Kunstgriff des 
Art. 14. erreicht wird, so setzt dies Verfahren doch die Beschrankungen 
der allgemeinen Methode herab, indem der zweite Differentialquotient 
aus dem Spiele bleibt. Ich habe diese Bemerkung, weil sie unter 
Umstinden niitzlich sein kann, nicht unterdriicken wollen. 


19, 
Schluss der Untersuchung des Problems iiber die kiirzeste Linie. 


Unser Hauptzweck war, wie in der Einleitung angegeben, nicht 
die Lésung des Problems der kiirzesten Linie, sondern dies Problem 
diente uns als leitender Faden durch das Labyrinth der Schliisse, aus 
denen die Methode der Variationsrechnung zusammengesetzt ist. 

Handelt es sich aber nur um den Nachweis, dass die Gerade die 
kiirzeste Linie ist, so empfiehlt es sich den geometrischen Beweis und 
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den analytischen méglich von einander zu trennen. Der geometrische 
ist offenbar schon in dem Satze enthalten, dass man der rectificirbaren 
Strecke sich mit einer geradlinig-polygonalen beliebig nihern kann. 

Denn es sei eine andere Linie Z zwischen zwei Punkten kiirzer 
als die Gerade, so giebt es also eine an Z sich anschliessende Poly- 
gonale A, die ZL beliebig nahe verliiuft, und an Linge ihr beliebig 
nahe kommt. Diese miisste mithin bei hinreichender Anniiherung von 
I kiirzer als die Gerade werden. Nun setzen wir den elementaren 
Satz voraus, dass zwischen zwei Punkten die Gerade die kiirzeste aus 
geradlinigen Strecken bestehende Linie sei. Daraus folgt dann, dass 
eine solche Linie LZ, die kiirzer als die Gerade ist, nicht existiren kann. 

Unter Voraussetzung dieses letzteren Satzes kénnen wir auch die 
analytische Lésung des Problems der kiirzesten Linie von dem Satze 
betreffend die unbegrenzte Anniherung geradlinig-polygonaler Linien 
an stetig gekriimmte Linien unabhiingig machen. Allerdings gewihrt 
dieser Satz, sowie seine weiteste Consequenz (am Schluss des Art. 3.) 
den grossen Vortheil, dass man durch ganz ihnliche Schliisse, wie die 
am Ende des Art. 4. mitgetheilten, die Art. 7. und 9. geriigte Be- 
schrinkung der Voraussetzungen, welche durch die Methode der 
Variationsrechnung gefordert wird, in vielen Fallen unschidlich machen 
kann. Man wird es aber bei einer rein analytischen Frage vorziehen, 
von den Sitzen Art. 3., wenn moglich, keinen Gebrauch zu machen, 
weil sie auf Anschauung beruhen, theilweise casuistischer Natur 
sind, und folglich nur sehr miihsam rein analytisch sich beweisen 
lassen wiirden. 

Bei dem Problem der kiirzesten Linie kénnen wir die Benutzung 
dieser Sitze wie folgt umgehen. Wir suchen zuerst die kiirzeste unter 
allen stetigen rectificirbaren Linien, und finden nach dem Obigen rein 
analytisch die Gerade. Wiirde nun eine unstetige Linie ktirzer sein, 
so miisste sie jedenfalls aus lauter geradlinigen Strecken bestehen, 
denn eine stetig gekriimmte Strecke ist ja bewiesenermassen durch 
eine kiirzere geradlinige zu ersetzen. Nun braucht man nur noch den 
oben schon benutzten elementaren Satz, dass die Gerade die kiirzeste 
geradlinig-polygonale Verbindungslinie zwischen zwei Punkten ist, 
womit auch das analytische Problem, wie ich glaube, auf das Be- 
friedigendste geldst ist. 


Tiibingen im Marz 1879. 

































Transformation der hyperelliptischen Functionen p = 2 und 
ihre Bedeutung fiir die Kummer’sche Flache. 


Von 


Karu Roun in Leipzig. 


Einleitung. 


Die Bedeutung der hyperelliptischen Functionen fiir die Kum- 
mer’sche Fliche war schon mehrmals Gegenstand mathematischer 
Untersuchungen; es scheint mir desshalb angemessen, hier eine histo- 
rische Erwihnung dieser Arbeiten zu geben, um im Anschluss daran 
den Zweck der vorliegenden Abhandlung und ihre Stellung zu den 
iibrigen klar hervortreten zu lassen. Die erste hierher gehérige Be- 
merkung finden wir bereits im 5. Bande der math. Annalen pag. 302 
in einer Abhandlung von Klein iiber Liniengeometrie, wo derselbe 
die Méglichkeit einer Verkniipfung der Kummer'’schen Fliche mit 
den hyperelliptischen Integralen nachweist und bereits die Form der 
fraglichen Integrale angiebt. Auf seine Veranlassung hin verfolgte 
ich mehrere Jahre spiter diesen Gedanken an Hand der Linien- 
geometrie weiter. Inzwischen erschienen im 83. Bande des Crelle’schen 
Journals zwei Abhandlungen iiber den gleichen Gegenstand; die erste 
von Cayley, welche sich an die Arbeit von Gépel im 35. Bd. des 
Crelle’schen Journals anschliesst und von der iibereinstimmenden 
Gruppirung der hyperelliptischen Thetas und der Singularitaten der 
Kummer’schen Fliche Gebrauch macht, die zweite von Borchardt, 
welcher die Identitaét der Gépel’schen biquadratischen Relation mit der 
Gleichung der Kummer’schen Fliche nachweist. Gleich darauf erschien 
noch eine Arbeit von Weber (Borchardt’s Journal Bd. 84), worin er die 
Cayley’sche Methode weiter ausfihrt und im Anschluss daran eine Zu- 
sammenstellung der Relationen zwischen den Thetafunctionen giebt. Ich 
iiberzeugte mich bald, dass diese Untersuchungen von den meinigen 
wesentlich verschieden seien, und dass diese Thatsache ihre Erklarung 
darin finde, dass die Kummer’sche Flache nicht nur als Reprisen- 
tant eines Integralsystems der hyperelliptischen Functionen dient, sondern 
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dass sie auch die quadratische Transformation dieser Functionen, sowie 
ihre Zweitheilung veranschaulicht.*) Einen Theil der durch diese 
Bemerkung gewonnenen Resultate habe ich bereits in meiner Promo- 
tionsschrift niedergelegt im Anschluss an die daselbst entwickelten 
geometrischen Vorstellungen**). In der vorliegenden Arbeit stelle ich 
mir dagegen die Aufgabe, zuerst die quadratische Transformation und 
die daraus fliessende Zweitheilung fiir sich zu studiren, und dann die 
erhaltenen Resultate an der Kummer’schen Fliche zu interpretiren. 

Allerdings ist eine Theorie der quadratischen Transformation schon 
von Hermite, Kénigsberger und dessen Schiiler Pringsheim 
angebahnt worden, allein ihre Darstellungsweise lisst sich durch eine 
weit einfachere ersetzen, falls man alle Transformationen, welche 
dieselben Beziehungen zwischen den Thetas liefern, als nicht wesent- 
lich verschieden auffasst. Bei der Theorie der elliptischen Func- 
tionen ist jene allgemeine Behandlung vorzuziehen, weil sie sich noch 
einfach gestaltet und geometrisch leicht verfolgen lisst, dagegen 
fehlt ihr bei der Theorie der hyperelliptischen Functionen jede An- 
schaulichkeit, Die Wahrheit dieser Behauptung erhellt aus Folgendem. 
Das doppelt periodische Integralsystem der elliptischen Functionen 
wird durch eine complexe Ebene reprisentirt; sie wird durch zwei 
Schaaren von parallelen Geraden in Parallelogramme zerlegt, deren 
Eckpunkte die Perioden und ihre Multipla darstellen. ine lineare 
Transformation heisst hier nichts Anderes, als dass man die Ebene in 
ein neues System von Parallelogrammen theilt, deren Eckpunkte mit 
den friiheren zusammenfallen, und dann ein neues Parallelogramm ein- 
deutig auf ein altes bezieht. Zerlegt man durch weiteres Ziehen von 
Parallelen die neuen Parallelogramme in » kleinere, und bezieht ein 
solches eindeutig auf eins der urspriinglich gegebenen Parallelogramme, 
so erhailt man eine Transformation n'*" Grades. Diese hiermit ge- 
schilderten Operationen sind geometrisch klar und einfach und lassen 
auch demgemiiss eine einfache zahlentheoretische Behandlung zu. Nicht 
so verhilt es sich bei den hyperelliptischen Functionen. Hier haben 
wir es mit zwei von einander unabhiingigen Integralen zu thun, und 
miissen desshalb um das Gesammtwerthsystem dieser beiden Integrale 
zu reprasentiren zu einem Raume von 4 Dimensionen aufsteigen. Dieser 
Raum ist durch 4 Schaaren von parallelen Ebenen in Parallelepipeda 
(wie ich der Kiirze halber mich ausdriicken will, obgleich dieselben 
4 Dimensionen besitzen) zerlegt, und wir miissen die Frage lésen, 
denselben durch 4 neue Schaaren von Ebenen abermals in Parallel- 





*) So wird fiir die elliptischen Functionen die ebene Curve 3. Ordnung die 
cubische -Transformation, die Raumcurve 4. Ordnung die quadratische Transfor- 
mation und die Zweitheilung geometrisch wiedergeben. 

**) Miinchen, F. Straub, 1878. 
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epipeda zu theilen, so zwar, dass ihre Eckpunkte in die fritheren 
hineinfallen. Haben wir diese Frage allgemein beantwortet, so er- 
halten wir daraus die allgemeine lineare Transformation. Die Trans- 
formation »'*" Grades verlangt, dass wir das neue Parallelepipedum 
durch geeignete zu den Seitenflachen parallele Ebenen in n? congruente 
Theile zerlegen und einen solchen Theil auf das urspriingliche Parallel- 
epipedum beziehen. Diese Betrachtungen sind offenbar nicht mehr 
unserer geometrischen Auffassung geliiufig und auch die entsprechende 
zahlentheoretische Behandlung ist zunichst wenig geeignet den wirklichen 
Sachverhalt bei einer Transformation uns vor Augen zu fiihren. Ich habe 
desshalb in dieser Arbeit gesucht dem erwihnten Uebelstande abzu- 
helfen, und ein einfaches geometrisches Bild in der Ebene der Trans- 
formation zu Grunde gelegt, welches die Zuordnungen der Thetas, 
sowie der Perioden leicht erkennen lisst, allerdings blos mod. 2 Perioden, 
wiihrend ich die Zuordnung mod. 4 Perioden auf die Relationen zwischen 
den Thetas basirt habe*). Dieser Gedanke findet seine Verwerthung 
in den ersten 3 Abschnitten, wiihrend in dem iibrigen Theil die dort 
gewonnenen Resultate fiir die Kummer’sche Flaiche gedeutet und 
dadurch der wechselseitige Zusammenhang der von Cayley, Borchardt 
und mir gegebenen Darstellung der Kummer’schen Fliche durch 
hyperelliptische Functionen klar gelegt wird. Im letzten Abschnitte 
finden sich einige Folgerungen, welche durch den Zusammenhang der 
hyperelliptischen Functionen mit der Kummer’schen Fliche bedingt 
werden, und sich demgemiss theils auf das eine, theils auf das andere 
dieser beiden Gebiete beziehen. Dieselben tragen gegenwirtig noch 
den Stempel der Unvollstindigkeit an sich, ich werde sie desshalb in 
einer weiteren Abhandlung einer mehr systematischen Behandlung 
unterwerfen. 


I. Lineare Transformation der hyperelliptischen Functionen. 


Wir betrachten in diesem Abschnitte zwei durch lineare Trans- 
formation aus einander hergeleitete Integralsysteme, und bezeichnen 
das eine mit v, | v, und seine Perioden mit 1,,, t,., T.., das andere 
durch lineare Transformation abgeleitete mit v,' | v,’, seine Perioden 
mit Ti, Tie, Tee. 

Eine lineare Transformation will nun sagen, dass die beiden 
Integralsysteme ein-eindeutig auf einander bezogen sind, oder was 


*) Eine Behandlung der Transformationstheorie, welche dem _heutigen 
Standpunkte der Wissenschaft entspricht, muss nothwendig auf die Gruppen- 
theorie, wie sie z. B. C. Jordan giebt, basiren. Dieselbe findet sich implicite 
auch hier schon; die Gruppentheorie als fundamentalen Ausgangspunkt zu ver- 
werthen behalte ich mir als nichste Arbeit vor. 
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damit gleichbedeutend ist, dass die Thetafunctionen des einen Systems 
sich als lineare Functionen der Thetas des zweiten Systems darstellen 
lassen. Soll aber das eine Integralsystem in das andere bei der Trans- 
formation iibergehen, so ist dazu nothwendig und hinreichend, dass 
die Integrale zwischen den Verzweigungspunkten wieder in solche tiber- 
gehen, oder mit anderen Worten: dass den Perioden des einen Systems 
die Perioden des anderen entsprechen, unter Perioden alle Combina- 
tionen: «+ Bt, + yt. | d+ Br,. + yt. verstanden, wobei a, 8, y, 6 
ganze Zahlen bedeuten. Wenn jedoch jede Periode des einen Systems 
im anderen eine entsprechende finden soll und umgekehrt, so ist die 


Zuordnung an gewisse Bedingungen gekniipft. Ordnet man nach 
Kénigsberger*) 


den Perioden: 1|0 Oj} 1 Ti | Tis Tie | Toe 
die Perioden @1; | @o, @yo | Mp Ss | Oy @j2 | Wo) 
zu, wobei: 
yp = O14 A TH Gy To, a4 = On) + G44 Toy + Fy4 To, 
yo = Oy2 H G42T 11 HF G07, Woo = Ooo $+ G12 Ty + Gy2T 2, 
O11 = Ou + Gut, + Onto, 1 = O21 + GT.) + 621 Too, 
O12 = O12 + O12T 34 + G42T 19; 2 = O22 + 612T> + O22 To) 


wihrend 9,@,6,6 ganze Zahlen bedeuten, so sind dieselben an die 
6 Bedingungen gekniipft: 

O11 O21 — O21 Gi + Q12022 — On20i2 = 0, 

G54 921 — Gy1 O11 + G19 G32 — Gy 612 = O, 

011 21 — F101 + 012522 — Fy, O12 = 0, 

G1, O21 — O24 Fn + 542 O22 — O22 12 = O, 

01111 — 64, Orr + O22 — Gy O12 = 1, 

O24 521 — Gy, O21 + Oy2 592 — F yy Ore = 1. 
Die Integrale und Perioden des neuen Systems stellen sich dann 
folgendermassen durch diejenigen des alten dar: 


4 __ _@aq¥; — WigUg + __ 4 Va —_ Dy M4 
y= SF A, = HO C:— 
, ’ , , 
11 22— 21 12 e. ... Septee— Saas 
aes pees: semerel 
, , , ’ 
gS Mg SO , 29 011 1221 
Uap == ie a ta = —zy >? 


N = 0, Oy, — O10. 


Mit Hilfe dieser Relationen gelingt es leicht die transformirten Thetas 
durch die gegebenen auszudriicken, indem man sich sofort iiberzeugt, 


*) Kénigsberger, Crelle’s Journ. Bd. 59. 
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dass jene Thetafunctionen einzeln diesen gleich werden bis auf einen 
Factor, und zwar werden die geraden Thetas geraden, die ungeraden 
wieder ungeraden gleich. 

Kine lineare Transformation ist also durch folgende Eigenthiimlich- 
keiten charakterisirt. Einerseits geht das System der 16 Thetas in 
das System der transformirten Thetas iiber, und zwar die ungeraden 
und die geraden Functionen fiir sich; andererseits entspricht dem System 
der unendlich vielen Perioden der gegebenen Integrale das Perioden- 
system der transformirten Integrale, und zwar ein-eindeutig. Diese 
Bestimmung bedingt, dass den 15 Perioden, welche wir mod. 2 Perioden 
unterscheiden kénnen, dass den 80 Perioden, welche sich mod. 3 Perioden 
unterscheiden, etc. im transformirten Systeme 15 resp. 80 Perioden 
von gleicher Higenschaft entsprechen, und diese Folgerung aus dem 
ein- eindeutigen Entsprechen ist es, worauf ich mich spiter stiitzen 
werde. 

Wir haben soeben gesehen, welcher Art die Bedingungen zwischen 
zwei Integralsystemen sind, die sich durch lineare Transformation aus 
einander ableiten, wir fragen uns weiter, inwieweit die einzelnen Be- 
ziehungen fiir sich eine lineare Transformation kennzeichnen. Sicher 
reicht die gegenseitige Zuorduung der unendlichen Periodensysteme, 
so wie sie oben angegeben wurde, vollstindig aus; aber diese Zuord- 
nung fiihrt grosse Unbequemlichkeiten mit sich durch die dabei auf- 
tretenden Bedingungsgleichungen, und erscheint fiir die Untersuchungen, 
welche an die Thetas ankniipfen, unzweckmiissig, da es sich im letzten 
Falle nur um Zuordnung zweier endlichen, im ersten Falle dagegen um 
Zuordnung zweier unendlichen Systeme handelt. Wir werden uns 
desshalb weiterhin direct mit der Zuordnung der Thetafunctionen be- 
fassen (wie das gewdhnlich den Ausgang der Transformationstheorie 
bildet), und die gegenseitige Beziehung der Periodensysteme nur soweit 
studiren, als sie Einfluss auf jene Betrachtungen ausiiben. Den unend- 
lich vielen Zuordnungen der Periodensysteme entsprechend, miissen 
wir eine unendliche Anzahl von linearen Transformationen unterscheiden ; 
die 16 Thetas dagegen gestatten nur eine endliche Anzahl von Zu- 
ordnungen. Wir kénnen desshalb die Gesammtheit aller linearen Trans- 
formationen in Gruppen zusammenfassen, so dass die Transformationen 
einer und derselben Gruppe die nimlichen Zuordnungen zwischen den 
Thetafunctionen herstellen. Da nun alle 16 Thetas bei Vermehrung 
ihrer Argumente um doppelte Perioden (Perioden mit dem Factor 2) 
in sich tibergehen, so folgt daraus, dass alle Transformationen emer 
Gruppe angehéren, welche sich nur mod. 2 Perioden unterscheiden, 
oder genauer ausgedriickt, fiir welche die Perioden: ,, | @;, @ 2 | @o9, 
11 | @21, 2 | @2 (mod. 2 Perioden) denselben Werth haben. Mit 
diesen Gruppen werden wir uns zuniichst beschi#ftigen, indem wir da- 
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rauf verzichten Transformationen auseinander zu halten, welche sich 
um doppelte Perioden unterscheiden. Dadurch gewinnen wir bedeutend 
an Uebersichtlichkeit, denn wir haben nur noch eine endliche Anzahl 
von Transformationen zu unterscheiden, und ebenso nur eine endliche 
Anzahl von Perioden, wiihrend wir auf der anderen Seite doch alle 
iiberhaupt mdglichen Beziehungen zwischen den gegebenen und trans- 
formirten Thetas erhalten. 


Wie schon oben erwihnt wurde, gehen bei der Transformation 
die geraden und die ungeraden Thetas in sich tiber, wir werden dess- 
halb den nachfolgenden Betrachtungen die Gruppe der 6 ungeraden 
Thetas zu Grunde legen, da sie die kleinste in sich tibergehende Gruppe 
ist. Zur besseren Vorstellung diene folgendes geometrische Bild. Auf 
einem Kreise markire man 6 vielleicht fiquidistante Punkte, sie sollen 
die 6 ungeraden Thetas repriisentiren und desshalb mit den Indices der- 
selben bezeichnet werden; die Reihenfolge sei die in der Figur gegebene. 

24 tultm 3 Die 15 Perioden, welche mod. 2 Perio- 
den in Betracht kommen, werden dann 
Tot 1 | toe 1\o durch die 15 Verbindungslinien der 6 
Punkte dargestellt; bei Vermelirung der 
Argumente der ungeraden Thetafunc- 
0O\1 t|t~+1 tionen ‘um irgend eine halbe Periode 
gehen nimlich immer zwei dieser 6 
Functionen iu einander iiber, sie wer- 
den in der Figur durch 2 Punkte reprisentirt, und ihre Verbindungs- 
linie soll dann die betr. ganze Periode darstellen; so kommen den ge- 
zeichneten Linien die angeschriebenen Perioden zu. Dieser Festsetzung 
gemiiss ist die Summe der Periodenwerthe dreier Linien, welche alle 
6 markirten Punkte enthalten, = 0 (mod. 2 Perioden); jeder unge- 
raden Thetafunction und somit jedem der 6 gezeichneten Punkte gehért 
nimlich ein Verzweigungspunkt zu, die Perioden sind das Doppelte 
der zwischen den betr. Verzweigungspunkten hinerstreckten Integrale; 
die-Summe dreier Integrale ist aber = 0 (mod. 2P.), wenn jeder Ver- 
zweigungspunkt einmal als Grenze auftritt. Wir werden von der ge- 
nannten Eigenschaft sowohl hier als auch bei der quadratischen Trans- 
formation Gebrauch machen. 





13 t\Ty, 02 


Bei einer linearen Transformation miissen den 15 Perioden, welche 
sich mod. 2 Perioden unterscheiden lassen, 15 Perioden des’ neuen 
Systems von gleicher Eigenschaft entsprechen, d. h. wir miissen die 
obige Figur auf eine zweite beziehen, welche dieselbe Bedeutung fiir 
das neue Integralsystem hat, wie jene fiir das alte. Nehmen wir nun 
an, eine Transformation ordne der Periode p des geg. Systems die 
Periode p’ des transformirten zu, so giebt es gerade 2 ungerade Thetas 
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in jedem Systeme, deren Argumente sich um - resp. £ unterscheiden, 
es sind dies die Thetas, welche durch die Endpunkte jener Perioden 
reprasentirt werden; jene lineare Transformation hat dann auch die 
Kigenschaft diese Thetas beider Systeme in einander iiberzufiihren. 
Kiner weiteren Periode p,, welche mit p keinen Endpunkt gemein hat, 
entspricht in Folge dessen im transformirten System eine Periode p,’, 
welche in gleicher Weise mit p’ keinen Endpunkt gemein hat. Dieser 
einfache Umstand, der sich hier ganz von selbst ergiebt, wird in der 
Theorie der linearen Transformationen, wie sie Hermite und Kénigs- 
berger geben, durch die 6 oben 
citirten Gleichungen vertreten. Kin 
Beispiel wird die Sache noch niher 
erliutern. Ich treffe die Bestim- 
mung, dass der Periode 0) | 1 wieder 
die Periode 0|1 entspricht, dann 
gehen @,. und @, tiber in @2 und 
®,’ (wobei jedoch 4), sowohl in Oo 
wie in #, tibergehen kann). Es 
entsteht dann die Frage, welche Perioden des transformirten Systems 
kann ich noch der Periode 1 | 0 des gegebenen Systems entsprechen 
lassen? 1|0 hat zu Endpunkten 3 und 04, hat also keinen Endpunkt 
mit 0 | 1 gemein, folglich ergeben sich als entsprechende Perioden zu 
1 | 0 nur noch die 6 Méglichkeiten: 

1)0, tule, toatl iret), tu+ lice, 1] 1, tut tie. 
Ordnen wir 0 | 1 wieder 0 | 1 zu und 1 | 0 etwa 1, | tiz, so entspricht 
der Linie 1 | 1 die neue Linie 1; | tig + 1. Damit ist jedoch die gegen- 
seitige Zuordnung noch nicht voéllig bestimmt, vielmehr sind noch 8 
verschiedene Fille méglich. Sollen nimlich die 12 tibrigen Perioden 
einander eindeutig zugeordnet werden, so kénnen wir bei jenen 3 
Perioden auch noch festsetzen, wie ihre Endpunkte den Endpunkten 
der 3 zugeordneten Perioden entsprechen sollen. Wir erhalten so 720 
verschiedene Transformationen, da die erste Zuordnung 15, die zweite 
6 und die letzte 8 Méglichkeiten einschliesst. Ebenso viele Permu- 
tationen besitzen aber 6 Elemente, woraus wir erschliessen, dass jeder 
Permutation*) der ungeraden Thetas eine lineare Transformation ent- 
spricht. Diese Untersuchung lehrt uns in jedem Falle eine directe 
Ablesung der sich entsprechenden Perioden, und es bleibt uns nur 


0/1 





*) Dieses Resultat war schon vorauszusehen, denn wihrend das System der 
15 Perioden, und ebenso das der 10 geraden Thetas noch gewisse Untergruppen 
besitzt, die bei der Transformation erhaiten bleiben miissen, lassen die 6 unge- 
raden Thetas keine Gruppirung mehr zu, so dass alle Permutationen gleich be- 
rechtigt sind. 
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noch iibrig zu den geraden Thetas die entsprechenden zu finden. Diese 
geraden Thetas finden in der Figur ebenfalls ihre Reprisentation und 
zwar durch Dreieckspaare; die 6 Punkte lassen sich 10 mal in 2 Dreiecke 
zusammenfassen, jedes solches Paar stellt eine gerade Thetafunction 
dar. Addirt man nimlich zu dem Argumente der Thetafunction, welche 
einem Eckpunkte eines solchen Dreiecks zukommt, die Hilfte der 
durch die gegeniiberliegende Seite repriisentirten Periode, so kommt 
man immer zu demselben geraden Theta, so lange man von dem niim- 
lichen Dreieckspaare ausgeht. Diese Darstellung ergiebt folgendes 
Schema: 


24, 3,04; 13,02, 1—=14, 24, 3, 1; 13,04,02— 0, 
24, 3,13; 04,02, 1=03,  24,04,13; 3,02, 1— 4, 
24, 3,02; 13,04, 1=12, 24,04,02; 3,13, 1— 5, 
24,04, 1; 3,13,02—34, 24,13, 1; 3,04,02—01, 
24, 13,02; 3,04, 1— 2, 24,02, 1; 3,04, 13 — 93. 


An der Figur des Sechsecks lassen sich auch alle Gruppirungen der 
Thetas leicht verfolgen. Bekanntlich lassen sich aus den Thetas 16 mal 
6 so zusammenfassen, dass zwischen den Quadraten von je 4 eine 
lineare Relation besteht; eine solche Gruppe wird von den 6 ungeraden 
Thetas gebildet, in den tibrigen 15 sind immer 2 ungerade und 4 gerade 
enthalten, z. B. 24; 3; 24, 3, 04; 24, 3, 13; 24, 3, 02; 24, 3, 1; das 
Bildungsgesetz ist aus dem Beispiel ohne weitere Beschreibung klar. 
Es giebt aber noch 15 weitere Gruppen von 4 geraden Thetas, welche 
in den Gépel’schen biquadratischen Relationen auftreten; um eine 
solche Gruppe zu erhalten, theile man die 6 Punkte in 3 Paare, etwa: 
24, 3; 04,13; 02,1, und nehme aus jedem Paare einen Punkt; so 
kommt hier: 

24, 04, 02 = 5; 24, 04, 1 — 34; 24, 13, 02 — 2; 24, 13,1 — 01. 

Kehren wir jetzt wieder zu unserer Transformation zuriick. Wir 
haben gesehen, wie die Thetafunctionen des gegebenen und transfor- 
mirten Systems einander entsprechen und gefunden, dass dieses Ent- 
sprechen nur von einer Zuordnung der Perioden mod. 2 Perioden ab- 
hingig ist; aber wir wissen auch, dass die Thetas der beiden Systeme 
nur bis auf constante Factoren in einander iibergehen; es bleibt uns 
also noch iibrig diese Factoren zu bestimmen. Da es uns jedoch nur auf 
die Verhialtnisse der 'Thetas ankommt, so wird es auch geniigen, die 
Verhiltnisse jener Factoren zu ermitteln. Diesen Zweck erreicht man 
leicht, sobald man die Zuordnung der Perioden mod. 8 Perioden kennt. 
Man hat niimlich als allgemeine Transformationsgleichung: 


0+ Ba = Xe + Ba; 
wobei der Proportionalitiitsfactor 9 eine von den Integralen noch ab- 
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hiingige Exponentialgrésse, die 16 Werthe x. aber achte Einheits- 
wurzeln sind. Aus den Quotienten je zweier solcher Gleichungen be- 


stimmt man dann die Werthe der Quotienten =, indem man die Argu- 


mente der Thetas um zusammengehérige halbe Perioden iindert, und 
dadurch immer zwei Gleichungen fiir jeden Thetaquotienten erhiilt.*) 
Diese Constantenbestimmung setzt, wie schon bemherkt, eine Kennt- 
niss der zusammengehdérigen Perioden mod. 8 Perioden voraus, und 
ist immerhin noch etwas umstindlich. Wir werden desshalb zur Aus- 
werthung der Constanten von einem anderen Umstande Gebrauch 
machen, und um so mehr, da wir die Zuordnung der Perioden bloss 
mod. 2 P. studirt haben. Zwischen den Thetafunctionen bestehen eine 
grosse Anzahl identischer Relationen, und eine lineare Transformation 
muss natiirlich die Eigenschaft haben dieselben wieder in identische 
Relationen iiberzufiihren. Daraus folgt zuniichst, dass 4 Thetas, zwischen 
welchen eine Gépel’sche Relation besteht, bei der Transformation 
wieder in 4 Functionen von gleicher Kigenschaft iibergehen miissen, 
wie wir das schon friiher gesehen haben; aber es folgt daraus noch 
weiter, dass diese Functionen mit gewissen Coefficienten zu versehen 
sind, damit wieder eine richtige Relation entsteht. Diese Coefficienten 


ersieht man aus folgendem Schema,**) worin i =/—1und j = 
bedeutet. ; 





By, Por Foy5 Pro, Dos, Foo, Fis} Foy Fy, Fo, Foy3 Bo, Poy Fy Dy. 
D5 By, Bio, Dog5 Dory Pog, Font 133 Dyy By, By, Boys Boy Poy 19, , 194, 
JP o1:9 P25. Dro Bog5 Bs, By» IP IAi35 yy By IF, IP gi IA, IF, Dy, Dog. 
D5 Boy Dory Bo 5 By GH, Dog, 7Iyy5 By, Dro, Dy, Boo} to, Dos, 1944, Diy, 
By, DoqIPog, Bo 5 FID), Dor IP 5 IF 09, Fo IFig7 15 Pin Foy, Foo, IPs: 
Bs Dos Dry By5 Dy 1D, , TH yy, By 5 Drop Poy, Dig, Boys Doty , 19; , yy. 
D944 Boy Pr JPor3 JP og, Pyar Poy I P25 IFs » Prov Pig I Pe 5 IF oq Fs » Fog, 9; - 
BS, Day Brey By 5 Dory Be, Ton, A, 5 Dy, Ty, Dost yy; Dyg,7Iy4, 1915, yy. 
JF, 4 yy J Pog, Bo 5 IP 23, De AIP 13,09, 5 Ds, IDS, PioIPqy3 Por J Pry, 1P qn, 144. 
Ds» Do try Do 5 Dray Dy, Taq, By 5 Dogg, Poy tig, Bor; Fy, Dy, CPog, Doo- 
JP oq) Boyt By 4F B15 JH» By y TDoqF B25 785» Dog tig, Fe 5 IP x, By, 1D Q9, JF, « 
IPoIB 5 Drop Bo 5 Dy, Dog JP oI Dy 5 FF 2519 241% 93, Fog; 19, , Dy 17915, J 94, 
BDI Py JD o3, By 5 113,99, IF, > By15 TP oq) JP IP, Fio5 TP14,I Fon 93, 9; - 
JF \4 Dey J og, Dy25 A704, Dy y JD, 1D q5 JF 24, Fy JIig, BD; 579s 19, 77893, Foy. 
IB, IP iAP yy, Dy 5 GP qg,5; » Poy, By 5 IOs, G8 Ay, Do15 JP o4I Py4, CF 25, Foo. 


0 





*) Die 16 Constanten x iindern, wie man sich leicht iiberzeugt, ihren Werth 
nicht bei einer Vermehrung der sich entspr. Perioden um 8 P, 
**) Vergl. die Abh, von Borchardt, Crelle’s Journal Bd. 83, 8, 240. 
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Hierzu ist noch zu bemerken, dass in jedem Quadrupel, deren jede 
Reihe vier enthilt, beliebig 2 Thetas mit ”—1 multiplicirt werden 
kénnen, da sich dadurch die betr. Gépel’sche Relation nicht indert, 
dann muss dies aber gleichmiissig fiir alle 4 Quadrupel einer Horizontal- 
reihe geschehen. Ein Beispiel wird den Gebrauch der Tabelle klar 
machen. Treffen wir die Bestimmung, dass den 6 ungeraden Thetas: 
Bu, De, Pu, Ps, Hi, 33 
der Reihe nach die Functionen: 
B,, B;, Pos, Fis) Boo, a, 


entsprechen, so finden wir aus der obigen Tabelle folgende genauere 
Zuordnung: 


3, 3, Hu, 933 Fis, Ps, Die, #133 Pu, 35, a > Po3 a ? Poa, 9; ’ Fis, 
Bp J BB J Do 5 THe JD, ADs JI 135 Bs G91, F25,F F043 Dogs WIP a4, Poo, 1/85). 


Aus dieser Transformation fliessen noch 31 weitere, welche dieselbe 
Zuordnung zwischen den Thetas treffen, und die man aus jener erhilt, 
wenn man die 2'* und 3' oder 3'¢ und 4" oder 2'* und 4'° Theta- 
function eines jeden Quadrupels mit i multiplicirt und alle Functionen 
der einzelnen Quadrupel mit dem Factor 1 oder i versieht. Solche 
32 zusammengehérige Transformationen haben die Eigenschaft, dass 
die durch sie definirte Zuordnung zwischen den Perioden mod, 2 P 
dieselbe, dagegen mod. 4 P. verschieden ist, und man kann hieraus die 
Zuordnung mod. 4 P. bestimmen, nachdem man iiber die Coefficienten 
der Thetas in der angegebenen Weise verfiigt hat. Wir kénnen 
noch einen Schritt weiter gehen und aus jeder dieser 32 Transforma- 
tionen 15 weitere herleiten. Nehmen wir nimlich auch noch auf die 
Vorzeichen der obigen Coefficienten Riicksicht, und bezeichnen die- 
selben fiir die 4 Functionen @,,, #,,, 0),, ,, welche sich aus #, durch 
Vermehrung der Argumente um : 0, OFS A — ae . = | a er- 
geben, mit ¢, é, e’, e”” (den Coefficienten von #, als +- 1 vorausgesetzt), 
so zeigt sich leicht, dass hieraus die Vorzeichen der iibrigen Thetas 
bereits durch Festsetzung der Perioden mod. 4 P. folgen, wihrend die 
Bestimmung von «, &, &’, é” identisch ist mit einer Zuordnung der 
Periodensysteme mod. 8 P. 

Fassen wir die Hauptresultate der linearen Transformation noch 
einmal kurz zusammen, so kénnen wir sagen: 

Zwei Periodensysteme lassen sich mod. 2 P. auf 720 verschiedene 
Arten ein-eindeutig einander zuordnen; jeder dieser 720 Fille lisst 
noch 32 verschiedene Zuordnungen mod. 4 P. zu, und jeder von diesen 
32 Fiillen noch 16 weitere Zuordnungen mod. 8 P. Die Zuordnung 
mod. 2 P. definirt vollstiindig das Entsprechen der Thetafunctionen 











} 
} 
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beider Systeme und bestimmt die Coefficienten bis auf vierte Einheits- 
wurzeln, die Zuordnung mod. 4 P. lisst nur noch die Vorzeichen dieser 
Coefficienten unentschieden, die sich dann durch eine Zuordnung mod. 
8 P. ebenfalls bestimmen. 


Ii. Quadratische Transformation der hyperelliptischen Functionen. 


Die lineare Transformation stellte sich die Aufgabe, ein doppelt 
periodisches Integralsystem, wie es durch die unzerschnittene Rie- 
mann’sche Fliche definirt wird, auf ein zweites solches System ein- 
eindeutig zu beziehen. Dazu war es nothwendig und hinreichend, die 
gauzen Integrale (Integrale zwischen den Verzweigungspunkten) ein- 
eindeutig denjenigen des anderen Systems zuzuordnen, d. h. eine solche 
Zuordnung zwischen den Perioden zu treffen. Wie man diesen Zweck 
erreicht, zeigen die Formeln des vorigen Paragraphen. Die quadra- 
tische Transformation behandelt das ganz analoge Problem zwei Integral- 
systeme, die die Punktepaare zweier Riemann’scher Flichen repriisen- 
tiren, ein-vierdeutig einander zuzuordnen. Auch hier gentigt es mit 
den Perioden zu operiren, da durch sie das ganze Integralsystem be- 
stimmt ist, und man erhilt diese Zuordnung, wenn man den unend- 
lich vielen Perioden des gegebenen Systems im transformirten System 
nur den vierten Theil aller Perioden entsprechen liasst. Analytisch 
wird dieses Entsprechen durch analoge Gleichungen*) vermittelt, wie 
bei der linearen Transformation. 

Den Perioden: 

1 | 0, 0 \-1, Ti | Ti2, Tis | To9 
entsprechen: 


, 
ou | On O12 | Mea fics i 
2 | Dy ? ° » ’ 2 


- -~ ~ 


, , , 
| @o1 @y_ | 22° 
» ’ 5) 2 ? 


- _ 





wobei die @ und o’ die friihere Bedeutung haben und die darin auf- 
tretenden Gréssen @, 9’, 6, 6 denselben Bedingungsgleichungen geniigen, 
nachdem man deren rechte Seiten mit dem Factor 2 multiplicirt hat, was 
nur bei den beiden letzten Gleichungen eine Aenderung hervorbringt. 

Die Ausdriicke fiir die Integrale v,’ | v,’ und die Perioden 13;, ti, t22 
sind ebenfalls die friiheren, wenn man an Stelle der @ und @’ ihre 
halben Werthe einsetzt. 

Beschranken wir uns auch hier vorerst darauf Transformationen als 
wesentlich gleich aufzufassen, welche sich in den Zuordnungen nur um 
doppelte Perioden unterscheiden, so gewinnt die Darstellung wesent- 
lich an Kiirze und Uebersichtlichkeit, wihrend wir doch alle iiberhaupt 
moglichen Relationen zwischen den Thetas zweier durch eine beliebige 


*) Kénigsberger, Crelle’s Journal, Bd. 67. 
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quadratische Transformation aus einander abgeleiteten Systeme er- 
halten*), falls wir wiederum blos auf die Verhiltnisse der Theta- 
functionen achten. Wir denken uns desshalb auch hier alle Perioden 
mod. 2 P. auf 15 reducirt und bedienen uns wieder der alten Figur. 
Hier suchen wir 3 Verbindungslinien auf, welche keinen Eckpunkt 
gemein haben, die also die friiher besprochene Eigenschaft besitzen, 
dass die Summe der zugehérigen Perioden = 0 (mod. 2 P.) ist, und 
legen denselben die halben Werthe der betreffeunden Perioden bei; als- 
dann vervollstindigen wir sie durch 3 weitere Linien (welche natiir- 
lich auch die Eigenschaft haben, dass die Summe ihrer Perioden 
= 0 (mod. 2 P.) ist) zu einem Sechsecke und theilen diesen die beziig- 
lichen ganzen Periodenwerthe zu. Alle iibrigen Linien erhalten Perioden- 
werthe, welche aus diesen 6 Werthen zusammengesetzt sind, indem 
die Summe der Werthe der Seiten eines Dreiecks, mit den richtigen 
Vorzeichen versehen, verschwinden muss, gerade so wie es bei der 
linearen Transformation der Fall war. Stellen z. B. die Linien 


24,3; 04,13 und 02,1 die halben Perioden S| See S| tm + - und ot 


Rhee £18 
ente dar, wihrend 3, 04; 13, 02 und 1, 24 
243i: 3 ihre Werthe 1|0, t,.|t29, ty. + 1! To. 
beibehalten, so erhalt 24,04 den Werth 


Tit) tee an t14 t : \1 
+l _ , 24,13 den Werth 1); ete. 
. / ' , Beziehen wir nun eine solche Figur 
05 2 2+ auf eine zweite, deren Seiten, genau 


wie bei der linearen Transformation, 
nur ganze Perioden darstellen, so haben 
wir die Zuordnung vor uns, wie sie eine quadratische Transformation 
verlangt. Um dieses zu beweisen, gehen wir von zwei sich ent- 
sprechenden Perioden P und P’ aus; dann erhalten wir aus P’ durch 
Addition der 15 Perioden, welche sich mod. 2 P. unterscheiden, 15 
weitere Perioden, wihrend aus P durch Addition der entsprechenden 
15 Werthe, die theils aus halben, theils aus ganzen Perioden bestehen, 
nur 3 ganze Perioden hervorgehen; von 16 Perioden des transformirten 
Systems sind es also nur 4, denen auch im geg. System ganze Perioden 
entsprechen, wodurch gerade die Zuordnung der Periodensysteme bei 
einer quadratischen Transformation charakterisirt ist. 

Nachdem wir so die verschiedenen quadratischen Transformationen 
definirt haben, kénnen wir sogleich einige Folgerungen daraus ziehen. 
Zunichst ersieht man, dass die quadratische Transformation wesentlich 


02 Tie t+Toe 13 


*) Diese Behauptung erfaihrt eine kleine Abiinderung, wie wir spiiter sehen 
werden, indem erst zwei Transformationen, welche sich nur um vierfache Perioden 
unterscheiden, villig gleiche Formeln liefern, wiihrend sonst noch der Factor 
+ 1 vor die Thetas treten kann, 
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nur davon abhiingt, welche Seiten in der zu Grunde gelegten Figur 
halbe und welche ganze Perioden reprisentiren; zwei Transformationen, 
welche hierin iibereinstimmen, kénnen durch lineare Transformation 
aus einander hergeleitet werden, und man erhilt dieselbe, wenn man 
diejenigen Seiten der Figuren der beiden transformirten Systeme auf 
einander bezieht, welche derselben Seite der Grundfigur entsprechen. 
Weiter lisst sich leicht zeigen, dass auch bei der Grundfigur nur die 
Wahl der 3 Seiten, denen halbe Perioden zukommen, eine wesentliche 
Aenderung bewirkt, nicht aber die Wahl der 3 Seiten, welche jene 
zu einem Sechseck ergiinzen. Stellen z. B. (wie in der oben an- 
gegebenen Figur) 24, 3; 04, 13 und 02,1 die halben Perioden 


TH | T12 Tu | Tie 
tive: 2. 
Mal 3, 13 eine weitere Seite des Sechsecks, so kommen den Linien 


3,04 und 3, 13 das erste Mal die Werthe 1| 0 und T#41|#4—, 
das andere Mal die Werthe “ +1 | =a a + und t,,-+ 1 | t,.-+ 1 zu, 


man erhilt also beide Mal dieselbe quadratische Transformation, wenn 
man die geeignete Beziehung auf die zweite Figur, welche die Perioden 
des transformirten Systems reprisentirt, vornimmt. Aus diesen Be- 
merkungen resultirt, dass es nur 15 von einander wesentlich ver- 
schiedene Classen*) quadratischer Transformationen giebt, denn ebenso - 
oft lassen sich in der Sechseckfigur 3 Linien finden, von welchen 
keine 2 einen Endpunkt gemein haben. Jeder dieser 15 Classen ge- 
héren 3 Perioden als charakteristisch zu; um eben solche halbe Perioden 
unterscheiden sich die Argumente der 4 Thetas einer Gépel’schen 
Relation, deren es eben auch 15 giebt. Wir ordnen desshalb den 
einzelnen Classen die beziiglichen 4 geraden Thetas zu und bezeichnen 
dieselben geradezu durch die Indices dieser Thetas, so z. B. die oben 
geschilderte Transformation durch 5, 01, 2, 34. 

Diese Eintheilung der quadratischen Transformationen in 15 Classen 
hat bereits Hermite**) eingefiihrt; derselbe hat weiter aus jeder der 
15 Classen eine Transformation ausgewahlt und sie als Reprisentanten 
der betr. Classe aufgestellt. Hermite hat jedoch bei der Wahl der 
einzelnen Repriisentanten nur darauf geachtet, dass sich die Gréssen 
9, 0,6,6 einfach gestalten, dagegen kommen diesen Reprisentanten 
keine anderen besonderen Eigenschaften zu. Da es aber iiberhaupt keine 
einzelne Transformation giebt, welche sich vor allen iibrigen derselben 
Classe auszeichnet, so ziehe ich es vor, diese Reprisentanten ganz 
fallen zu lassen und an ihrer Stelle in jeder Classe eine Gruppe von 


*) Die Transformationen einer Classe lassen sich durch Anwendung einer 
linearen Transformation alle auf eine zuriickfiihren. 
**) Hermite, Comptes rendus Bd. 40, 


+ ‘ und 0 a dar, und ist einmal 3,04, das andere 
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24 Transformationen hervorzuheben, welche eine hervorragende Eigen- 
thiimlichkeit besitzen. Ich will diese Gruppen sogleich definiren, ihre 
Eigenschaften werden wir spiter kennen lernen. Erinnern wir uns 
an unsere Figur; 3 Seiten stellen halbe Perioden dar, wir wollen sie 
mit he : oe . Ps bezeichnen; durch sie ist die Classe bestimmt. Diese 
3 Linien kénnen wir auf 8 verschiedene Weisen durch 3 weitere zu 
einem Sechseck vervollstindigen; diese letzteren repriisentiren ganze 
Perioden, die wir mit p,, p,, p, bezeichnen. Die Perioden des trans- 
formirten Systems werden durch eine zweite Figur dargestellt; ihre zu 
jenen 6 Seiten homologen Seiten seien resp. p,’, ps’, P;') Po’, Py, Pe» Nun 


Pr 


71 } Ps Ps , , ’ , , ’ 
beziehen wir 2? 2 ? “2. auf p, D4 De und Po) Pa, Peo auf Py Ds ’ Ps 


und zwar in der Weise, dass wenn ”' und p,’ einander entsprechen, 


dann auch p, und p,’ es thun. Diese Bestimmung giebt noch zu 3 
Méglichkeiten Anlass, wie man sich sofort iiberzeugt, niimlich den 
Werthen: 

Pp P. Ps 

of Poy >> Pay a» VY 


entsprechen der Reihe nach: 


Pos Ps Por Por Pi» Ds 
oder: 
Ps; Ps» Por Di» Dor Ds. 

oder: 
Por Ds» Dis Dsr Dey Dy’. 
Wir haben also hiermit wirklich eine geschlossene Gruppe von 
24 Transformationen definirt. Eine solehe Transformation, von der -ich 
spiiter Gebrauch machen werde, mag gleich hier erwihnt werden; den 
Perioden : 


Ti | Tie >. 2a 
2 | a? 11% 4 





t 1 ; 4 
st + Z> Ti | tr, 0 a9 Te +1! ty 


entsprechen mod. 2 P. die neuen 


1) 0, Tu | Ti, Tz + 1 | tHe, 0 | Re Tiz | T22, Tu | tz +1. — 


Nachdem ich nun die Beziehungen zwischen den Perioden des 
gegebenen und transformirten Systems so weit geférdert habe, gehe ich 
dazu iiber die Relationen zwischen den Thetas beider Systeme aufzu- 
stellen, und zwar werde ich zunichst Einiges iiber die Formeln im 
Allgemeinen anzufiihren haben, und erst dann mich dem Formelsystem 
eines bestimmten Falles zawenden kénnen. Koénigsberger*) hat ge- 


*) Kénigsberger, Crelle’s Journal. Bd. 67. 
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zeigt, dass sich die transformirten Thetas entweder als Summe von 4 
Quadraten oder als Summe von 2 doppelten Producten in den gegebenen 
Thetas darstellen lassen; Pringsheim*) wies weiter nach, dass 
es fiir jede quadratische Transformation 4 und nur 4 gerade Thetas 
giebt, welche sich als Summen von Quadraten ergeben. Im Anschluss 
hieran habe ich in meiner Promotionsschrift dargethan, dass man alle 
10 geraden Thetas durch die néimlichen 4 Thetas des gegebenen Systems 
ausdriicken kann; es sind das eben diejenigen 4 Thetas, welche die 
Classe charakterisiren, der die betr. Transformation angehdrt. Ich 
habe ferner dort gefunden, dass die Constanten in einer und derselben 
Relation unter einander gleich werden bis auf vierte Einheitswurzeln. 
Um zu erfahren, welche der 10 geraden Thetas sich als Quadratsummen 
und welche sich als Summen zweier Producte darstellen lassen, hat 
man auf diejenigen 3 Perioden des transformirten Systems zu achten, 
welchen im gegebenen Systeme ganze Perioden entsprechen. Es lassen 
sich dann 4 gerade Thetas angeben, deren Argumente sich um die 
Hilfte jener 3 Perioden unterscheiden, sie nehmen die Form von 
Quadratsummen an, wihrend die 6 iibrigen sich als Productsummen 
darstellen. Der Beweis hierfiir ist leicht zu erbringen, ich werde ihn 
desshalb hier unterdriicken, um so mehr da er sich schon in meiner 
vorhin erwihnten Dissertation vorfindet. Wenden wir nun das soeben aus- 
gesprochene Resultat auf eine unserer Gruppen von 24 Transformationen 
an, so fliesst daraus der Satz, dass sich die Argumente der 4 Thetas, 


die sich durch Quadratsummen ausdriicken, um A, fe, Fs unter- 
scheiden miissen; es sind dies aber gerade diejenigen Thetas, welche 
die Classe charakterisiren, der unsere Gruppe angehért. Die Gruppe 
der 24 Transformationen hat also die Eigenschaft, dass die 4 Thetas 
des gegebenen Systems, durch welche sich alle geraden Thetas des 
transformirten Systems ausdriicken, iibereinstimmen mit den 4 Thetas 
des transformirten Systems, welche als Quadratsummen erscheinen. 


Nach diesen allgemeinen Auseinandersetzungen gehe ich zur Auf- 
stellung des Formelsystems fiir einen bestimmt gegebenen Fall iiber. 
Ich stelle mir dabei die Aufgabe alle 16 transformirten Thetas durch 
die niimlichen 4 Thetas des geg. Systems darzustellen, und ebenso 
auch umgekehrt, die gegebenen Thetas durch 4 Thetas des trans- 
formirten Systems. Ich gehe dabei von der Arbeit von Gépel ,,Theoriae 
transcendentium Abelianarum adumbratio levis‘ im Crelle’schen 
Journal Bd. 35 aus. Es findet sich daselbst ein Formelsystem ,**) das 
ich hier in der Weierstrass’schen Bezeichnungsweise wiederhole. 


*) Pringsheim, Math. Annalen Bd. IX. 
**) Vergl. auch Cayley, Crelle’s Journal, Bd. 83. 








330 





8) = k,O,— ky Oy, — k,O,+ ky,8.3, 
83, = k,0,+ ky, Oy, —k,O,— hy39,, 
8 = k,0,— ky, 9, +%,0,— hy ,8.3, 
9 = k,O,+ hq Oo, + ,0,+ ky 3925, 
#5, = k,O,—ky,8y, — k,9,+ hy, Or5, 
8 = k,0,+h,,0,,—k,0,— hy, 8.5, 
#, = k,O,—hy38,+h,0, — ky O05; 
PF = k,0,+k,,05,+4,0,+ ky, 9,5, 


K. Roun, 






BF = ky, 0, —k,Oo,— hy30,+ k,n, 
= ky, 0, +h,05,— hy39,—k,Oo,, 
87 = ky, 0; — k, Oy 1+ hy, — k,0,5, 
5, = hy Os +h, Op, + hepsO4-+ k,Ory, 
= k,,0,, — k,95,— ky, 9,+4,9,,, 
82, = ky,0, +h, 0y,— ky 9,— ki, Ors, 
87, = ky,0, — ky Oy,-+ hy, O,— h,Oo3, 
®, = k,,0, + k,9),;+ k),9,+ 4, 0... 





Dabei ist 
B= P1(Y, | Cy, Tip, Tre» Tr), 
und 


0, = Fa(vi | v2, Tir, Tz, Tex) = B2(2v, | 2v,, 2t4,, 2t,9, 29). 
Die Nullwerthe von #, sind dabei wie gewdhnlich mit c,, die Null- 
werthe von ©, mit k, bezeichnet. 


Nehmen wir in den obigen Formeln », | v, = 0| 0 und dement- 
sprechend auch »,’ | v,, = 0|0, so kommen die Formeln fiir die 10 
Nullwerthe: 


2 2 2 2) 22 
G =k, — ky — kk 


23? 
2 2 2 2 2 
— ks + kos or ky 7 kiss, 
2 2 2 2 2 
°“~— ke — ky +h, — ky, 


és = Kk a ki, ob ki aa kes 
Cs = 2(kyk,, —kgy kos), ci = 2(kyk, +key, kos), 
C3 = 2(k, kg, —k, ys), o.= 2(kskg, +h, kgs), 
i 2 (lishing — ki, kos), = 2 (Kis kgs +h, Igy). 
Zu diesem System von Formeln erhilt man das inverse ebenfalls durch 


Anwendung der von Giépel gebrauchten Methoden; ich theile das 
Resultat ohne weitere Ableitung mit. 


4k, 0, = % + Sip + Ou + 9, 
Aky, O5, = 95 — Hip + Oh — 9, 
4k, 0, = 0+ 01, — 0% — 8, 
4k, 0, = 0 —O}, — 9 + %, 








4 
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2k 4.91. = 8,9. + H F5,, 2 Ig; 95 = 9, 9,. — Bo F5,, 
Zhi, O5, = 9,95, + F Po, 2k, 0, = 8,93, — By) Fp, 
2hy Oy = FF) + F2.95,, 2h,0,, = 9,9) — 9, 95,. 
Will man auch die ungeraden © durch die nimlichen 4 Thetas des 
anderen Systems ausdriicken, so muss man zu den Producten zweier un- 


geraden Functionen, welche gleiche Indices aber verschiedene Argumente 
besitzen, seine Zuflucht nehmen. Man findet dann die 6 Formeln: 


40y0(u’) - Ogn(v') = B, (uw — v) Pyo(u + v) — o(u — v)O (w + v) 
+ By, (uw — v)B (w+ v) —  (w — v) Fy, (u + v), 
40,3(u’) - O,5(0) = ; (w — v)Po(u + v) — Bo(u — v)O (w+ v) 
— F5,(u — v)B (w+ v) + H (UW — v) O:,(u + v), 
40; (w’) - 0; (v') = O (w — 0) O4(u + v) — Oy (uw — v)O (w+ 2) 
+ Bi(u — v)B (w+ v) — D (w — v)F.(u + 2), 
40,,(u’) - On, (v') = 8 (wu — v) 5, (u + v) — O,(u — vO, (wu + v) 
— F.(u — v)% (w+ v) + B (uw — v)F,(u + 2), 
405,(w’) + Og (v') = 8; (w — v)H (w+ v) — B (uw — v)%, (w+ 2) 
+ By. (u — 0) Hy (u + v) — Fy, (w — v)Fyo(u + 2), 
40, (uw) - 0, (v) = 4, (wu — v)% (w+ v) — % (uw — v) (uw + 2) 
— Bi, (uw — 0) 3, (u + v) + O5,(u — v)B,.(u + 2). 
Um das Formelsystem vollstindig zu machen, gebe ich auch noch die 
10) inversen Relationen der Nullwerthe: 


43 = + ce+ cut a, 
Aho, = 5 — cia + cu — 6, 
Aki = 65 + cis — ch — 4, 
4 lzs = 6&3 — cig — Cu + 0, 
Zhiz = C52 + Cy Cyyy  Zhog = CyC2 — Cy Cay 
24 = C5 6g4 + Cy Cyn, Zhe = Cyeyy — Cy C42, 
2h = C56) + Caplin, Whe = Cyly — CyyCyp- 
Die beiden hier in Betracht kommenden Systeme von Integralen bilden 
eben zwei durch quadratische Transformation aus einander hergeleitete 


Systeme; ihre gegenseitige Beziehung ist dargestellt durch folgende 
Zuordnung der Perioden: 


1 | | 1 
Ti 1 Tier Tre | Te 3/9, Vs 


entsprechend 


1/0, O|1. 


, , , , 
Ti | Tiz, Ti2 | Tae, 
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Unsere obigen Formeln geben also wirklich die Beziehungen bei einer 
quadratischen Transformation. Wir haben allerdings nur einen ganz 
speciellen Fall vor uns, aber die Formeln behalten auch im allgemeinen 
Falle ganz dieselbe Gestalt. Ja noch mehr; wir kénnen diese ein Mal 
aufgestellten Relationen benutzen, um aus ihnen die Formeln fiir eine 
beliebige andere quadratische Transformation abzuleiten mit alleiniger 
Anwendung zweier Lineartransformationen, die eine angewendet auf 
die gegebenen Thetas, die andere auf die transformirten. Die Sache 
verhialt sich des Niheren wie folgt. 

Eine beliebige quadratische Transformation ist, wie wir wissen, ge- 
geben durch die Zuordnung zweier Sechsecke; die Seiten des Sechsecks 
des gegebenen Systems reprisentiren abwechselnd ganze und halbe 


Perioden, die wir in ihrer Aufeinanderfolge mit: A » Ber a, Ber By De 


2 
bezeichnen, die entsprechenden Linien des transformirten Systems 
stellen alle ganze Perioden dar, und sollen mit: p,, pi, Diy Piy Piny Pn 
bezeichnet werden. Anstatt nun direct den Perioden: 

Pr P Ps 

“y) Pas “gr Dar “gr Do 
die neuen Perioden p,, pi, Pe, Pi» Pm, Pn Zuzuordnen, wie es die 
quadratische Transformation verlangt, fiihre man die 3 aufeinander- 
folgenden Zuordnungen aus, namlich: 

p P. Ps ‘ 

7 ’ Po» 4 Ps» 3” Psi 

1 ( ” ” ” ” | 1 ” ” 1 

2 ), Ti+ tie | tia + te, O q? T12 | Tae, 2 

1\0, ti + tio] tie+ te, O]1, ti |e, 1) 1, ti! te, 

Poo Di ’ Pe , Pi 7 Pin . Pr ° 
Die erste und dritte Zuordnung bestimmen lineare Transformationen, 
die zweite dagegen ist gerade die oben durchgefiihrte quadratische 
Transformation. — 

Zum Schluss will ich diese Methode benutzen, um fiir den schon 


friiher erwaihnten Fall der quadratischen Transformation das Formel- 
system abzuleiten. 


Dieser Fall hat, wie schon bemerkt, besonderes Interesse, weil er 
einer solchen Gruppe von 24 Transformationen angehért; es treten 
desshalb auf den rechten Seiten aller Formeln (sowohl des directen 
wie des inversen Systems) dieselben 4 Thetas auf. Ich werde im 
nichsten Abschnitt hierauf zuriickkommen. 

Zunichst sind die einzeluen Transformationen, durch welche die 


besprochene Transformation ersetzt werden kann, durch das Schema 
fixirt: 


1 ” ” 
2? Ti | Ti2) 
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Ty \T T1\T 1 1 

=\e? 1/0, ry _ as Tio |T 2, O15, Tol | Tr», 

1 an) , 1/1 ” ” | 1 

; 10, —ti1| —Tie, 2 | 2? Tie | Tae, 0| 2? —Ttittis|—tiz+ tie, 
1\0, —ti|—te, 1/1, t12 | t22, Of 1, —thi-+ tio |—ti24+T2, 
1\0, —t | —the, Ti2$1|T22, O|—1, tie | t22, —t | —ti2—1. 


Die beiden linearen Transformationen ergeben uns diejenigen Thetas, 
welche wir in das vorige Formelsystem an Stelle der dortigen Func- 
tionen einzufiihren haben. Dadurch erhalten wir fiir die quadratische 
Transformation, welche den Perioden: 4'|*, ty) | t22, 1| 0, 0 > die 
neuen Perioden: 1|0, 0|—1, — tin | — Tig, Tie | To zuordnet, falls 
wir wieder die Thetas des gegebenen Systems mit # und die des trans- 
formirten mit © bezeichnen, folgende Relationen, in denen 1, 7, y”, 
| é, &, &” die Gréssen + 1 bezeichnen:*) 


| 8; =,0, —Kiy,9,—F 3493, +%,8,,  — 09 = ky, O;—k, 98, h,85,+ 45,92, 
Dig =h, 05+ ky. 9o,— hg 45,— h,8., 7% = ky, 95+ o,— h,05,—hig92, 
51 =k,0; —ky,Oy,+h3,0;,—h,8,,  — 1% = ky, 8s— k, Oo, + kg954— 5492, 
3 = k,0,+ ky: Oy, +43 ,954+ 28), 1 Ps = ky 93+ hk O 9+ h2954+ 3,02, 

" tu kiy49;—kg0y,— kO54+ hy, 9, — 1" d= kigQ,—kiy49q;— hy 954+ '; 9. , 

1-953 =h,0;+ 09, — k;93,— ky, 9, n” d= Kg; kis Oy, — hip, 54 — FO. , 

q ' os — ks,9,, Som k,09,+k;93,— ky,9. 1 n Bis es k.O; ey ks,9o.+ ki, 93.— k,O, ’ 

y = ky,9;+-k.09, +k; 05,+ 9,92, vi d= kgs hig o1+ hi: 54+ 9, - 

4k, 0, = 9+ 91 + A+ 9, 
4k, Oo, = 0 — Bi + Oh — 85, 


ball 


1 
: 4k, Os, a 9% + 9 = 954 - %, 

4k, 0, = 0 — 01 — 0% + 9, 
4 2 kgs Og = 959, + M94, —2e kyyOy, = 9,9 — Oy, Oy, 
P 2 Ky, Oy. = 9,99, + F, yy, 2@ ky Oy = 4, , — % Fy, 
28k, O, = 9,95, + 9, FH, 28" kg, 0., = 9, 93, — F, Fo, 
in —4e -Oy,(w’) Oy (v') = 9 (w—v)% (u+v)—4, (u—v)d, (u+0) 
nL + Fo, (U— 0) Oy, (u+ 0) — B53, (U—0) Bo, (U0), 
om 4é .0,,(w’)O,3(v') = & (u—v)#, (u+0)— (u—v)o, (u+) 
se — By, (U— 0) By, (U0) + Fy, (W— 2) By (U+ 0), 
= *) Dieselben befinden sich bereits in meiner Promotionsschrift, mit Aus- 


nahme der letzten sechs, 
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48° -Oy,(w) Og. (0) = O (u—v) Bo, (u-+4+-0) — Oy, (U—v) 9, (u+v) 
+ 43,(u—v)8, (uv) —, (u—v)9,,(u+2), 
4e -0, (w)O, (v') = 4, (u —v)%, (u+ v)—9,(u—v), (u+2) 
— 85,(u—v) 8, (u+0)+9, (u—v) Fs, (u+%), 
— 4e".0, (u’) 9, (v’) = 8, (u—v)4,, (u+v)—- 8,,(u— v)d, (u+v) 
+ Fo (u—v)% (u+v)—F, (u—v) Fy (u+>), 
—4e" -8,,(w’) 02, (v') = 4, (u—v) 9, (u+-0) — 8, (u—v) 4, (w+0) 
— 3), (u—v)d, (ut+v) + O (u—v) 8, (u+r). 
Die Abhiingigkeit der beiden Integralsysteme ist dabei definirt durch: 


+ __ 2 (Tyg Vq — Te2%) 6 Ty Vg — TV 
9% =- » y= —— ae ated 

, 2 To. , Ti TH 
emai A Tio > N” tz = oN 


2 
N = tig — %%4T9- 


Die hier angeschriebenen Gleichungen sind wohlbemerkt nur in ihren 
Verhialtnissen richtig, indem man sich auf Seite der kleinen Thetas 
einen Proportionalitiitsfactor @ hinzuzudenken hat. 


Aus den 6 Gleichungen fiir die ungeraden Thetas folgen noch 12 
weitere, welche auf der linken Seite nur noch eine ungerade Function 


enthalten; sie mégen ebenfalls hier Platz greifen, da ich spiiter darauf 


zuriickkommen werde. 


Oh 39, = 3, , + 9; A;, ok, 04; = 3, 3,, — 9, D,,, 
ok, 0, = 4, O + 4,4, Qk,,0,, = 3, F, — B,,9,,, 


Oh, 01, = FoF, + Fy, , ok, Oy, = 3,9, — In , 
Ok, Oo. = Fy.Fy. + DB B , ok, 0, = 8,4). — % 4, , 


Oh, Oyo = Fog 9,3 + Foy F4, Ok,,0, = Py, 91, — Oy,9,,, 
Ok, O,, = Fy, 9%, + F139), Qk 39, = Dy, F, — 4,39). 


III. Zweitheilungsproblem der hyperelliptischen Functionen. 


Dieses Problem beschiiftigt sich damit ein Integralsystem in der 
Art auf sich selbst zu beziehen, dass jedem Integral des Systems ein 
Integral von doppeltem Werthe entspricht. Gleiches gilt auch fiir die 
Integrale zwischen den Verzweigungspunkten, d. h. die halben Perio- 
den miissen auf die ganzen bezogen werden. Erinnern wir uns aber 
an die Zuordnung, wie sie durch eine quadratische Transformation ver- 
mittelt wird, welche einer Gruppe von 24 Transformationen angehort. 


Kine solche Transformation zweimal nach einander angewendet bezieht 
die Perioden: 











naw ef. OS OlCOUPR 
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Pi Pe” Ps Ps Ds De 
See? Le ee eee 


auf: 
Pry Po Ps’; Py"; Ps’; Po (mod. 2 P.) 
Soll diese Zuordnung nicht nur mod. 2 P., sondern absolut gelten, so 
miissen wir noch nachtriiglich eine einfache lineare Transformation 
anwenden, die sich von der Identitiit nur mod. 2 P. unterscheidet, also 
die Thetafunctionen in sich tiberfiihrt noch multiplicirt mit vierten’Ein- 
heitswurzeln. So fiihrt die zu Ende des vorigen Abschnittes gegebene 
quadratische Transformation zweimal angewendet die Perioden: 
1 | ' 1 | 4 1 

2% $10 vives FP old Ped] 
iiber in: 

ti |—tiz, —1|0, — th |—tie—1l, —tig|—t92, O|—1, —tie—1|—tae, 
und eine weitere lineare Transformation in: 

Ti | Tie, 1|0, Tu | Tie+1, Tio | Toe, 0 | 1, Ti2+ 1 | Too. 
Da aber durch eine solche Zuordnung die betr. Transformation vollig 
bestimmt ist, so wird dann gleichzeitig: v,' | v, = 2v,|2v, und 
Ti = T14) Tig = Tp, T22 = T.93 Wie auch die Rechnung leicht ergiebt. 
Wir sind somit in den Stand gesetzt mit Hilfe der Formeln jener 
quadratischen Transformation die Relationen fiir das Zweitheilungs- 
problem sofort hinzuschreiben, wie dies in der auf der folgenden Seite 
wiedergegebenen Tabelle geschehen ist. 

Man ersieht hieraus zugleich, dass fiir die 16 Gruppen von 6 
Thetas, zwischen deren Quadraten lineare Relationen bestehen, der 
Satz gilt, dass die Summe der (mit dem richtigen Vorzeichen genom- 
menen) vierten Potenzen dieser Thetas verschwindet. 


IV. Die Geometrie der Kummer’schen Fliche. 


Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten die Kigenschaften der 
Thetafunctionen kennen gelernt, soweit sie weiterhin Verwendung finden 
sollen, und wenden uns jetzt einer geometrischen Beleuchtung der iibrigens 
bekannten Eigenschaften der Kummer’schen Fiche zu, um gestiitzt auf 
beide Untersuchungen die Frage nach der Bedeutung der hyperelliptischen 
Functionen fiir diese Fliche mit Erfolg in Angriff nehmen zu kénnen*). 
Den naturgemissen Ausgangspunkt fiir das Stadium der Kummer'schen 
Fliche bietet die Liniengeometrie in der Behandlung der Complexe 
2. Grades. Hier ist die erste Bedingung fiir eine sachgemiisse Be- 
handlung die, ein geeignetes Coordinatensystem zu finden. Man wihlt 
dazu ein System von 6 in Involution liegenden linearen Complexen, 


*) Siehe die Abhandlungen von Klein im 2" u. 5'" Bande dieser Annalen. 











Tabelle zum Zweitheilungsproblem. 
494 (v) = 8H, (20) + 8, By (20) + Coy Ogg (20) + Ch Hy (20) + C3, Hyg (20) + chy O14 (20) — Cho Hyp (20) — C3 By (20) — Cf M, (20) — Cg Hyg (20), 
49%,~)—= + + + a ~ - ~ + - ~ : 


- + - - - - 


49}, (0) = + 
+ + + + + + 


495 (v) = + 
49 (0) = + 
404 (v) = 
4 a, (v) = 
464, (v) = 
483, (v) = 
484 (vl) = 
4 a, (v)= 
4 af (v) = 
4 O4, (v) = 
4 94, (v) = 


4 O41, (v) = 


a 
+ 
ot 
+ 
+ 
+ 
oh 
+ 
te 
+ 
~ 
+ 
~ 
4. 


404, (v) = 
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die mit: 2,—0, 2 —0, --- 2,0 bezeichnet sein sollen. Diese 
Complexe bestimmen zu je zwei 15 Congruenzen und zu je vier 15 
Geradenpaare, welche jenen Congruenzen als Directricen zugehdren, 
und zwar gehéren sie immer der Congruenz derjenigen beiden Com- 
plexe als Directricen zu, denen sie nicht als Geradenpaar angehéren. 
Je drei Complexe bestimmen die eine Erzeugung einer Fliache 2. Ord., 
wihrend die 3 tibrigen Complexe die andere Erzeugung bestimmen, es 
entstehen so 10 Flichen 2. Ord.; jeder Erzeugung gehéren 3 Directricen- 
paare an. Diese Directricenpaare bilden noch eine andere interessante 
Gruppirung; es lassen sich niimlich 15mal 3 Paare so bestimmen, dass 
von den zugehérigen Congruenzen keine zwei einen linearen Complex 
gemein haben (dem entsprechend dass man 6 Elemente 15mal in 3 
Paare spalten kann), und solche 3 Paare bilden dann die Kanten eines 
Tetraeders*). 


Auf ein solches System von 6 in Involution liegenden linearen 


Complexen, dessen Einzelheiten wir uns soeben vor Augen gefiihrt 
haben, bezieht man die Complexschaar: 


aa aig eae eat tee 
car © Gat * + cc = 0, 
wobei die Liniencoordinaten immer der Gleichung: 


@? + 22+ -+++ 27 =0 
zu geniigen haben. 

Dieses Complexsystem giebt zu einer Begriindung__,,elliptischer“ 
Liniencoordinaten Anlass. Jedem Complexe gehért nimlich ein Para- 
meter 4 zu, jeder Geraden also 4 Parameter 4,, A,, 43, 4,, da sie 4 
Complexen angehért. Nun schneiden sich aber 4 Complexe 2. Grades 
in 32 geraden Linien, demnach kommen die Parameter A,, 4,, 45, a, 
immer 32 Geraden in gleicher Weise zu. Die Coordinaten dieser Ge- 
raden sind bis auf die Vorzeichen gleich und bestimmen sich durch 
die Gleichung: 


g—4i) (ky — 42) (Kg — 4s) (Fg — A 
hie eet 





*) Diese 15 Tetraeder bilden den bequemsten Uebergang von dem System 
der Liniencoordinaten, welches sich auf die 6 linearen Complexe 2,=0---2,=0 
bezieht, zu Puuktcoordinaten. Ersteres gruppirt die Geraden des Raumes zu je 
$2 zusammen (ihre Coordinaten unterscheiden sich nur in den Vorzeichen), die 
Punkte und Ebenen dagegen zu je 16, wiihrend ein Coordinatensystem bezogen 
auf eins der 15 Tetraeder diese Gruppen in 4 Untergruppen zerlegt, Die vier 
Punkte resp. Ebenen einer Untergruppe unterscheiden sich in den Coordinaten 
durch zwei Vorzeichenwechsel, dagegen gelangt man von einer Untergruppe zur 
anderen, indem man die Coordinaten in zwei Paare theilt und die Elemente jedes 
Paares mit einander vertauscht. 


Mathematische Annalen. XV. 22 
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wenn f = (k, —4)(k, —4)-++(kj—4) und f' (ke) = SF gebildet fir 
A =k, ist. 

Dieses elliptische Coordinatensystem, welches durch die obige 
Complexschaar definirt ist, steht natiirlich in fundamentaler Beziehung 
zu der Kummer’schen Flache, die wir als gemeinschaftliche Singulari- 
tatenfliiche aller Complexe jener Schaar erhalten. Eine Linie mit zwei 
gleichen Parametern ist Tangente der Fliche z. B. 4,, 4,, A,==A,=A; 
lassen wir den Parameter A sein ganzes Werthsystem durchlaufen, 
wihrend wir 4, und A, festhalten, so bekommen wir das Tangenten- 
biischel in einem bestimmten Punkt der Fliiche, den wir deshalb mit 
4,, 4, bezeichnen wollen. Fiir 4= 4, resp. 4 =A, erhalten wir die 
beiden Haupttangenten des betr. Punktes, so dass die Haupttan- 
genten drei gleiche Parameter aufweisen. 


Die hier besprochene Parameterdarstellung der Punkte der Kum- 
mer’schen Fliche erhalt eine grosse Kinfachheit und Uebersichtlichkeit 
dadurch , dass die Curven 4 = Const. die Haupttangentencurven dar- 
stellen; es erhilt also jeder Punkt die Parameter der beiden durch ihn 
verlaufenden Haupttangentencurven. Die Curven schneiden sich zu je 
zwei in 32 Punkten, welche gleiche Parameter besitzen. Solche 32 
gusammengehoérige Punkte bilden 2 Gruppen von je 16 Punkten; die 
Punkte einer Gruppe zusammengenommen mit den Tangentialebenen 
in den Punkten der anderen bilden ein System, wie es das zu Grunde 
gelegte Coordinatensystem der 6 in Involution liegenden linearen 
Complexe definirt. Ein solches System bilden auch die 16 Knotenpunkte 
und 16 Doppelebenen der Kummer’schen Fliche, deren Gruppirung 
ich sogleich angeben werde. 





Vorher sei nur noch der Fall erwil.nt, dass einer der beiden Para- 
meter eines Punktes einen der 6 Werthe ke annimmt. Der obigen 
Schaar quadratischer Complexe gehéren niimlich doppelt zihlend auch 
die 6 Fundamentalcomplexe xz, = 0, 2, =0,--- 2 =O zu und wir 
erhalten unter den Curven 4=Const., den Werthen Const.=h,, k,,---k, 
entsprechend, 6 ausgezeichnete Haupttangentencurven. Diese haben 
die Kigenschaft, dass sie von einer beliebigen anderen Curve 4—Const. 
nur noch in 16 Punkten geschnitten werden, die 32 Punkte des all- 
gemeinen Falles sind hier paarweise zusammengefallen und bilden 
nur noch eine einzige Gruppe von 16 Punkten. Sodann sei noch hervor- 
gehoben, dass die Geraden, deren Parameter 4,, 4, und 4, = A, = k, 
sind, die 6 Doppeltangentensysteme der Kummer’schen Fliiche bilden. 
Die Geraden endlich, deren Parameter paarweise gleich werden, also 
A, = 4,, 4, = 4,, liegen in den 16 Doppelebenen oder verlaufen durch 
die 16 Knotenpunkte. 

Um nunmehr die gegenseitige Lage der 16 Knotenpunkte und 16 
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Doppelebenen zu besprechen, bediene ich mich der beistehenden Figur.*) 





‘ Siestellt uns schematisch eine Kum mer’scheFliche dar, die in ein doppelt 
zihlendes Hyperboloid tibergegangen ist; man sieht, dass das Hyperboloid 
» bei diesem Grenziibergange durch 8 Erzeugende (von jeder Art 4) in 16 
g Theile zerlegt wird; acht von diesen Theilen (sie sind in der Figur 
P schraffirt) denken wir uns doppelt iiberdeckt, dann haben wir eine voll- 
” stindige Vorstellung der betr. Kummer’schen Fliaiche. Die 16 Durch- 
i —t der renner des Hyperboloids stellen die 16 Knoten- 
a, punkte vor, die hier willkirlich numerirt 
» sind. Markiren wir einen Knotenpunkt, 
it so liegen auf den durch ihn verlaufenden 
» Erzeugenden noch 6 weitere Knotenpunkte, 
- sie gehéren einer Doppelebene an; der in 
ihr befindliche Tangentialkegelschnitt ist 
- zerfallen und wird von den beiden ge- 
it nannten Geraden gebildet. Werden die 
r- Doppelebenen durch rémische Ziffern be- 
Ms Yj nannt, und legt man ihnen die niimliche 
je Wdddda Uddde Zahl bei, welche der Durchschnittspunkt 
32 ine beiden in ihr liegenden Geraden triigt, so erhilt man eine tiber- 
lie sichtliche Lagerung der Knotenpunkte in den 16 Doppelebenen; so 
en liegen z. B. in der Ebene VII die Knotenpunkte 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
de Ausser dieser Anordnung der Knotenpunkte zu je 6 ist noch Folgen- 
en des anzufiihren. Es lassen sich 60mal 4 aus ihnen so aussuchen, dass 
te keine 2 in einer Doppelebene liegen; 4 solcher Quadrupel gehéren immer 
ng zusammen, insofern sie die simmtlichen 16 Knotenpunkte enthalten. 
Um diese Quadrupel zu finden, wihle man eine Doppelebene beliebig 
ra- aus, theile ihre Knotenpunkte in 3 Paare, und lege dann durch jedes 
en Paar die weitere Tangentialebene; in diesen 4 Ebenen liegen dann 
ich 12 Knotenpunkte, die natiirlich auf einer F’, liegen, wihrend die 4 
wir restirenden Punkte eins der Quadrupel bilden, Sechs Knotenpunkte 
‘kg kann man aber 15Mal in 3 Paare spalten, eine Doppelebene giebt also 
yen zu 15 Quadrupeln Anlass; alle 16 Ebenen aber zu 4-15 — 60 Quadrupeln, 
ist. da man zu jedem Quadrupel von 4 Ebenen aus gelangt. Wir haben 
all- gesehen, dass 4 dieser Quadrupel immer zusammengehdéren; diese 
len kénnen 3 Mal in 2 Paare getheilt werden, so dass sich im Ganzen 15 
or- Paare von je 8 zusammengehdrigen Punkten ergeben. 
Ike ie 
en. *) Weitere Auseinandersetzungen finden sich in meiner Promotionsschrift: 
so »Betrachtungen iiber die Kummer’sche Fliche etc.‘‘ Modelle dieser Fliiche, von 
rch mir im math. Institut des Miinchener Polytechnikums ausgefiihrt, finden sich im 
Verlag von Brill in Darmstadt. 
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V. Zusammenhang der hyperelliptischen Functionen » = 2 mit der 
Kummer’schen Flache.*) 


Wir kennen dreierlei Thetafunctionen, welche sich alle drei auf 
der nimlichen Kummer’schen Fliche deuten lassen, und haben in 
den ersten Abschnitten das néthige Material in ihren gegenseitigen 
Beziehungen aufgehiuft, um zusammengenommen mit den bekannten 
Relationen, welche zwischen den 16 Thetas eines und desselben Systems 
bestehen, diese Deutung mit Leichtigkeit ausfiihren zu kénnen. Zu 
diesem Zweck wollen wir eine bestimmte Bezeichnung fiir die ver- 
schiedénen Integralsysteme und ihre Thetas festsetzen, Das zu Grunde 
gelegte Integralsystem bezeichnen wir mit v, | v,, seine Perioden mit 
Ti4> Ty2> T23} das daraus durch quadratische Transformation abgeleitete 
sei v, | v,, und die zugehdérigen Perioden 111, ti2, tse, jedoch soll nur 
von solchen quadratischen Transformationen die Rede sein, welche einer 
der besprochenen Gruppen von 24 Transformationen angehéren, also 
zweimal angewendet zur Zweitheilung fiihren; das Integralsystem end- 
lich, welches aus dem ersten Systeme durch Zweitheilung hervorgeht, 
(also aus dem zweiten durch nochmalige quadratische Transformation) 
bezeichnen wir mit v,” | v,” und seine Perioden mit 111, t)2, T23, 80 dass 
also: v,"|v," =2v,|2v, und tii, ti, TH—=T,,, T12, To2- Die den Integral- 
systemen zugehdrigen Thetas sollen den Integralen entsprechend ohne 
Accent, mit einem Accent oder mit zwei Accenten geschrieben werden. 

Nachdem wir diese Bezeichnungen festgesetzt haben, wenden wir 
uns der Ausbreitung der Integralsysteme auf der Kummer’schen Fliche 

zu und beginnen im Anschluss an die liniengeome- 

trischen Entwickelungen des vorigen Paragraphen mit 

dem Integralsystem v,” |v,".**) Wir haben bereits eine 
Parameterdarstellung der Punkte der Kum mer’schen 

Fliche angegeben, indem wir jeder Haupttangen- 

tencurve einen Parameter 4 beilegten, und haben 

dabei gleichzeitig bemerkt, dass den Parametern 

k,, ky, --++k, entsprechend die Punkte der Haupt- 

tangentencurve paarweise zusammenfallen, dass also 

die betr. Curven doppelt zihlend der Schaar der 

hk, %, Haupttangentencurven angehért. In der beistehen- 
A den Figur***) sehen wir ein Stiick einer Curve 4, und 
bemerken, wie die beiden Aeste einer solchen Curve in dem Grenz- 
falle der Curven k, und k, aufeinanderfallen. Jeder Erzeugenden der 
Tangentialkegel in den Knotenpunkten kommt dabei ein Parameter 


*) Vgl.die Abhandl. von Cayley u. Borchardt im Crelle’schen Journal Bd.83. 
**) Die Irrationalitit dieser Integrale ist: (4) = (k,— 4) (ke —4)--: (kg — 4). 
***) Vergl. Klein und Lie im Monatsbericht der Berliner Acad. von Dec. 1870, 
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4 zu, und ebenso den Punkten der Tangentialkegelschnitte (dieselben 
sind projectivisch auf einander bezogen). Deuten wir also das ganze 
Werthgebiet der Variablen 4, das reelle und imaginire, auf einer 
Riemann'schen Fliche, welche in den 6 Punkten k,, k,,-+-, kg Ver- 
zweigungspunkte besitzt, so kommen den beiden Zweigen einer und 
derselben Haupttangentencurve zwei tiber einander liegende Punkte der 
tiemann’schen Fliche zu; den 6 Curven k,, k,, -- + kg, deren Zweige 
zusammenfallen, entsprechen die Verzweiguugspunkte. Den Punkten 
der Kum mer’schen Fiche entsprechen auf der Riemann’schen Fliche 
Punktepaare, und zwar reprasentirt ein Punktepaar 4,, 4, die 32 
Durchschnittspunkte der Curven 4, und 4,. Ein solches Punktepaar 4,, A, 
der Riemann’schen Fiche repriisentirt aber auch 32 verschiedene Integral- 
werthe mod 2 P., verschiedenen Integrationswegen entsprechend, wir 
kénnen desshalb diese 32 Werthe jenen Punkten einzeln zuordnen. Zu 
diesem Zwecke bezeichnen wir, wie schon gesagt, die Normalintegrale, 
welche jener Riemann’schen Fliche zugehéren, mit v,"|v,", ferner die 
Punkte des oberen Blattes mit A+, die des unteren mit A-, und bilden 
die Integrale :*) 


at ay at ay at oy ar = 
Jan'+f av;'| facs'+ fary und avy’ + fac Jav'+f dv,”. 
a a 3 “ a 2 i 


Durch Abinderung des Integrationsweges erhalten wir so je 16 ver- 
schiedene Parameterpaare mod, 2 Perioden; zu denselben Werthen, nur 
negativ genommen, gelangen wir, wenn wir 47, 4, resp. 4, , at als 
Grenzen einfiihren. Jedem der genannten 32 Punkte kénnen wir nun ein 
solehes Werthepaar zuordnen, wobei das Vorzeichen beliebig ist; zu- 
gleich ersieht man, dass diese Punkte in 2 Gruppen zerfallen, die Para- 
meterwerthe der Punkte einer Gruppe unterscheiden sich unter sich nur 
um ganze Perioden. Auch durch ihre Lage auf der Kummer’schen Fliche 
unterscheiden sich beide Gruppen leicht. Achten wir nimlich auf obige 
Figur; der von 2 Kegelschnitten begrenzte Theil der Kummer’schen 
Flaiche zerfallt durch die Curven k, und k, in 4 Theile, 2 grenzen an 
die Knotenpunkte und 2 an die Kegelschnitte; die ersten beiden Theile 
werden von Punkten der einen Gruppe, die letzteren von Punkten der 
anderen Gruppe erfiillt, da sich in diesen Curvenzweige derselben Art, 
in jenen Zweige verschiedener Art schneiden. 

Die Knotenpunkte und die Punkte der Kegelschuitte in den Doppel- 
ebenen sind als Schnittpunkte unendlich naher Haupttangentencurven 
aufzufassen und zwar estere als Schnittpunktg verschiedener, letztere 


— | “ ~~ ' - ~_ 


~~ 


*) Die unteren Grenzen a, #8 sind nach Prim ,,Neue Theorie der ultraellip- 


a a 
tischen Functionen “ so gewahlt, dass: @(fdo, | fav,) = 0 ist. 
" B 
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als Schnittpunkte gleichartiger Zweige; die Parameter der Knoten- 
punkte erhalten desshalb die Werthe: 


at i- at _ 


fan," +f dv," fave’ aa fav,” == ganzen Perioden, 
a « B 8 
die Parameter der Punkte der Kegelschnitte die Werthe: 


i 2 
2 fav,” 2f dv,” 
& B 


Besonderes Interesse haben auch die Parameter der Punkte de: 6 aus- 
gezeichneten Haupttangentencurven, fiir die Curve k, erhalver wir z. B. 
a a 

f aw,” | fav,’ 

& he 
analog fiir die Curven k,, kj, --+k,; d. h. aber mit anderen Worten 
fiir jede dieser Curven verschwindet cine ungerade Thetafunction, oder 
diese Functionen = 0 gesetst stellen jene Curven dar. Die 8 Durch- 
schnittspunkte je zweier Curven k, endlich erhalten als Parameterwerthe 
die Integrale zwischen den betr. Verzweigungspunkten. 

Diese Resultate geniigen um durch Continuitiitsbetrachtungen die 
Gruppirung der ganzen Perioden auf der Fliiche anzugeben. Wir 
wissen, dass die Knotenpunkte in einer Doppelebene die Parameter 

ke ky 
2 f dv,” 2 af dv,” erhalten, abgesehen von einer ganzen Periode, die 


jedoch fiir. alle 6 Knotenpunkte in gleicher Weise auftritt. Nehmen 
wir nun noch an, dass fiir unsere Normalintegrale: 


ka ka 
Jan Je v, = %1 | Ti, 


fie five aS T13 T32, 
iy hy 

Jani favy” =1/|0, 

° ka 
ky ky 

Jae’ Jae =0|1, 

k 'S 


wird, und setzen fest, dass dem Punkte 1 der Werth 0 | 0 zugehdrt, 
so folgt mit Riicksicht auf die Figur der pag. 25 die Zuordnung: 
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1 2 3 4 5 6 7 
O10, tilts, ti 1 itis, 1]1, tig 1jta+1, tia+1)t, 1/0, 
8 9 10 
tit llni+tl, witrs+l\|ta+r+1, ci+rni+1\r+rH, 
11 12 13 14 15 16 


tii |tiS- 1, tii tis | iste 1, tii eis| Tiss, TH] TH8, TH3| TH+ 1, 0/1. 

Man iibersieht hierbei sofort, was die 720 linearen Transforma- 
tionen der Integralsysteme fiir die Kummer’sche Flache bedeuten, 
niimlich eine Vertauschung der 6 Fundamentalcomplexe 2, = 0, 
ty = 0, +++ 2, = 0, was eine bestimmte Vertauschung der 10 Flachen 
2. Grades und der 15 Congruenzen zur Folge hat. Die Vertauschung 
der Congruenzen ist mit einer Vertauschung der 15 Perioden (mod. 
2 P.) identisch, wihrend die Permutation der 6 Complexe und damit 
der 6 Curven k, eine gleiche Permutation der ungeraden Thetas und 
die Permutation der 10 F, eine gleiche Vertauschung der geraden 
Thetas bedingt; denn die ungeraden Functionen stellen = 0 gesetzt 
die Curven k, dar, und die geraden, wie wir sehen werden, die 10 F,. 
Bei einer solchen linearen Transformation werden 16 zusammengehirige 
Punkte vertauscht und zwar in der Art, dass 6 Punkte, welche vorher 
in einer Ebene lagen, wieder in eine solche zu liegen kommen; hieraus 
ergiebt sich riickwiirts die im ersten Abschnitte gegebene Darstellung der 
linearen Transformation. 

Wir wenden uns jetzt der zweiten Darstellung der Kummer’schen 
Fliche durch Thetafunctionen zu, nimlich der Borchardt’schen. Sie 
ergiebt sich aus der soeben erérterten durch Anwendung einer qua- 
dratischen Transformation; wir wiihlen hier, um einen bestimmten Fall 
vor uns zu haben, die im zweiten Abschnitte ausfiihrlicher behandelte 
Transformation. Die 16 Knotenpunkte erhalten dann die Parameter- 


werthe: 
1 2 3 + 5 
r +4 Sire tT’ cs | AA ‘ t’ . tv’, 1 

0/0, 1/0, > +1 >> 5 + tie + +t, +t st+t+3> 

6 7 8 9 
4 | F4 1 ty! t t ‘ | t4 : 7} y | t4 : 1 
TlTt3 > >> zy ttietl | + te, go ttatl) S+tet35, 

10 11 12 13 14 15 «16 


Ti Tie 1 , , , 1 | 1 | 1 , , 1 , , 

. tea = ty Tio-+-1| T22, Ti+] Trt 5) l\5) 0 2? Ti2 Tt +5, T12| T22- 
Diese Punkte sind jetzt nicht mehr gleich berechtigt, nur 4 von ihnen 
weisen noch ganze Perioden als Parameter auf, wihrend die anderen 


Werthe besitzen, wie sie vorher die Schnittpunkte zweier Curven k, 
(Doppelinflexionspunkte) besassen. Wiirde man diese Parameter in 
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liniengeometrischer Weise deuten, so wiirde die bez. Kummer’sche 
Flache nur zum vierten Theile von denselben iiberdeckt. Wiahrend 
sich bei der liniengeometrischen Darstellung 16 zusammengehidrige 
Punkte nur um ganze Perioden unterscheiden, so unterscheiden sie sich 
hier um die obigen 16 Werthepaare, welche durch die Wahl der qua- 
dratischen Transformation bedingt sind. Erinnern wir uns nun daran, 
dass der hier benutzten quadratischen Transformation die vier Theta- 
functionen @,', 4, 34, #,/ als charakteristisch zugehdren, und be- 
denken, dass dieselben bei Vermehrung ihrer Argumente um jene 16 
Werthepaare entweder paarweise ihr Vorzeichen iindern, oder sich in 
bestimmter Weise vertauschen, so kommen wir zu folgendem wichtigen 
Schluss: .Die vier Thetafunctionen 4,', 3¢,, O3:, 3,’ mit ihren Vorzeichen- 
dinderunger und Vertauschungen bedeuten die homogenen Punktcoordi- 
naten von 16 zusammengehirigen Punkten der Kummer’schen Fliche 
bezogen auf’ eins der 15 Fundamentaltetraeder (Tetraeder, deren Kanten- 
paare von den Directricenpaaren der 15 Congruenzen gebildet werden). 
In der That besitzen, wie wir aus einer Anmerkung des vorigen Ab- 
schnittes ersehen, die Coordinaten von 16 zusammengehérigen Punkten 
bezogen auf ein solches Tetraeder die genannte Kigenthiimlichkeit.— Um 
alle Punkte der Kummer’schen Flaiche zu erhalten, miissen wir den 
Integralen v,' | v, alle méglichen Werthe beilegen, daraus folgt, dass 
die Functionen @,’, #1, 3;, & immer Coordinaten der Punkte der 
naimlichen Fliche darstellen, welche Werthe wir auch den Argumenten 
ertheilen mégen. Das heisst aber nichts anderes, als dass die Glei- 
chung der Kummer’schen Fliche eine identische Relation wird, wenn 
wir an Stelle der z, y, 2, w jene Thetas einfiihren. Die zwischen vier 
Thetafunctionen bestehende biquadratische G6 pel’sche Relation, welche 
Borchardt*) in die Form gebracht hat: 


85 '+ Fu'+ ds! +8, 4 
, , 
43 __ % rents M,, 65" fecrte 2+ 6c) 


(6262 yi 2) ( 2 2 22) (C24 a, O01 F549, 


25 , 
Cy yr — 54 Sy) C; 74 — Cos €°) (e,"cy* — yg Co) Y) 





4 
_ & *+eot — ey —¢ 


, , , , 
. vg (85 * Bor? — O51? 8, ?) 
ad 4 272 2 ~ 
5 So1 — 34% — Vy, 
4 ft 
C, +c) 1° 
: '2g./2 29/2 
a’ rags (9, ? O30? — Bui? B,'”) 
C5 gq — Co “2 
¢,*-+-¢;$ 
Cy —¢ —<é¢, 
“on ‘st ; 
= a (8, 2-9, ? — Bor? O51?) 
C5 Cg — fe ss J 














geht also fiir: 


*) Borchardt, Crelle’s Journal Bd. 83. 











-_ se a tee ee 











Hyperelliptische Functionen und die Kummer’ sche Fliche. 345 


=2, O%—y, B—2, i—wW, 

Cy =X, Ch = Yo, Co = 2%, COL = Wo, 

in die Gleichung einer Kummer’schen Flache, bezogen auf ein 
Fundamentaltetraeder, tiber, deren einer Knotenpunkt in 2 yp % Wy 
liegt, wihrend sich die tibrigen in der oben geschilderten Weise daraus 
ableiten. 

Diese neue Darstellung lisst sich auf 15 verschiedene Arten effec- 
tuiren, da die Kum mer’sche Fliache auf irgend eins ihrer Fundamental- 
tetraeder bezogen werden kann, jedem Tetraeder gehdrt eine der 15 
verschiedenen Classen quadratischer Transformationen zu; der Umstand, 
dass jede Classe eine Gruppe von 24 Transformationen enthilt, findet 
darin seine Begriindung, dass nach Auswahl des Tetraeders die Ecken 
desselben noch 24 Permutationen gestatten. 

Kehren wir nun wieder zu jener Gleichung zuriick; unsere Fiche 
ist bezogen auf das Tetraeder 12, 34,56, wobei 12, 34 und 56 die 
Directricenpaare der Congruenzen 2, = 0, 2, = 0; 4, = 0, a, = 0; 
und z,=0, a= 9 sind. Die gegenseitigen Beziehuugen zwischen 
den Linien- und Punktcoordinaten sind bekanntlich gegeben durch die 6 
Gleichungen: 


Ty By Yy — Yi Hq HP 2, Wy — W, hy , 
v= ; (1 Y2— Yu Ly — 2, Wy + W 20), 
Hy = — Uy hy — By Ly FW, Yy— YW, , 
vs == (a, hy — % Ly — Wy, Yy + YyW2) 


Hy = — Ly Wy — Wy Hy HF Yy Zp — Yo 5 
t= : (1 W, — WL, — Y, By + % Yo) - 
Bezeichnen wir die Complexe a, = 0, 2, =O, +++, 7% =O mit 
1, 2, 3, 4, 5, 6, so haben wir ferner folgende Gleichungen fiir die 
Flachen 2'" Grades: 
135, 246---2@+y4+2+w—0, 
136, 245--- a? —y— 22+ uw? =—0, 
145, 236-.-- 22? —y+2—w?=—0, 
146, 235--- 2? +y—22—w?=0, 


124, 356 --- 2 (az + yw) =0, 123, 456 --- 2(xe — yw) =0, 
125, 346 --. 2(aw+ yz) =0, 126, 345 --- 2(aw— ys) =0, 
134, 256-- +2 (cy +2w) =0, 156, 234 --- 2(ay — ew) = 0. 


Achten wir nur auf den Durchschnitt mit der Kummer’schen Fliche, 
so kénnen wir fiir x,y, 2, w die obigen Werthe einsetzen und finden, 
dass jene 10 Flichen zweiten Grades der Reihe nach dargestellt werden 
durch die 10 geraden Thetas: 
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9,” = 0, = 0, 0," =0, M0, B=, 
oi, = 0, #3 =0, %”=—0, 2,"=—0, 03 =0, 
welches Resultat mit unserer ersten Parametervertheilung in vollem 
Einklang steht. Weiter hatten wir bereits gefunden, dass die 6 un- 
geraden Thetas verschwinden fiir die 6 Curven k,, k,,---k,, und zwar 
werden diese Curven der Reihe nach dargestellt durch: 
84=0, 8,°=0, t4—0, H3—0, F2—0, F,” —0. 
Auch dieses Resultat stimmt mit der gemachten Transformation iiber- 
ein, indem die 6 Liniencoordinaten 2,, 7,,---%,, wenn wir in ihre 
auf der vorigen Seite angegebenen Werthe die Functionen 4,', du, 
%s,, ,, einfiihren und sie alsdann durch die transformirten Functionen 


ersetzen, als Producte zweier ungeraden Thetas mit gleichem Index und 
verschiedenen Argumenten erscheinen, nimlich: 


” ” ee we 
ty = Fua(u)Fa(0); 2. = | Fy (uw) 3° (0); 
we ” 1 of 
Ly = Du(uFou(v); «2, = = AY (u) FY (0); 


u 
’ ” 1 ” ” 
@; = Deg (u)Pa(v); xa = = Fy (uw) 9,"(e)- 


Die Bedeutung fiir das Verschwinden der Thetas haben wir, soweit 
sie dem Integralsystem v,"|v,” angehéren, hiermit angegeben, es eriibrigt 
noch die Bedeutung des Verschwindens derselben fiir das durch quadra- 
tische Transformation abgeleitete Integralsystem v,’ | v,' zu ermitteln. Vier 
dieser Thetafunctionen, nimlich @,', s,, #,', Io. geben uns = 0 gesetzt 
die Durchschnittscurven 4, Ord. der Kummer’schen Fliche mit den 
Seitenflichen des Fundamentaltetraeders 12, 34, 56. Die Quadrate der 
12 iibrigen Thetas lassen sich durch die Quadrate jener 4 ausdriicken; 
wenn man also an deren Stelle in jenen = 0 gesetzten Ausdriicken die 
Coordinaten x, y, 2, w einfiihrt, so erhailt man Fliichen 2. Grades, die 
das genannte Tetraeder zum Polartetraeder haben. Gehen wir von 
diesen Gleichungen wieder zu den Gleichungen in den Thetas zuriick, 
so erhalten wir die Durchschnittscurven der F’, mit der Kummer’schen 
Flache; da aber eine solche Gleichung ein volles Quadrat wird, so 
folgt, dass jene Flichen 2. Grades die Kummer’sche Filiche lings 
einer C, beriihren. Jede dieser 12 Flichen resp. Curven geht durch 
8 Knotenpunkte; so gehen: 


#20, 3,0 durch die beiden Quadrupel 3, 4, 7, 8 und 5, 6, 9,10; 
ai. . . b 3, 4, 7, 8 ,, 12,13,14,15; 
9,=0,%%,=—0 , » » - 3, 4, 7, 8 ,, 1, 2,11, 16; 
a ; 5, 6, 9,10 ,, 1, 2,11,16; 
a »  12,18,14,15 ,, 1, 2,11,16; 


9,—=0,%=0 , » »° +  —12,18,14,15 , 5, 6 9,10. 
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Wollte man Curven durch anders gruppirte Knotenpunkte baben, so 
miisste man von den v,”, v,” ausgehend andere quadratische Transfor- 
mationen anwenden. 

Auf diesen Gegenstand werde ich im nichsten Abschnitte wieder 
zuriickkommen ; jetzt gehe ich zur dritten Methode, die Kummer’ sche 
Fliche mit den hyperelliptischen Functionen zu verkniipfen, iiber; sie 
findet sich in einem Aufsatz von Cayley*) im 83. Bd, des Crelle’schen 
Journals. 

Wihrend die vorhergehende Methode an die Gleichungsform der 
Kummer'schen Fliche bezogen auf eins der 15 Fundamentaltetraeder an- 
kniipfte, griindet sich diese Methode auf die schon von Kummer gegebene 
Gleichungsform, welche voraussetzt, dass die Seiten des Coordinaten- 
tetraeders Doppelebenen und seine Eckpunkte Knotenpunkte der Fliiche 
sind. Auf diese Gestalt der Gleichung wird man aber gefiihrt, wenn 
man jene biquadratische Relation zwischen 4 Thetas in der irrationalen 
Form schreibt: 


V (c8?P esi? esa? es?) (5? — cor -os4?— cf?) 

(6595 +601 Pies Psst, F,') (¢, B,— 4s Oi Fess Fo—C, brill 
VV @ ein $c,” ) ( (¢, "2b on? —C; C$ PGE Bien ildssie anil | 4) 
(¢; 8, — ci Pa- $4 F4,+¢,'9, ) )(¢, ‘O, hei Ber C34 BS4— 292) ; 
-y*% G. C84 — Cy "c01) 2{c,” Ca++ C4 C1) ° ie Ady. Mere aeiecyes fe 
5495 Ca! Bir Os Dss— C61 Dy’) (C54; Cy DIC, Dou oii Be) } 
und an Stelle dieser Thetas die durch quadratische Transformation 

daraus abgeleiteten Functionen einfiihrt; es kommt dann: 


Vec2 R92? —Vere2ZRI2 — VeciHd2 = 0. 





Setzen wir hierin noch: 0,7 = &, 0,2? = ; 3,2? = €, 0,2 = @, so fliesst 
die Gleichung, welche Kummer in den Berliner Abh. 1866 in dem 
Aufsatze: ,,Ueber die algebraischen Strahlensysteme etc.“ gegeben hat: 


Vest &(csu+e,7§—¢egm) — Vey? etn(—ego+e3§+¢,1 0) 
— Ver e26(c2§+c%y—c3@) = 0. 
Hiermit ist die dritte Darstellung der Punkte unserer Flache durch 
Thetafunctionen gegeben; es folgt daraus unmittelbar, dass die Glei- 
chungen der 16 Doppelebenen die = gesetzten Thetaquadrate sind 


und dass demgemiiss die Kegelschnitte in diesen Ebenen durch die = 0 
gesetzten Thetas selbst bestimmt sind. Lassen wir die Bestimmung 








*) Vergl. ausserdem die in der Einleitung citirte Abhandlung von Weber. 
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eintreten, dass #,—0, #, = 0, #,=—0, #,, =O resp. die Ebenen 
1X, VI, VIII, VIL darstellen, so kommen den 16 Knotenpunkten genau 
die Hilften der Perioden zu, die denselben bei der liniengeometrischen 


Darstellung zukamen, wiihrend die Doppeltangentialebenen dargestellt 
werden durch: 


I, Il, Ill, IV, V, VI, Vu, 
9,=9, %,=—0, 0,=—0, &; =—0, %,=—0, %=—0, %, =O, 
VIll, 1X, X, XI, , ae Ale |) A 
o,=0, 8=—0, %,=—0, %=—0, F.—0, %—=—0, 3, —0, 
XV, XVI. 


Go=0, 3 = 0. 


Wir haben nunmehr drei verschiedene Parameterbestimmungen der 
Punkte der Kummer’schen Fliche kennen gelernt; wir kénnen uns 
an denselben leicht die Bedeutung der quadratischen Transformation 
und der Zweitheilung klar machen, und nachdem wir einen solchen 
Zusammenhang erkannt haben, umgekehrt aus den algebraischen Be- 
ziehungen die Formeln fiir die quadratische Transformation sowie fiir 
die Zweitheilung erschliessen. In gleicher Weise sind diese Wechsel- 
beziehungen zwischen der Kummer’schen Fliche und den hyper- 
elliptischen Functionen geeignet, die identischen Relationen, welche 
zwischen den letzteren bestehen, erkennen und tibersehen zu lassen. 
Die Gruppirung der Thetaquadrate 16 mal zu je 6, so dass zwischen 
je 4 derselben eine lineare Relation besteht, beruht darauf, dass sich 
die Doppeltangentialebenen 16 mal zu je 6 in einem Punkte schneiden. 
Die Relationen zwischen je 3 Producten sind nichts Anderes als die 
in Thetafunctionen geschriebenen Gleichungen der Kummer’schen 
Flache bezogen auf ein Beriihrungstetraeder, wihrend die biquadratischen 
Relationen uns die Flichengleichung bezogen auf ein Fundamental- 


tetraeder geben. Die liniengeometrische Darstellung endlich basirt auf 
der Gleichung: 


55 (M) yi (0) — Bs? (u) Bs? (0) + Def (uw) Hoi (v) — 8,5 (u) 8,3(0-) +. 8,3 (4) 93 (0) 
— 4,7 (u) 9? (0) = 0. 


VI. Folgerungen aus dem vorigen Abschnitte. 


Die Folgerungen, welche sich aus unserer Parameterdarstellung 
ziehen lassen, sind von verschiedener Natur. Die ersten Fragen, denen 
ich mich hier zuwende, basiren auf der liniengeometrischen Methode 
und beschiiftigen sich mit den Kigenschaften der Parameter gewisser 
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Punktgruppen auf der Kummer’schen Fliche. Wir haben bereits 

friiher gesehen, dass die Liniencoordinaten gegeben sind durch die 

Gleichung: 

VRAD (hj) (1) BD 
Vi kD) 

Daraus folgt in Uebereinstimmung mit einem friiheren Resultate, dass 


sich die Liniencoordinaten als Producte zweier Thetafunctionen dar- 
stellen lassen, niimlich: 






























0+ % : t=—=1,2,---,6. 


s 1 ” ” 
9-2, = Pyi(u, Uy) Bei (Uy Uy), + Ly =| Hy" (UF -Uy) By" (Us + 4), 


i 
” ” 1 ”” id 
9-H; = Dei(u, + Uy) PiU; +), Oey = + 815 (uy + Uy) Oi5 (Us u,) 
” ” 1 ” ” 
+X; = BES (Uy Uy) Hes (Ug + Uy), + Le =>," (Muy) OY" (Uy) , 
wobei:*) 


ay dy ay ay 
Uy = fau, Uy -| du, Us = Jaw, Uy = faw. 
a a a a 


Nun hatten wir friiher gefunden, dass 2 Durchschnittspunkte einer 
solchen Geraden u, + u, + u, + uw, und uw, + wu, — us — uw, sind; die 
beiden tibrigen werden also: u, — u,-++- v3 —- uy und wu, —u,—u, + uy, 
da wir zur Darstellung der Coordinaten 2,, 2,--+ 2, ebensogut die 
Functionen #(u,-++-u,) und #(u,-+-a,) resp. #(u,-+-u,) und O(a, + u,) 
hiitten wihlen kénnen. Aendern wir zwei der 4 Integrale u,, u., us, uy 
um eine Periode, oder kehren wir bei zwei Integralen das Vorzeichen 
um, so kommen wir zu derselben Geraden 4, A, 4, 4, zurtick, ver- 
mehren wir dagegen blos ein Integral um eine der 15 Perioden, so 
erhalten wir die 15 weiteren Geraden, deren Coordinaten aus den Coordi- 
naten %,,%,-+*,%, der gegebenen Geraden durch Umkehrung zweier 
Vorzeichen hervorgehen. Durch Umkehrung von einem oder drei Vor- 
zeichen der Coordinaten erhilt man die noch tibrigen 16 GeradenA,A, A, 4,, 
deren Parameter man dadurch gewinnt, dass man bei eimem der vier Inte- 
grale das Vorzeichen wechselt. Hiermit sind wir in den Stand gesetzt, 
die Parameter der Punkte der Durchschnittscurve einer Tangentialebene 
zu bestimmen. Die Tangenten in dem Punkte 4, 4, der Kummer’schen 
Fliiche haben ja die Parameter 4,, 4,, 4, = 4, = 4; der Beriihrungs- 
punkt der Tangentialebene hat dann etwa die Parameter: u, —u,| u,'—q , 
die beiden weiteren Durchschnittspunkte der Tangente haben demgemiiss 


*) Der Kiirze halber habe ich immer nur ein Integral geschrieben an Stelle 
A a 


der beiden fau | fav, wo «| die Normalintegrale sind. 
a B . 
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die Parameter u, + u, + 2u | uw,’ + uw,’ + 2u’ resp. u, + uw, —2u| u,’ 
+ u,’ — 2u’. Den 6 Beriihrungspunkten der durch den Doppelpunkt 
der Tangentialebene laufenden Doppeltangenten kommen, wie wir auch 
schon friiher gesehen, die Werthe: 

Uy My Ty Tyo | Hy) $F Hy + Ty. + T, + 1, ete. 
zu. 

Diese Untersuchungen iiber die Parameter der vier Durchschnitts- 
punkte einer Geraden, sowie der Punkte der Durchschnittscurve einer 
Tangentialebene fiihren zu manchen interessanten Resultaten. Ich er- 
wiihne hier nur das Wichtigste, ohne jedoch auf den Beweis einzugehen. 
Bezeichnen wir wie seither mit: 


i. ry 


u; | uy = fav Jaw, 
B 


a 


und bilden die 16 Werthepaare: 
Uy Etty & ty + eu feu, fed ee” Uy | uy’ + eu, + eu, + eu 
teu, tee ee” U,, 


indem wir ¢, &, &’, &” die Werthe + 1 beilegen, so stellen uns die- 
selben 16 Punkte der Kummer’ schen Fliiche vor, die folgende merk- 
wiirdige Gruppirung besitzen. Die Punkte liegen zu je 6 in 16 Tan- 
gentialebenen der Kummer’schen Fliiche, und zwar liegen solche 
6 Punkte auf einem Kegelschnitte, der durch den Beriihrungspunkt der 
betr. Ebene hindurchgeht; wumgekehrt schneiden sich die 16 Tangential- 
ebenen zu je 6 in jenen 16 Punkten, solehe 6 Ebenen umhiillen einen 
Kegel, der die Tangentialebene des betr. Punktes beriihrt. Wir haben 
also auf unserer Kummer’schen Fliche ein System von 16 Punkten 
und 16 Ebenen, die als Knotenpunkte und Doppelebenen einer zweiten 
Kummer’schen Fliiche aufgefasst werden kénnen; solecher Flichen 
giebt es sechsfach unendlich viele, indem die Grenzen 4,, A, --- A, 
der obigen Integrale beliebig gewihlt werden kénnen.*) 


Wir wenden uns jetzt der zweiten Frage zu, welche uns zum 
Schlusse auf das zuletzt erwihnte System von Kummer’schen Flichen 


zuriickfiihren wird; es ist dies die Frage nach denjenigen Curven auf 


der. Kummer’ schen Fliiche, liings welcher sie von anderen Flichen 
beriihrt wird, sowie nach diesen Fliichen selbst. Die Gleichungen dieser 
Flichen miissen die Eigenschaft haben, dass sie zu einem reinen 
Quadrate werden, sobald man an Stelle der laufenden Coordinaten die 


*) Kine ausfiihrlichere Darlegung denke ich in einer neuen Abhandlung 
zu geben, vergl. die Bemerkung auf pag. 38. 
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beziiglichen Thetafunctionen einsetzt, denn durch diese Operation er- 
halten wir ja den Durchschnitt jener Fliche mit der Kummer’schen. 
Ist umgekehrt die Gleichung der Berthrungscurve in den Thetas ge- 
geben, so muss sich ihr Quadrat, nicht aber sie selbst, in eine Gleichung 
zwischen den Variablen x y zw umschreiben lassen. Beachten wir 
weiter, dass bei einer quadratischen Transformation die linearen Aus- 
driicke des einen Systems gleich quadratischen Ausdriicken des andern 
werden, so gelangen wir leicht zu Gleichungen der gesuchten Art. 

So erhalten die 16 Doppelebenen die Gleichungen: 

8? = 6, 9, + nF + ch Ou + €,'8, = 0 ete. 
oder in 
©, Y,2,W und 2%, Yo, Zy, Wy 
geschrieben: 
Ly L+ Yy+%2+w,w=0, ete., 

wihrend die Beriihrungskegelschnitte: #,—=—0, #,.—0, #,, = 0, 
®, = 0 ete. werden. 

Wir kommen weiter zu den Gleichungen der beriihrenden Flichen 
2. Grades und ihrer Beriihrungscurven 4, Ordnung. Letztere miissen 
in den @ linear und in den @ quadratisch sein. Ihre Gestalt ergiebt 
sich nach den obigen Forderungen leicht, es kommt: 


P12 + Ad, — 0, resp. a, Bo + us, D5, ert 0, 
B+ 494=0, 4 4 & + wd, —0, 
a, + Ady = 0, ” 8, 33, + wd, BH, =0, 
Git 493=—0, 5 8 O&,+ Ld, 3, = 0, 
Boe + Ad = 0, 4, Dog yg + HOF, = 9, 
8, +A94=0, 4, ogy + wF,,9,, = 0; 


die letzten Gleichungen lassen sich wirklich durch quadratische Trans- 
formation aus den ersten ableiten. Die ® geben uns nur 6 solcher 
Curvenbiischel, da die Kummer’ sche Fliche, der Auswahl der quadra- 
tischen Transformation entsprechend, auf ein ganz bestimmtes Funda- 
mentaltetraeder bezogen ist. Die @ dagegen liefern 30 Curvenbiischel; 
jedes Biischel geht durch 8 Knotenpunkte, welche in 2 Quadrupel der 
friiher beschriebenen Art zerfallen; zwei Biischel gehéren immer in 
der Weise zusammen, dass sie keinen Knotenpunkt gemein haben. 
Den 15 Relationen*) ¢, co, %, 3), — Cy C349. 93, = C,C.,9,9, etc. ent- 
sprechend ergeben sich 15 Curvenbiischel, und die zugehérigen 15 durch 
Vermehren der Argumente um halbe Perioden. Um die Gleichung des 
Flichenbiischels, welches liings der Curven @, #), + 83, = 0 be- 
riihrt, zu erhalten, fiihren wir in das Quadrat dieser Gleichung die 


*) Siehe weiter unten. 
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Coordinaten x,y,z, w oder &, 7, €, @ an Stelle der Thetas ein, und 
finden so die Gleichungen: 
1 2 
pe alot (eM HE CGS — C5) + esin (—a56 + ¢,36 +¢,50) 
1 
oe. §(¢,36 + C50 — C,3 @) = 0, 
(9? + Yo? + 25? + 04?) (Zo? + Ho? — %y? — W,”) - 
(%¥yL+ YoY +2 2+ yw) (%e-+ yoy — 2,2 — WW) 
+ (24? — Yq? + 25? — Wg”) (Xo? — Yq? — 29? + 0”) - 
(29% — Yo ¥ + 22 — Wy) (% X—Yyy — 22-4 Wy Ww), 
a 7 + 2 (lq Yo + 29 Wo) «2 (py Yo— 2q 0 ) 
(ToY + YoL + 29 W+ Wy 2) (Toy + Yy L — 2,0 — Wy 2) 


& 
u 


= (), 





Die erste Gleichung ist auf ein Tetraeder bezogen, dessen Seiten 
Doppelebenen der Kummer’schen Fiche sind, die zweite dagegen 
auf ein Fundamentaltetraeder dieser Fliiche. 


Von den Gleichungen der Beriihrungscurven 4. Ord. gelangen wir 
leicht zu der Gleichung der Berthrungscurven 8. Ord.; sie miissen in 
den # biquadratisch, in den # quadratisch und in den %” linear sein; 
ihre dreifache Gestalt ist: 

(Pie +49y) (Oee+ HH) + v (Oo + 091) (Mi -+69%) =O, 
oder: 
(9, Po, +4 9,95 ,) (F129. +4 Fy F,) + v (8; B,+-099),F;3,) (8.9, +09, 4,) =0, 
oder endlich: 
#24 + 28," + weg + VIG + OFe + 68," = 0. 
Diese Gleichungen gehen aus einander hervor durch Benutzung 


dér Formeln der quadratischen Transformation. Die mittlere Gleichung 
kann noch in die Form gesetzt werden: 


O = £9, Do, Doo Fy. + 193, 9.9, Fy + WD, oF, Fy + VH3, 9, Doo Fy. 
FH 09589, F, 8) + 695.9; 99, F10, 
welche erkennen lisst, dass dem Curvenbiischel 8, Ord. 16 dreifach 
unendliche Biischel 6. Ord. angehéren, indem sich jedes Mal einer 
der 16 Tangentialkegelschnitte absondert*). Die diesen Curven zuge- 
hérigen Beriihrungsflichen 3' und 4'* Ord. gedenke ich spiiter weiter 
zu untersuchen; hier sei nur noch erwihnt, dass Klein schon lange 
auf liniengeometrischem Wege das Resultat erzielt hat, dass eine ge- 
gebene Kummer’ sche Fliche von sechsfach unendlich vielen Kum- 





*) Zwei Beriihrungsflichen 2. Ord., welche zusammen durch alle 16 Knoten- 
punkte gehen, gehéren ebenfalls zu jenem Systeme der Filiichen 4. Ord. 
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mer’schen lings Curven .8, Ord. beriihrt wird; dieses System von 
Flichen ist offenbar mit dem hier untersuchten identisch; die Knoten- 
punkte etc. einer solchen Fiche besitzen die auf Seite 36 angegebenen 
Parameterwerthe. 

Der dritte Theil dieses Abschnittes stellt sich die Aufgabe, die 
identischen Relationen zwischen den Thetas unter einen allgemeineren 
Gesichtspunkt zu bringen. Wir gehen dabei von der friiher aufge- 
stellten Gleichung: 


a3 (u) 33 (v) he: 6, (w) 6,” (v) + 63 (uw) a3 (v) es a3 (w) a2 (v) 
+ Oe (u)O,3(v) — 8,?(u) 8,?(0) = 0, 


aus, und von der weiteren Gleichung:*) 


824(4) O24(F) 924 (ut- 2) 9, (ut- 2) ) 
— 95(F) %(Z) (ut) 4 (u+4) 
+ 904 (7) Pu (F) 90 (u-+ 4) Pu (ut Z) 
— Hs (4) 91:(4)%s(ut-2)%,;(u+7) 
+ Ova (F) ®ra(F) eau Z) 9r(ut- 7) 
— (5) o,(4) @, (u+ 4) 0,(u4+4)) 


Aus der ersten Gleichung fliessen durch Vermehrung der Argumente 
um halbe Perioden 15 weitere Gleichungen, und diese ergeben uns 
alle denkbaren Relationen zwischen den Thetaquadraten, wenn wir u 
gleich halben Perioden machen. Die zweite Gleichung giebt eben- 
falls zu 15 verschiedenen Relationen Anlass, die man dadurch erhiilt, 
dass man P und P’ Werthe beilegt, welche nur 3 Glieder zum Ver- 
schwinden bringen;**) man muss zu diesem Zweck P und P’ so 
wihlen, dass sie beide eine und dieselbe ungerade Function z. B. ®, 
iiberfiihren in irgend zwei andere wngerade Functionen, z. B. 9, und 


_~ 
— 
. 





*) Fiir zwei sich schneidende Geraden gilt die Gleichung: 


MX + Hyily’ + ayy +--+ Wyte —= 0; 
diese Gleichung geht in die obige iiber fiir 


Pp Pp P P 
x, = Oy (=) (u+ =): etc, und x, =au(5 ) O24 (u+ 5) ete. ; 
diese beiden Linion eukaciden cich in Punkte ut? + < derRusemer'cshen Site. 


**) Bei 2 ganz beliebigen Perioden wiirden 4 Glieder verschwinden, die 
beiden anderen gleich werden. 
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#,,; so kommt die Relation: ¢,¢,50, 0,3 — ¢54¢, O54 F, + Cy Cy, By Fy, = O. 
Aus diesen 15 Relationen zwischen den Producten der geraden Thetas 
erhalten wir solche zwischen geraden und ungeraden Functionen, in- 
dem wir die Argumente um halbe Perioden dindern. 

Was endlich die biquadratischen Relationen anlangt, so haben 
wir hier eine bequeme Methode um auch thr ganzes System an- 
zugeben. Die 15 biquadratischen Relationen, welche nur gerade Thetas 
enthalten, gehen nach Borchardt aus der Gleichung der Kum- 
mer’schen Fliche, bezogen auf ein Fundamentaltetraeder, welche die 
Coordinaten eines Knotenpunktes als Constante enthilt, hervor. Man 
hat in dieser Gleichung nur die Variablen z, y, z, w und die Coordi- 
naten 2, Y), %, W,) eines Knotenpunktes zu ersetzen durch die Thetas 
eines der friiher geschilderten Quadrupel und ihrer Nullwerthe. Dabei 
ist jedoch zu beachten, dass die Thetas der Quadrupel und ihre Null- 
werthe noch mit achten Einheitswurzeln zu versehen sind, in der 
Weise wie es zu Ende des ersten Abschnittes angegeben ist. Der 
Grund hierfiir liegt darin, dass solehe mit achten Kinheitswurzeln 
multiplicirten Thetas bei Vermehrung der Argumente um halbe Perioden 
geradezu vertauscht werden ohne weitere Factoren zu erhalten. 


Leipzig im Mai 1879. 




















Zur Theorie der linearen Connexe. 


Von 
A. Voss in Darmstadt. 


In seinen Untersuchungen iiber Connexe*) hat Clebsch den 
folgenden Satz ausgesprochen: 

Bei allen Collineationen, bei welchen die zu fiinf gegebenen Punkten 
gehirigen Punkte auf fiinf gegebenen Geraden liegen, existirt immer noch 
ein sechster Punkt, dessen entsprechende Punkte siimmtlich auf einer 
Geraden liegen, und zwar wird der sechste Punkt und diese Gerade linear 
construirt. 

Man kann dem Beweise dieses Satzes, der von verschiedenen Seiten 
in Zweifel gezogen ist, das folgende allgemeinere Theorem zu Grunde 
legen: 

In einer vierfach unendlichen linearen Schaar linearer Connexe be- 
finden sich sechs specielle Connexe**). 


Sei: 
A, = > a0, = 0 


die Gleichung eines linearen Connexes, so ist zu beweisen, dass die 
Gleichung: 
(1) A, A, + 4,4, + 4,4; + 4,4, + 4,4; = oes 
fiir ein sechsfaches System der Zahlen 4 eine Identitit wird. Die 
Gleichung sechsten Grades, von der die Bestimmung jenes Systems 
abhiingt, kann auf folgendem Wege gebildet werden. 

Die neun Coefficienten 

a) 35 53 as) 9) 3,5 5,» Oe 


$1? 32° G55, 
von A; seien der Reihe nach bezeichnet durch: 
ji, Ajo, M33 Dj, dj2, Djs3 C1, Ga, Gs- 
Setzt man ferner: 





*) Math. Ann. VI, 205. 
**) Die speciellen Connexe einer fiinffach unendlich linearen Schaar bilden 
mit ihren Punkten eine Curve dritter Orduung und reciprok. 


23* 
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a = Dandy, 
be = ond, §=1,2,3, 4,5, 
a= Dont, k= 1,2,3, 


so werden diejenigen Werthe der Verhiltnisse der 4 zu bestimmen 
sein, fiir welche die zweireihigen Determinanten der a,, b;, c, simmt- 
lich verschwinden, d. h. fiir welche: 


wa, +b, =—0, va, +e, = 0, 
(2) - wa, + b, =0, va, + ¢, =0, 

pa, +b, =—0, va, + ¢,= 0. 
Bestimmt man die Zahlen: 


By, Bo, Bs, Y1> Yo» Ys» 
so, dass die Gleichung: 


b,B, + b,B, + b;B, + ¢,¥, + C2%2 + C37; = 0 
fiir beliebige Werthe der 4 eine Identitit wird, so hat man aus (2): 


a, (HB, +7,) + 4,(HB, +72) + a3(up,+r7;) = 0, 
vb, — uc, = QO, 
vb, — uc, = 0, 
vb, — we, = 0. 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die 4 proportional mit homogenen 
Functionen vierten Grades in uw und v. Setzt man die A in eine der 
Unterdeterminanten , etwa: 
C,d, — C,a, = 0 
ein, so erhailt man eine Gleichung achten Grades fiir f, welche er- 


sichtlich die beiden unbrauchbaren Lésungen v = 0, up, + vy, = 0 
besitzt, wihrend die simmtlichen Unterdeterminanten fiir die anderen 
sechs Liésungen verschwinden. 

Befinden sich unter den gegebenen Connexen m specielle, so hat 
die Gleichung sechsten Grades m rationale Wurzeln. Mithin folgt fiir 
m = 5: 

Fiinf specielle lineare Connexe lassen sich linear zu einem sechsten 
combiniren, dessen Bestimmung von einer linearen Gleichung abhdngt. 

Auf diesem letzteren Satze, den wir in der Form: 


a 
(3) > ani u = en, U, 
schreiben, beruht aber der von Clebsch angegebene Satz. Werden 


nimlich die Coefficienten derjenigen Collineationen, bei denen die den 
fiinf Punkten: 














Ueber lineare Connexe. 






uj=0 oder y', i=1,2,3, 4,5 
entsprechenden beziiglich auf den Geraden: 
n, =O oder yi 


liegen sollen, mit @,,, bezeichnet, so ist vermége der aus der Identitit 
(3) folgenden Gleichungen : 


(4) ani vi, = UNI,» k,m= 1,2,3 


auch > >a, u, 7. = «>, y,,%,, eine Identitét, d. h. fiir alle 


Systeme der «,,;, welche die fiinf Gleichungen: 


ae " Onk = @ 


befriedigen, ist auch > Yn nr =, 

Ks eriibrigt noch zu zeigen, wie die Gleichungen (4) direct zur 
Bestimmung der 4; sowie der Coordinaten y und » fiihren. Die drei- 
reihigen Determinauten der Form: 


i 


a a 
| Y; Yo Ys ] 


a % % | 
em 

mégen dazu durch (@ B y); die aus den y/ analog gebildeten durch 
{a B y| bezeichnet werden. Ersetzt man dagegen die y* durch die y, 
die y* durch die y, so soll die entsprechende Determinante (y 6 y) 
resp. [y B y] heissen. Multiplicirt man das System der neun Glei- 
chungen (4) mit. geeigneten Unterdeterminanten aus den [ay], so 
entsteht: 


DS aliap] yn =H’ ym, wo w = w[naB] 


und hieraus: 


(5) > AlieB] (iyy) = 0. 
Giebt man den a, 6, y irgend drei verschiedene Werthe, etwa in der 
Reihenfolge: 





4,5,2; 2,5,4; 2,4, 5, 

so entstehen aus (5) drei Gleichungen zwischen 4, und 4,. Die Eli- 
mination derselben liefert zur Bestimmung von y Gleichungen zweiten 
Grades oder Kegelschnitte, von denen je zwei durch drei der gegebenen 
Punkte y‘ gehen und zur linearen Construction des Punktes y fiihren. 
Eine dieser Gleichungen ist: 


(6) (14y) , Bay) _ [145] , (345), 


(l2y) ° (82y) =: [125] * (325) 
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Nun ist die linke Seite in (6) das Doppelverhiltniss der Geraden von 
y nach den vier Punkten y', y?, y’, y‘, die rechte das entsprechende 
Doppelverhiltniss der Schnittpunkte von y° mit den entsprechenden 
Geraden. Jedem Punktquadrupel y', y?, y°, yt wird auf diese Weise 
ein Doppelverhiltniss auf der Geraden y° adjungirt. Und man hat so 
den Satz: 

Die fiinf Kegelschnitte, welche durch je vier der gegebenen Punkte 
gehen, und fiir welche das Doppelverhiiltniss ihrer Punkte gleich dem 
jedesmaligen adjungirten ist, schneiden sich in dem gesuchten Punkte y. 
Hiernach iibersieht man ohne weiteres, wie die Construction desselben 
(und analog die der Geraden y) auszufiihren sein wird. 

In aihnlicher Weise kann man auch die fiinf Zahlen A berechnen. 
Dieselben sind bestimmt durch das Verschwinden simmtlicher zwei- 
reihiger Determinanten, welche sich aus den linken Seiten der Glei- 
chungen (4) bilden lassen. Man erhilt dann sehr leicht: 


DS aedsly«B] (8a B) =O, 
und hieraus durch geeignete Annahme der Zahlen y, 6 die Verhiltnisse 
der 4, beispielsweise: 

__ Ay __ (315) (245) [215] [845] — (215) (345) [315] [245] 
ds; (214) (315) [814] [215] — (314) (215) [214] [315] ? 
sowie die Verhiltnisse: 
M7 N22 N31 Wri Yri Ys 

durch Kintragen der 4 in die Gleichungen (4). 

Bezeichnet man das Sextupel von Punkten und Geraden, von denen 
je fiimf Punkte und ihre zugehérigen Geraden vermige der nimlichen 
linearen Construction den betreffenden sechsten Punkt sowie die sechste 
Gerade ergeben, als ein Clebsch’ sches System, so hat man noch folgen- 
den Satz: 

Die sechs speciellen Connexe, welche in einer vierfach unendlichen 


linearen Schaar linearer Connexe enthalten sind, bilden ein Clebsch’sches 
System. 


Darmstadt, d. 9, Mai 1879. 

















Recherches sur les courbes planes du troisieme degré. 


Par G. H. Hatreyen a Paris. 


Introduction. 


Je me propose, dans le présent mémoire, de traiter, au sujet des 
courbes planes du 3éme degré ou cubiques, certaines questions générales, 
dont je vais tout d’abord expliquer sommairement l’origine. 

Par (83m—1) points, arbitrairement choisis sur une cubique C, 
passe une infinité de courbes M du degré m, sauf si m est égal a 
1, 2, cas dans lesquels il n’existe qu'une seule de ces courbes. Mais 
toujours le dernier point d’intersection de M et de C est déterminé 
par le choix des autres, Cette conclusion subsiste si les (3m—1) points 
sont choisis infiniment prés d’un seul et méme point x Conséquem- 
ment, 4 chaque point w de la cubique C correspond, sur cette méme 
courbe, un point 7,, commun a toutes les courbes M, du degré m, 
qui ont avec U, au point w, des contacts de l’ordre (3m —2). Il existe 
certains points x jouissant de cette propriété de coincider avee leur 
correspondant 2,,. Désignons ces points par la notation x,,. Ce sont, 
comme on voit, les points en chacun desquels il existe des courbes du 
degré m, ayant avec la cubique des contacts de l’ordre (8m—1). Pour 
‘m= 1, les points x, sont les points d’inflexion; pour m = 2 les points 
sextactiques; pour m = 3, les points que j’ai appelés de coincidence. 

Les points x, ont une définition trés-simple quand on emploie la 
représentation des courbes du 3éme degré par les fonctions elliptiques, 
introduite par M. Clebsch. Si l’on a choisi l’'argument de telle sorte 
qu'il soit nul pour un point d’inflexion, alors les points z,, sont ceux 
dont les arguments, multipliés par 3m, reproduisent les périodes. 

Au sujet de ces points z,, je me suis tout d’abord posé la 
question de trouver le covariant qui s’évanouit en chacun d’eux. Je 
n'ai pas tardé @ reconnaitre que ce covariant est un combinant pour 
le faisceau des cubiques qui out neuf points d’inflexion communs. Cette 
propriété était connue pour le cas le plus simple, m= 2. On sait, 
en effet, que les 27 points sextactiques d’une cubique C sont distribués 
sur 9 droites, qui restent les mémes quand.a la cubique C on en 
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substitue une autre C’ ayant les mémes points d’inflexion que C. La 
question se présentait dés lors sous une autre forme, et se posait ainsi: 
On envisage le faisceau des cubiques qui ont neuf points d’inflexion 
communs, et on demande le lieu des points x» de ces cubiques. Comme 
je viens de le rappeler, ce lieu, pour m=—2, se décompose en 9 
droites, J’ai trouvé ensuite que, pour m= 3, il se décompose en 8 
cubiques, et j’ai pu reconnaitre que cette décomposition est un fait 
général : 

Le lieu des points x, se compose de 9 courbes distinctes quand m 
nest pas divisible par 3; de 8 courbes distinctes quand m est un mul- 
tiple de 3. 

Si m = 3*, chacune des 8 courbes est du degré 3?«—. 

Si m= 3¢u, uw nietant plus divisible par 3, et « pouvant étre 
zéro, et que p, p’, p’, - ++ désignent les facteurs premiers du nombre u, 
distincts entre eux, chacune des 8 courbes (pour « > 1) ou des 9 courbes 
(pour a =) est dun degré egal a 


32e—1 4? (1 — *) (i— zi) (1 a pes 


Telle est la proposition principale dont on trouvera la démonstration 
dans ce mémoire. 





Recherches préliminaires; lieux géométriques des points x, et x,. 


1. Je rappelle tout d’abord quelques propriétés élémentaires. Une 
cubique peut étre transformée en elle-méme par trois groupes de sub- 
stitutions homographiques, savoir: 

1° Substitutions homologiques a. Le centre d’homologie est un 
point d’inflexion J. Ces substitutions sont au nombre de neuf. Chacune 
d’elles, adjointe & un point d’inflexion J, laisse inaltéré, dans chaque 
triangle d’inflexions, le cdté qui passe par J, et permute entre eux 
les deux autres. 

2° Substitutions B, au nombre de huit. A chaque triangle d’in- 
flexion deux d’entre elles sont adjointes. Une substitution 6 laisse 
inaltérés les cdtés du triangle auquel elle est adjointe, et permute 
circulairement les cotés de chacun des autres triangles. Une substitution 
B est le produit de deux substitutions « successives. Les substitutions 
6B forment un groupe, c’est-d-dire que les 8 points, transformés d’un 
seul et méme point par ces huit substitutions, forment, avec ce point 
méme, un groupe inaltérable par les substitutions 6. 

3° Substitutions y, qui permutent entre eux les triangles d’inflexion. 
Dans les questions qui font l'objet de ce mémoire, il est utile de con- 
sidérer ces substitutions. Elles transforment en elles-mémes toutes les 
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eubiques qui ont les mémes points d’inflexion; et, par suite, elles 
transforment en eux-mémes les lieux geométriques que nous aurons a 
envisager. 


Soit choisi pour triangle de référence un triangle d’inflexions, 
relativement auquel |’équation 


représente une cubique C quelconque du faisceau. Celle des sub- 
stitutions « qui est adjointe au point d’inflexion z, = 0, x, + Or, = 0, 
© étant une racine cubique de l’unité, fait correspondre au point x 
celui dont les coordonnées sont (Oz,, O?2,, x). Celles des sub- 
stitutions 6 qui sont adjointes au triangle de référence font correspondre 
entre eux les trois points (v,, Ox,, O?a,). Les six autres substitutions 
B font correspondre & l’un quelconque de ces trois points ceux que 
lon obtient par la permutation circulaire des indices. 

2. Je rappelle encore les propriétés connues des points sextacti- 
ques. Chacun d’eux est l’intersection de la cubique avec la polaire 
d’un point d’inflexion. Pour le point z,=—0, x, + Ox, =—0, cette 
polaire est x, —Oz,—=0. Done le lieu des points sextactiques des cubiques 
ayant neuf points dinflexion communs se compose de neuf droites; ce sont 
les neuf axes Thomologie relatives aux substitutions a. Chacune des parties 
du lieu peut étre considérée comme adjointe 4 un point d’inflexion. 
Liensemble du lieu est représenté par |’équation 


3 3 3 » 3 3 y.3\ = 
(w,—a,°) (@, —x,°) (a, —x,°) = 0. 
3. J’arrive maintenant aux points de coincidence, qui sont aussi, 


comme on le sait, les sommets des triangles inscrits et circonscrits 
aux cubiques. La tangente de la courbe (1) au point x a pour équation 


Hy? Y, + Uy? Yo + Xs? Yy + 2A(X, Ly Y3-+ LoL y+ LyX, Yo) = 0. 
Si lon y fait, O étant imaginaire, 
Y=, Y¥2=On,, y; = O25, 
’équation sera verifiée pourvu qu’on ait 
(2) A, = «7,3 + O2,' + 0?z,° = 0. 


Done, si le point x est situé sur cette courbe A,, son transformé 2’ 
par lune des substitutions B est situé sur la tangente de la cubique 
Cen az. Mais ce point z est aussi sur A,. Done la tangente de C 
en «# passe aussi au transformé x” de 2 par la méme substitution; et 
de méme la tangente en x” passe aussi au point transformé de z”. 
Mais ce dernier n’est autre que x. Done le triangle x2’x” est inscrit 


et circonscrit & la cubique C. Done la cubique A, coupe chaque 
cubique C en neuf points qui sont les sommets de trois triangles in- 
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serits et circonscrits & C, c’est-d-dire en neuf points x, ou de coinci- 
dence. La seconde substitution 6, adjointe au triangle de référence 
fournit de méme une seconde cubique A,’, 


(3) A’ = x,° + 0x,’ + Ox,5 = 0, 
qui fait également partie du lieu des points cherchés. On aura d’autres 
parties du lieu en considérant les autres substitutions 6. Par exemple, 
si lon fait, © étant réel ou imaginaire, 
Yi = 22, Yo=O%3, Ys = Oa, 

on obtient |’équation 

(x,?%_ + Ox,?x, + O?x,?2,) (1 + 2a(0? + O + 1)] = 0. 
Il en résulte ces six autres parties du lieu, 0 étant imaginaire: 

Aj=2,04+ MCP #0,?, A—aPr,+ 22,4 27%, 
(4) | A; =, 2,?+0 «4,7 +O? a, 2,?, A, =2,?x, + O?x,?2,+ 0 a? 2, 

1 =2,2,? + O'2,2,7+ 90 2,7, Ay—2,22,+90 2x,?x,+ 0 x,?2;,. 
On obtient ainsi, pour chaque cubique C, 24 triangles inscrits et 
circonscrits. C'est précisément le nombre de ceux qui existent. On 
a done la le lieu total. Ces cubiques A jouissent de diverses propriétés 
évidentes sur leurs équations, et que je résume dans |’énoncé suivant: 

Pour le faisceau des cubiques ayant neuf points dinflexion com- 
muns, le liew des points de coincidence se compose de huit cubiques 
équianharmoniques. Chacune d’elles a pour triangle d’inflexions un des 
triangles d’inflexions du faisceau, et est inscrite et circonscrite aux 
trois autres. 

4. Les deux cubiques A, et A,’ ont pour triangle d’inflexions 
commun un triangle d’inflexions 7’, du faisceau, et se coupent aux 
neuf sommets des trois autres triangles. 

Deux cubiques d’indices différents et accentuées de méme se touchent 
aux trois sommets du triangle de référence 7’',, et se coupent aux trois 
sommets du triangle dont lindice n’est ni l'unité, ni celui de l'une 
on l'autre de ces cubiques. Ainsi A, et A, se coupent aux sommets 
de 7,. De méme A,’ et A,. Au contraire, A, et A,’ se coupent aux 
sommets de 7’, et se touchent aux sommets de 7’. 

Ces considérations prouvent aisément que deux courbes quelconques 
du réseau 


Aa, %,x,A, A, + wA,A,A, + vA, A; A’ =0, 
qui sont du 9é@me degré, ont 72 intersections fixes confondues six par 
six aux sommets des quatre triangles 7. En conséquence, si lon 
transforme le plan par la substitution 


(5) oy,=A,A,A,, 6y,= A, A; A, OY; = %,%,2,A,A,, 


a chaque point y correspondent neuf points x. Il est d’ailleurs visible 
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que ces neuf points « constituent un groupe complet de points con- 
jugués suivant les substitutions £. 

Cette substitution (5) que je nommerai (A) jouera un rdle prépon- 
dérant dans les recherches actuelles. 

5. Je vais encore chercher directement le lieu des points x,, qui 
sont les points de contact des tangentes menées des points sextactiques. 
Je ferai usage de la proposition suivante: 

Si, par rapport a toutes les cubiques C qui ont neuf’ points d'inflexion 
communs, on prend les premiéres polaires d'un point 2, ces coniques 
forment un faisceau dont les pivots sont situés sur celle des cubiques qui 
passe par le point z. 

Cette proposition se démontre ainsi. Deux des polaires sont 
représentées par les équations 


2,2,? + 2,0," + 2,2," = 0, 

8, X_ Hy + 2%, 2, + 25%, 2%, = 0. 
Je tire de la les z en fonction des 2: 
(6) ta, = a, (a,'—2,°), TZ, = &,(%;°—a,°), Te, = a3 (%,>—a,") 
et ensuite 

ae +48 + 2% 03 (Q" — X3*)8 + x95 (x5° —«,3)8 + x,33(x,3 — x,*)% ‘ 
&1 222 vey Hy Hq Lz (X43 — 2) (_* — ag) (3° — 2,5) 
Mais, en vertu de l’identité 


a(b—c)>+ b(e— a)? + ¢(a — b)'=(a—b)(b -- c) (e—a)(a+b+0¢), 


la derniégre équation se change en 


peepee w+ HP + a,° 


81 89% Hy X_Xy : 

ce qui démontre la proposition annoncée. On a ainsi le moyen de 
passer du lieu des points z,, au lieu des points x». Il suffit, en effet, 
de changer dans |’équation du premier, les w en z, puis de substituer 
aux ¢ les expressions (6). En particulier, 4 chacune des neuf droites 
dont ensemble constitue le lieu des points x, correspond une courbe 
du 4eme degré B, lieu partiel des points 2,. Les neuf courbes B 
sont données par |’équation 


(7) B= 2x, (a,—az,5) — O2,(x,5—2z,°) = 0 


et celles qu’on en déduit en remplagant © par une quelconque des 
trois racines cubiques de l’unité, puis en permutant les indices. Ces 
courbes jouissent, par rapport aux triangles d’inflexions, de nombreuses 
propriétés dont l’énoncé suivant résume quelques-unes: 

Pour le faisceau des cubiques qui ont neuf points d’inflexion com- 
muns, le liew des points x, se compose de neuf courbes distinctes du 
4éme degré. Chacune delles est adjointe & wun point d’inflexion. L’ad- 
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jointe d’un point d’inflexion J a elle-méme quatre points d’inflexion 
sur chacune des quatre droites d’inflexions passant en J et un contact 
du 3éme ordre avec sa tangente en chacun des sommets des triangles 
d’inflexions opposés aux cétés qui contiennent J. Les tangentes en ces 
quatres sommets passent en J. 

Si l'on a égard a ce que le contact du 3éme ordre avec une tan- 
gente compte pour deux inflexions, on voit que cet énoncé fait connaitre 
les 24 points d’inflexion de la courbe du 4éme degré L. 

On ne manquera pas de remarquer que, par l’emploi continu de 
la substitution (6), ou substitution (B), le théoreme général relatif 
aux décompositions et au degré du lieu des points 2,, est dés & présent 
démontré pour m = 2". 


Propriétés d’une certaine transformation du plan. 


6. Je vais actuellement faire une étude spéciale de la substitution 
(A), définie par les équations (5), et tout d’abord je vais montrer, 
que cette substitution, comme celle que j'ai appelée (B), transforme en 
elles-méme toutes les cubiques C du faisceau (1). 

Soit © une racine cubique imaginaire de l’unité, et considérons la 
substitution composée suivante 


iz =t, +o7,t4 et, ? 8 pat, =2ay;,;— Oy,—O’y,, 
(8) jaa,—t,+0 ¢,'+ 0%,!, 8ua*t,—2ay,— O*y,—Oy,, 


dag—t,t + tb 4 3, u(1+8a*)t,=2ay, —y, — y,- 
Transformons par cette substitution la cubique 
(9) a> + x5 + x, + 6ax,x, x; = 0. 
Voici le détail du calcul: 
(x,°+ 2,5 + x,5)3 ot} 65 a5z,32,3x5° = 0, 


ts + 8a (t,44,+4, —3¢,)¢,4¢,4) =0, 
(Sat, +8a*t,+(1+8a%)t,]® — 33-29%, tpt, = 0, 
4 1 . 
Ys” — Tp eqs (84°ys'—y2® —H° —6 ay, Y24) = 0, 
9? + 9° + 93° + Gay, yoy; = 9. 
Ainsi la substitution (8) transforme en elle-méme la cubique (9). 

7. Dans les formules (8), je peux substituer au paramétre a son 
expression tirée de (9). J’obtiendrai ainsi une substitution applicable 
& tout le plan, et qui transformera en elle-méme chaque cubique du 
faisceau (9). 


Tirons d’abord des formules (8) les expressions des y en fonction 
des x, ce qui donne: 
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3¢ , 
[— m= (1+8a*) (2;°+-2,'+2,°)? + 8° O(x,° + O?z,5+ Oz,°)' 
+80? (x,° + Ox,'-+ 0? x,°)?, 
4 
10) {Bp A480") (x,°+2,+2,')-+ 80O*(x," + OFa,9-+ O2,8)° 
+8a°O (x, + Ox, + 0? x,%)’, , 
Pie jap Ys = (148a") (@,'-+-0,-+0,9)° + 8a%(x,3 + O*z,?+ O29)? 
+ 8 a'(x,°+ Ox,'+ O?x,°)*. 

Pour développer les seconds membres de ces équations, remarquons 
quon a en général: 

A (us + u,+ u,)>+ B(u, + 0? u, + Ou,)>+C(u, + Ou, +O? u,)§ 
=(A+ B+ C)(u,+u4,+ us)? +3 (O—1)(C— 0? B) (u,u.?-+-u,u,7-++-u,u,7) 
+3(0— 1)(B—0?C) (u.u,? + usu.” + u,u 3”). 

Au moyen de cette identité on reconnait que le second membre de la 

premiére équation (10) se réduit a 
(x,°+2,°+2,°)° + 3 - 240% (x,5x,°+2,5x,°+ 2,5 2,). 
Kn vertu de )’équation (9), on peut remplacer cette expression par 
3 - 24a3(a,3x,5+ 2,'x,5 + 2,32,°5—3 2,5 2,5 2,5). 
De méme, le second membre de la deuxitme équation (10) peut étre 
remplacé par une expression qui différe de la précédente par la per- 
mutation de deux indices. Quant 4 la troisitme équation (10), son 
second meimbre devient, par des transformations analogues 
24.03 (4,9 + 2,°+ 2,9—32,3x,5a,°) 
=24.a3(a,3 4 2,94 2,3) (2,3-+ Ox,' + O'2,8)(x,3-+ Ox, +O2,8). 


Ce qui peut encore s’écrire, eu égard 4 (9): 





6 6 6 5 5 
— 6. 24a'x, x, x, (2,° + 2,5+ 2,°— 2,3 2,3 — 2,3 2,5 — 7,3 2,5). 
— , —9 
Si je pose maintenant 6 = Sua? les formules (10) se changent en 
FY, = UP H_° + ay arg + a5 a,° — 30, x,5 x55, 
(11) ) oy, = %,%a,° + a,5a,° + a,'a,° — 3x,x,5x,%, 
OY, = %, L,%;(4,°+2,°+2,°—ax,'x,' —x,3 x,° — 2,5 x,°) 
et nous avons ce résultat: la substitution (11) transforme en elle-méme 
toute cubique du faisceau x,° + x,° + 2,3 + bax, 2,27, = 0. 
Si lon observe maintenant que les seconds membres des équations 
(11) sont décomposables en facteurs, on reconnait que la substitution 


(11) coincide avec la substitution (A) du No. 4. Effectivement les 
équations (11) peuvent s’écrire: 
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6 Y= (X, 2,” + L_%,” + Ly X,") (LX, Z_?-+ Ox, x,” + Ox, w,”) - 
(a, %,?-+ 0? x, x,?-++ Ox, %,7)—= A,’ A,’ Ay, 
(12) oy, =(@,2,?+ 4, x,’ +, ©,") (x, x,’ + 0 x, 2,? + O? x, x5”) « 
(17, 2,7 + 0? x, x,?+ Ox, 2,*)—= A, A, A,, 
OY, = 2,2_2,(x,* + Ox,'+ O*x,*) (2,54 O7x,'+Ox,*)=a,2,0,A,A,. 
L’origine actuelle de cette substitution (A), qui réside dans les formules 


(8), met de nouveau en évidence qu’a chaque point y correspondent 
neuf points x. 

8. Pour avancer dans l'étude de la substitution (A), je vais chercher 
comment elle transforme quelques-unes des lignes considerées pré- 
cédemment. 

Observons tout d’abord que le point d’inflexion z,=0, x,+2,—0 
a pour transformé y, = 0, y, + y. = 0, c’est-a-dire se transforme en 
lui-méme. Désignons par J ce point d’inflexion. Il résulte de la que, 
considéré dans la figure (y) il a pour transformés, dans la figure (2), 
les neuf points d’inflexion. 

La droite «, — 7, = 0 a évidemment pour transformée la droite 
Y¥; —Y¥,=9. Il en résulte, ce que d’ailleurs les formules (11) per- 
mettent de vérifier aisément, que l’axe d’homologie y, — y, = 0, con- 
jugué du point J, a pour transformée la figure composée des neuf 
axes d’homologie. C’est ce qu’exprime |’équation 
(13) 6(Y, —Y2) = — (4, —2,*) (4,9 —2;°) (w,° —2,°). 

9. Désignons par A le produit des 8 quantités A,---A,’. On 
a, d’aprés les formules (12) 

PY, YoY; = AX, 1,25 
et puisque toute cubique du faisceau est transformée en elle-méme, il 
en résulte 


(yy +y>+ys°) = A(w,3+2,5+ 2,5). 

(14) (y,? + 92° + 93° +6ay, ¥2¥3) = A(w,>+2,°+ 233+ 6 ax, x25). 
Au moyen de cette relation (14), nous pouvons trouver aisément la 
transformée d’une droite d’inflexions quelconque, en observant qu’un 
triangle d’inflexions est une cubique du faisceau. Considérons, par 
exemple, le triangle 7, dont les cdtés x,’, x’, 7, sont donnés par 
(15) 2 =2;+02,4+0?a,, 2, =2,+0?2,+02,, 2 =2;+2,4+%, 
le cdté x,’ passant par J. Posons de méme: 


Y; =¥;+9y%+07y,, Yo=¥,+O?y, +04, Ys; =¥3t¥+y- 
Comme conséquence de (14), on aura: 


3 , , Os , , ’ 
BY Yo Ys = AX, X,' Hs. 


Il résulte de li que les trois expressions des y’, qui sont chacune du 
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QYieme degré, se partagent entre elles les facteurs du second membre 
comme le font les expressions des y: deux d’entre elles contiennent 
trois facteurs A; la troisitme, les deux autres facteurs A et le produit 
2,2 %,. La droite y,, = 0 contenant le point J, c'est l’expression de 
y; qui contient le facteur x,'x,','. La substitution a, adjointe a J, 
permute y, et y, sans altérer y,, et, de méme, permute y,’, y,’ sans altérer 
y,;- D’autre part, on reconnait sans peine que les deux cubiques A, 
adjointes 4 un méme triangle, s échangent entre elles par toute substitution 
«. Done les deux facteurs A qui complétent l’expression de y,’ correspon- 
dent & deux cubiques adjointes & un méme triangle. Je dis que ce 
triangle est précisément celui dont nous transformons en ce moment 
les cotés, le triangle 7. Observons, en effet, que les deux cubiques 
A, adjointes 4 un triangle 7',, ne passent pas aux sommets de ce 
triangle. Si done y, = «,'«,'7, A, A,’, n étant autre que 2, la courbe 
composée qu’on obtient en égalant 4 zéro le second membre de cette 
expression, ne passe pas aux sommets de 7,. Or cette conclusion 
est impossible, puisque cette courbe composée fait partie du réseau 
envisagé au No. 4., et dont chaque courbe passe aux sommets des 
quatre triangles. Done n = 2, c’est-a-dire que: une droite d’inflexions 
passant par le point J, et envisagée dans la figure (y), a pour trans- 
formée, dans la figure (x), Vensemble des trois cétés du triangle d’in- 
flexions dont elle fait partie, et, en outre, les deux cubiques A, qui 
sont adjointes a ce triangle. Les deux autres cétés du triangle ont 
ensemble, pour transformées, les six autres cubiques A. 

Comme conséquence, l'ensemble des 8 droites d’inflexions qui ne 
passent pas en J, se transforme en l'ensemble des 8 cubiques A, pris 
trois fois. Voici maintenant la conséquence algébrique, qui sera utile 
plus loin. 


Considérons les équations analogues & (15), et qui définissent les 
autres triangles d’inflexions: 
ay” =O %,+%,+2%3, %)" =%,+0%,+2,, 4° =%,+2,40 4, 
0," = O72, + La+ Hy, Lo" —=a,+07,+4+2,, XL = 2,+X,+ O75. 
On aura: 
(16) PY YoY Yo Yi Yo Yi Yo” = (A, Aj'A, A,’A, Ay A, A,’)’, 
égalité que le raisonnement précédent démontre, sauf un facteur 
numérique. Kn faisant «,=—0, 2, = 2%,, ce qui entraine y, = 0, 
Y; = Y_; On reconnaitra que |’égalité (16) est complétement exacte. 
10. J’ai maintenant en vue d’obtenir la transformée de la 
courbe B, lieu partiel des points x, A cet effet, je vais établir 


une autre propriété de la substitution (A). Considérons les quatre 
quantités : 
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X= x,° + «,° + 2,°, 

Y = «,°x,'2,°, 

Z= x,°x,° + 2,5x5° + 23° 2,°, 

U = a,'x,° + 23°2,° + «,°a5°. 
Si on les envisage pour un point x de la cubique 
(17) C= 2+ «,' + «° + 6ax,2,7, = 0, 
elles sont liées par la relation linéaire: 

X+3Y+32Z+ (@a'+6)0= 
Si done on considére une quelconque des courbes D représentées par 
Véquation 
D=ijAX+uY+r7Z+ 00U=0, 
on peut prendre arbitrairement deux points seulement de la cubique 
C pour y faire passer la courbe D. Les autres points, au nombre de 
25 sont par la déterminés. Je dis que les 27 points d’intersection de 
la cubique C et d’une quelconque des courbes D sont distribués sur 9 
lignes droites, transformées les unes des autres par les substitutions 
homographiques B. 
Pour le prouver, considérons une droite b,; prenons ses trans- 

formées b,, b,” par les deux substitutions 6 qui sont conjuguées du 
triangle de référence, et faisons le produit. Il vient: 


bade be” = b,3.x,3 + b,3x,3 + B,3243 — 3b,b, by, 2925. 


Ce qui, pour un point de la cubique C, peut s’écrire: 
babce! = (62-422) 9+ + DRE + (00-4 Bt 


Pour obtenir le produit de b, et de ses huit transformées par les sub- 
stitutions #, il suffit de permuter circulairement les indices dans cette 
derniére formule. Il en résulte manifestement que le produit de ces 
neuf facteurs est de la forme D, sauf des multiples de C. D/ailleurs, 
la droite b, peut, ainsi que la courbe D, étre menée par deux points 
arbitraires de C. Done la proposition est démontrée. 

11. Il résulte de la une conséquence immédiate pour la substitution 
(A). On peut lécrire: 


6y,=Z-—3Y, oy,=U—3Y, oy=—~ (X—3Y). 


Done la transformée par (A) d'une droite de la figure (y) coupe une 
cubique quelconque du faisceau dans les mémes points qu’une certaine 
courbe D. D’od cette conséquence: A trois points « en ligne droite, 
et sur une méme cubique C, correspondent par la substitution (A), trois 
points y en ligne droite. 

A deux points « infiniment voisins correspondent deux points 
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infiniment voisins. Donec: si la tangente d’une cubique C au point x 
rencontre de nouveau la cubique au point x’, et que y, y soient les 
transformés de x, x par la substitution (A), y’ est sur la tangente de 
C en y. En d’autres termes, si l'on effectue successivement les sub- 
stitutions (A), (B), on peut en intervertir Vordre sans changer le 
résultat. : 

Pour plus de clarté, appelons substitution (A) celle qui transforme 
un point y en neuf points 7, et substitution (A—*) celle qui transforme 
un point # en un point y. La substitution (A-') change en elle-méme 
la droite E=x,—z,—=0. La substitution (B) la change en la courbe 
B, lieu partiel des points z, (No. 5.). Transformer FE par les sub- 
stitutions successives (A~*), (B), (A) dans cet ordre, c’est donc trans- 
former la courbe B par la substitution (A). Mais les deux derniéres 
substitutions effectuées sur EH peuvent étre interverties, comme je viens 
de le prouver. L’opération effectuée sur E est donc la méme que 
celle-ci (A-*) (A) (B). Mais Vopération (A-*) (A) change la droite E 
en l’ensemble des 9 axes d’homologie analogues. Donec la transformée 
de la courbe B par la substitution (A) coincide avec l’ensemble des 
transformées par (B) des 9 axes d’homologie, c’est-a-dire avec ]’en- 
semble des neuf courbes analogues & B. Cette propriété s’exprime 
par légalité 
(18), (¥.5— 95°) — Yo(¥s> — 41) = [2,3 (@_2— 27°)? — a, 3 (x39 —2,°)*] >< 

+ [a9°(x,8 —2,°)P—ax° (x, —2,°)*] [a3 (a, — x)? —x,3(a«,8 — x,°)*], 
qui est prouvée, sauf un facteur numérique. II suffira de faire 7, —y,—0 
pour achever la démonstration de cette formule (18). 


Ici se termine la partie purement algébrique et géométrique de 
ce mémoire, que je vais poursuivre en introduisant les fonctions elliptiques. 





Solution des problémes proposés au moyen des fonctions elliptiques. 


12. Le mode de représentation des points d’une courbe cubique 
par les fonctions elliptiques, imaginé par M. Clebsch, peut étre, 
comme on sait, varié de diverses maniéres. Ainsi que l’a fait voir 
M. Hermite*), le mode le plus général consiste 4 prendre les rap- 
ports de deux des coordonnées a la troisieme, et 4 égaler séparément 
ces deux rapports 4 deux fonctions doublement périodiques, ayant trois 
infinis, les mémes pour toutes deux, dans le parallélogramme des 
périodes communes @, w’, et dépendant du méme argument ¢, & chaque 
valeur duquel correspond ainsi un point de la courbe. Les équations 
obtenues de la sorte définissent, de la maniére la plus générale, une 
cubique plane. 


*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bd, LXXXII. 
Mathematische Annalen. XV. 24 
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Je rappelle sommairement les propositions suivantes: 

L’argument t cétant choisi de maniére a étre nul pour un point 
dinflexion J, la somme des arguments des 3m points d’intersection de 
la cubique avec une courbe de degré m ne différe de zéro que par des 
multiples des périodes; et comme conséquences: les points x», en chacun 
desquels il existe des courbes de degré m ayant avec la cubique des con- 
tacts de Vordre (3m—1) sont ceux dont les arguments ont la forme 
no+n' a 

3m 

les points x, ou sextactiques sont les points de contact des tangentes 
menées des points dinflexion, les points x, sont les points de contact des 
tangentes menées des points x,; 

les points x, sont les sommets des triangles inscrits et circonscrits. 

Car le triangle dont les sommets ont pour arguments 


, n et n’ étant des nombres entiers ; 


no-+n' a —2no—2n'a’ 4no-+4n'o" 
9 ? 9 ’ 9 
est inscrit et circonscrit, et ses sommets sont des points x. Les points 


: no n , 
x, sont au nombre de 72; car l’expression - se . a 81 valeurs, d’oi 


il faut défalquer les 9 valeurs sets © qui répondent aux points 


d’inflexion. 
Enfin , si le point x a pour argument t, les hwit points transformés 


de x par les substitutions B ont pour arguments t + a 7 ; et les 9 


points transformés de x par les substitions « ont pour arguments 
air = a’ : 


13. Je aati maintenant quelques formules relatives 4 la multi- 
plication de l’argument dans les fonctions elliptiques. Je vais reproduire 
ces formules telles que je les ai employées dans un travail inséré aux 
Comptes-Rendus de V Académie des Sciences (3, 17, 31 Mars 1879). Je 
rappelle toutefois que, sous une forme peu différente, elles ont déja 
été mises en usage par M. Kiepert*) et par M. Max Simon**), et 
bien antérieurement par M. Moutard***), 

Considérons la fonction H(#) de Jacobi. Si l’on écrit H, au lieu 
de H(at), cette fonction satisfait 4 la relation 


(19) a Haas H.? + H, cHy4-H.? <b He-aHe+a H,? == (). 


Dans cette relation (19) existe une double homogénéité; homogénéité 
par rapport a la lettre H, tous les termes étant du 4éme degr¢é; homo- 


*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. B. LXXVI. 
**) ibid. Bd. LXXX1. 
***) Poncelet, applications d’analyse et de Géométrie, T. I. p. 545. 
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généité par rapport aux carrés des indices, tous les termes étant, & ce 
point de vue, du poids 2(a*+b?-+-c*). Prenons la fonction 


m—4 
H(mt)H(t) 3 
(20) Gm (t) = = ON ? 


H(2t) ° 








qui est du degré et du poids zéro, et il est manifeste que la fonction 
Ym satisfait, elle aussi, & la relation (19). Les quantités g, et g, sont 
toutes deux l’unité. Pour éviter les exposants fractionnaires, prenons 
g,° au lieu de g, et posons: 


H9(32) HP (¢ H(4t)H4(t 
Ql) §O=—WO= pan == Ben 





Nous avons alors cette proposition: la quantitd g,,(t) est un polynome 
entier en &(t), y(t), quand Ventier m mest pas divisible par 3. Quand 
m est un multiple de 3, gm(t) est le produit de §3(t) par un tel polynome. 
Effectivement la formule (19) de Jacobi donne pour le calcul de gm 
ces deux formules récurrentes 





(22) Gon41 = Gnt2In — Yn—1Ynti, Jan = Gn(Gn+2Jat1 —Gn—29n41) 
On en tire gm en fonction entidre de », &, et Von reconnait sans 
peine que cette fonction entitre est composée en & comme I’indique 
Vénoneé précédent. 

14. Tes fonctions g,, sont paires et, pour les valeurs entiéres 


de m, doublement périodiques. Pour ¢ =O, g,,(f) se réduit a 





m 

m —1° 
25° 

La fonction &(¢), dans un parallélogramme des périodes @, @', a 8 


x ‘ n ’ 
zéros_ triples set = 





, » et mw n’étant pas nuls ensemble. Elle a 3 


infinis octuples sete ©. 


n n'a — : i ical 
setee. n et n n’étant pas pairs en méme temps, et 3 infinis 


quadruples, les mémes que ceux de §&(f). 





La fonction »(¢) a 12 zéros simples 


Liargument ¢ correspondant au point x d’une cubique C, je vais 
caleuler les fonctions &(¢) et 7 (#) au moyen des coordonnées du point 2. 

Soit z,=0, «, +, —0 le point d’inflexion J pour lequel ¢ 
est nul. 

Les points pour lesquels on a 2¢= 0 mais non ¢ = 0, sont les 
trois points sextactiques situés sur la polaire de J, x, — %,= 0. 

Les points pour lesquels on a 4¢=0, mais non 2¢ = 0, sont les 
12 points x, situés sur la courbe du 4éme degré B (No. 5.) 

B= x, (%,'—2,°) — a, (a,' —a,°) = 0. 

24* 
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Considérons la fonction 
, (ag — a5") — 2 (x,°— 2°) 
=" (a, —2,)* ’ 
et envisageons-la le long de la cubique donnée C. 

Il est manifeste que cette fonction, ainsi envisagée, a les mémes 
zéros et les mémes infinis que la fonction y(¢), et avec les mémes 
ordres de multiplicité. Comme elle est homogéne et de degré zéro, 
c’est aussi une fonction doublement périodique de ¢, aux mémes périodes 
que 9(¢). C'est done y(t) sauf un facteur numérique. Pour connaitre 
ce facteur, observons qu’au point J, y se réduit 4 — 4, tandis que, 
pour ¢= 0, y(#) se réduit & 4. Done 7 et n(¢) ne different que par 
le signe. 

Prenons maintenant, le long de C, la fonction 





” “er 


rr Wy Xp Ly Xe @," Hy 2," Le 
(#, — 2)* ’ 
dont le numérateur est composé du produit des huit droites d’inflexion 
ne passant pas en J, et explicitement données au No. 9. Cette fonction, 
également homogéne et de degré zéro, est aussi doublement périodique, 
et a les mémes périodes que &(#). Mais elle a aussi, comme &(#), pour 
no-+ n'a 


zéros les 8 valeurs de , sauf la valeur zéro, et elle les a trois 


fois, attendu que les huit droites qui figurent en son numérateur con- 
tiennent chacune trois des huit points d’inflexion autres que J. La 
fonction & a aussi les mémes infinis que §(¢), octuples aussi. Done 
& et &(¢) ne different que par un facteur numérique. Diailleurs, au 


point J, & se réduit & — = et &(¢) a = - Done & et &(é) ne different 
que par le signe. Nous avons done ces formules 


—=— Wy LyX, Hy 2," _" i ie 
(23) &(¢) oa 
9 (£) en — S1lte ee — le — 2") 
(@—2)* 


Si l'on développe le numérateur de &(¢), on a encore: 


Wy Ly | (Ay Ag) (ay $y — Hq) aq") [ (a+ arg) (Xa Hy — 4) ++ 2°] >< 
¢ ary? ay? + 25? — 7, yg — XgX, — X24] 
(24) EH) —- = 1a Or 
15. Les formules (23) permettent de caleuler la fonction g, (é), 
exprimée par les coordonnées du point 2 Mais, comme ce sont les 
points 3mt == 0 qui nous intéressent ici, je vais calculer directement 
E(3¢) et »(3¢), par un raisonnement tout semblable. Si nous faisons 
¢ = St, nous savons que: 
les points 2¢ == 0 sont les points sextactiques, situés sur le lieu 
(a,°—a,°) (x, —2,°) (a,°— 2°) = 0; 








(26) 
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les points 4¢ = 0 sont les points z,, dont le lieu complet se compose 
des 9 courbes B, représentées par: 
[21° (a, —ag*) — 274° (73° — 2,°)*) [a,5 (@,°—x,°)8 — 2,5(,3—2,%)°] 
[x,° (w,°—x,5)° — x,°(x,8 — x,°)*] = 0; 
les points 3¢ = 0 sont les points x,, dont le lieu complet est l’en- 


semble des 8 courbes A, ---A,’. En reproduisant alors le raisonnement 
précédent, j’obtiens ces nouvelles formules: 


(Ay Ay’ Ay Ay’ A, Ay’ Ay A,')? 


B(3t) = — (sang (eg — ay) (ay — ae)? 
(25) [at (ag*—arg*)>—arg? (arg — 204°) [arg (arg°—21,°)’—a7g5 (a7y"—2¥5)* |] >< 
n(3 t) FATE So Ba et __[#°(@—2,') - x3 (x5 — x;°)*| ae 





(ea) ay) (ea 
Ou en développant le numérateur de & (32): 
(x4 arg" ©5°— 2,3 193 — 243 yS—Xq5 H,°)3 (243 g° agg" &°—3 a, 3arg'a,' F< 


9e 2 (Xq* 4° 25° 225+ 2,3 .x,° — 3.x,°2, x,°)3 
) ee are 
(26) E30) L (42,5 — X98) (2° —x,°) (3° — 2,")]* 





16. La comparaison des formules (23) et (25) va nous faire con- 
naitre enfin la véritable nature de la substitution (A), dont nous nous 
sommes précédemment occupés. Mettons, par la pensée, dans les 
seconds membres de (23), y au lieu de x, et désignons par ¢’ l’argument 
du point y. Les formules (23) donnent alors &(¢’) et »(¢’). Substituons 
maintenant aux y leurs expressions données par la substitution (A), 
et rappelons-nous les formules (13), (16) et (18) qui nous fournissent 
le résultat de cette substitution. La conclusion est celle-ci: 

b(t) = §3t), 1) = 70). 

L’étude que j’ai faite des fonctions &, 4 dans le travail précité, 
conduit & cette conséquence, que ces deux fonctions étant données 
numériquement, l’argument, a des multiples prés des périodes, est 
déterminé sauf le signe. On a done ¢ =-+ 3¢, et nous n’avons plus 
qu’a lever cette ambiguité de signe. 

Soit w le point de rencontre de la droite Jx avec la cubique C, 
z le point de rencontre de la tangente en x avec C. Si l’on a ¢=3t, 
le point y est en ligne droite avec x et z. Si l’on a, au contraire, 
t{ = — 3t, a’ et 2 sont en ligne droite avec le point y’ situé sur la 
droite Jy. Examinons si ce second cas a lieu. Le point 2 a pour 
coordonnées x, 2,, x, et le point y a pour coordonnées y,, ¥;, Y3- 
Il faut done examiner le déterminant: 


Yo YU Ys 
Bq By % 
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dans lequel les y sont données par (11), et les z par (6). Il est aisé 
de vérifier que ce déterminant n’est pas nul; car le terme du plus 
haut degré en z,, du 10éme degré, est unique et ne peut, par consé- 
quent, se réduire. Au contraire, dans le déterminant que l'on obtient 
par échange de y, et y,, il y a deux termes du 10éme degré en 2,, 
et qui se détruisent. Ainsi: 

Si le point x a Vargument t sur la cubique du faisceau qui y passe, 
le point y qui lui correspond par la substitution (A), a lVargument 3t; 
ou encore: Si l'on inscrit a une cubique du faisceau un triangle xx’ z 
de maniére que le cété xz soit tangent a la cubique en x, et que le cété 
xz passe au point dinflexion J, le troisiéme cété passe au point y, 
correspondant au sommet oppose « par la substitution (A). 

17. Arrivons maintenant 4 la solution définitive des problémes 
qui nous occupent. Calculons, au moyen des formules récurrentes (22), 
9n(3t), en mettant pour —, » les valeurs (25), et égalons le résultat 
i zéro. Nous obtenons ainsi |’équation d’une courbe qui coupe toute 
cubique du faisceau dans les points dont les arguments sont les zéros de 
Jm(3t), et ne la coupe en aucun autre. Sim est un nombre composé, 
Ym 8e Aécompose en autant de facteurs que m a de diviseurs. On 
prendra simplement le facteur qui répond 4 m lui-méme, et l'on aura 
Yéquation d’une courbe coupant chaque cubique du faisceau, et la 
coupant simplement, en tous les points z,,, et ne la coupant en aucun 
autre. 

Mais nous pouvons aussi calculer g,,(¢) en mettant pour &, 7 les 
valeurs (23), et nous obtenons de méme une courbe coupant simplement 
chaque cubique du faisceau en tous les points dont les arguments 
vérifient mt=0, sans vérifier m’t=0O, m’ étant moindre que m. 
Cette courbe est une partie du lieu des points z,, si m est premier 
avec 3. Nous pouvons calculer le degré de ce lieu partiel d’aprés le 
nombre des points oi il rencontre une cubique du faisceau. Or le 
nombre des solutions, distinctes suivant les périodes, de 1]’équation 
mt = 0, et qui n’appartiennent 4 aucune autre équation m’t = 0, od 
m’ soit moindre que m, se calcule aisément. C’est 


i 1 1 
m? (1 — x) (i- gx) (1— 37) Hey 
si p, p’, p’--+ sont les facteurs premiers de m, distincts entre eux. 


Le tiers de ce nombre est donc le degré de ce lieu partiel que nous 
envisageons. 


18. Pour connaitre le lieu complet, donnons aux deux entiers 
n,n les valeurs 0, 1,2 sans leur donner en méme temps la valeur zéro. 
La relation mt==0O ne coincide avec aucune des relations 


m (t a set =) = 0. 








Si ¢ 
cha 


tou 
3 ’ 

cou 
da 
flea 
ai 
Cet 
P; 

eua 
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Si done on transforme le lieu partiel par les substitutions 6B, on obtient 
chaque fois un nouveau lieu partiel. Si, au contraire, on change ¢ en 
— t, la reiation mt = 0 n’est pas altérée, et les huit autres s’échangent 
toutes entre elles. Donec: Quand le nombre m nest pas divisible par 
3, le liew des points x» se compose de 9 courbes distinctes, dont chacune 
coupe une cubique quelconque du faisceau en des points %», ct non en 
@ autres points. Chacun des lieux partiels est adjoint & un point d’in- 
flexion; a reste inaltéré par la substitution homologique dont ce point 
d’inflexion est le centre, et qui laisse inaltérées les cubiques du faisceau. 
Cette substitution permute entre eux tous les autres lieux partiels. Si 
P, p; p’ +++ sont les facteurs premiers du nombre m, distincts entre 
eux, le degré de chaque liew partiel est 


+ m2 (1 — a) (1 _— 37) (1 -- =r) te, 


19. Au lieu d’effectuer sur le lieu partiel mt = 0 les substitutions 
8, nous aurions pu passer de g,,(¢) & gm(3t) en remplacgant les x par 
les y, puis mettant au lieu des y les valeurs données par les formules 
de la substitution (A). En d'autres termes, le lieu complet est le 
transformé du lieu partiel par la substitution (A). C’est ce qui résulte 
de la proposition établie au No. 16. On reconnait ainsi, de nouveau, 
que le lieu complet est d’un degré égal 4 celui du heu partiel, multiplié 
par 9. Mais on voit aussi que, le nombre m n’ctant pas divisible par 
3, le lieu partiel des points x», adjoint au point d’inflexion J se trans- 
forme en lui-méme par la substitution (A-'). C’est ce que nous avons 
reconnu précédemment pour le lieu des points 2, et 2. 

Prenons maintenant le lieu complet des points x,,, et appliquons- 
lui la substitution (A). Chacun des lieux partiels se transforme en 
un lieu séparé, de degré neuf fois plus grand. Mais le lieu partiel 
adjoint au point J se change en le lieu total des points 2, Le lieu 
complet des points 23,, se compose donc seulement de 8 courbes, Le 
degré de chacune d’elles est égal 4 neuf fois celui des précédentes. En 
outre, chacun de ces lieux partiels reste inaltéré par les substitutions . 

Répétons encore la substitution (A) sur le lieu complet des points 
“3m; Chaque lieu partiel donne un nouveau lieu partiel des points 2,,,, 
de degré neuf fois plus grand, et ainsi de suite. Done: Si m = 3¢u, w 
ctant premier avec 3, et que p, p, p’++- sotent les fucteurs premiers 


de w, le liew des points x» se compose de huit courbes distinctes, dont 
1 


, : 1 
chacune est du degré 3?¢—'u? (1— ese) .< .. seiee 
Méme raisonnement, appliqué au lieu des points z,, donne cette 
conséquence: le liew des points x4 se compose de 8 courbes, dont chacune 
est du degré 3*-?. 
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Dans ces deux cas, chaque lieu partiel reste inaltéré par les sub- 
stitutions homographiques B; il est conjugué avec un autre lieu partiel, 


de telle sorte que deux conjugués s’échangent entre eux par les sub- 
stitutions a. 


Introduction des covariants. 


20. Je termine ce mémoire en montrant comment les résultats 
précédents permettent de résoudre le probleme que je m’étais primitive- 
ment posé: pour une courbe du 3éme degré, trouver le covariant qui 
s'évanouit en chaque point x,, de cette courbe. On voit maintenant que 
ce probléme peut aussi s’énoncer ainsi: Soit f= 0 U’équation dune 
cubique et A le hessien de f, exprimer en égalant a zéro un combinant 


de la forme xf + 4A, V'équation du lieu des points x» pour les courbes 
du faisceau xf +A~AA=—O0. 


Pour résoudre ce probléme, il suffira de mettre sous forme de 
combinants les expressions (25) de §(3¢) et 4(3¢), ce qui sera facile 
grace & l’étude approfondie qui a été faite des formes cubiques ternaires. 


J’emploierai les notations mémes des Vorlesungen iiber Geometric 
von Clebsch, publiées par M. Lindemann, et je poserai, en con- 


sidérant la forme 
f=a,', 
A = (abc)*a, bic, = a,', 
N= (@ax)a,’a,* = Nz'tn, Ni = a 
wz — Nw N, NAN, *, 
Q = (aap)a,?a,? Y,'. 
Je désignerai par F le discriminant, pris de maniére 4 ce qu'il soit 
égal & 6? pour a,* = w,5+ 2,3 + 2,'. 
21. Il est trés aisé d’obtenir l’expression de y4(3¢). Considérons 
effectivement |’expression 


, R(N— N,*) (NE — N,') (N,? — N,°) 
y = — ot . 





On vérifie sans peine que, pour la forme a, *, 7 se réduit 4 (32), 
sauf un facteur numérique. Mais y/ est aussi un combinant absolu, 
c’est-a-dire qu’ il reste absolument invariable quand on remplace f par 
xf+ AA. Effectivement, si l’on pose 


(27) G(x, 2) = xt — Sxta? — 2 Teas — © Sas, 


T, S désignant les deux invariants de f, on sait que la substitution 
de xf-+ AA af a pour effet de multiplier R par G*, Q par G et 
N par G, en sorte que 7 n'est pas altéré. L’expression analytique 
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de 7 est donc la méme pour a, * et pour 
da’ = 7,3 + x3 + 2,3 + 6ax, 225. 


Donec, dans tous les cas, y ne differe de (3¢) que par un facteur 
numérique, facile & déterminer. 


22. Pour obtenir l’expression de §(3¢), considérons les deux facteurs 
A,, A, de son numérateur. 


A, = «,° + Ox,' + 0?x,°, A,’ = «,5 + O*x,' + O2,'. 

Ces deux quantités sont précisément les deux covariants irrationels, 
désigués dans les Vorlesungen (p. 572) par la notation M, N. Si l’on 
prend lexpression qui est donnée pour ces deux covariants dans 
louvrage cité, en y faisant f= 0, on voit, qu’d un facteur indépen- 
dant des a prés, leur produit coincide avec (44y~ + xA?), od A, x 
satisfont 4 ’équation G = 0. Les 4 couples de facteurs qui composent 
le numérateur de §(3¢) s’obtiendront si l’on prend successivement pour 
4: les quatre racines de G=0O. On peut done écrire, pour ce 
numérateur, & un facteur prés, le cube de 


(7a) G(4y, — A%) = Byt — a Syat4 = Tyas— + sas. 


En divisant le cube de cette expression par 2°, on aura, & un facteur 
pres, une expression de §(3¢). Mais elle ne sera pas sous forme de 
combinaht. En ajoutant des multiples de f, on peut varier l’expression 
trouvée; une de ces formes est un combinant absolu. Pour trouver 
cette forme, envisageons les deux combinants S4,,, T'4,-,, est-i-dire, 
comme dans l’ouvrage cité, les invariants S, 7’, calculés pour la forme 
xf + 4A, et dans lesquels on fait, aprés le calcul, x = A, 4 = — f. 
Les expressions de ces combinants sont données dans les Vorlesungen 
(page 640). Si lon y néglige les multiples de f, ces expressions se 
réduisent a 


S4,-, =SA‘, T4-,=TA*. 
Je peux dés lors écrire au lieu de (27a) le combinant suivant 
(28) A= My! ayes, _,4 2 oTs-,— + (84-1 
et j'ai pour §(32) l'expression suivante: 
(29) k(3t) = =< 
dans laquelle il est trés-facile de vérifier le facteur numérique, seul 


inconnu jusqua présent. Effectivement, pour f= 0, A= 0, c’est-a- 
dire pour un point dinflexion de la courbe f, A se réduit a 2*y', et 


E(3t) a 5 (4 xz Or lidentité suivante, due a M. Brioschi 





378 G. H, Havenen. 


247 Q? — 384 y3 — 12~84,_; + 27 4,-; 
donne, pour f= A= 0 
3Q? = By’, 

On voit done que |’expression précédente se réduit & - pour 3¢ — 0, 
Eu égard a sa provenance, c’est done bien §(3¢). ; 

23. Le calcul direct de l’expression y/ pour la forme 

ag = 23 + 2,5 + 2,° 

donne facilement le facteur qui lui est relatif, et lon a finalement 
(30) 4(3t) = 9R(N,'— N;’) ol ee = = 
En prenant les valeurs (29) et (30) de &, 7, on exprimera au moyen 
des trois combinants A, B, Q les équations des lieux des points 2». 


Il suffira de faire usage des formules récurrentes (22). Voici, par 
exemple, les premiéres équations: 
9, =n — &, liew des points a;: BQ! — A? =O, 
9 = & (n—E—x"), liew des points x: BQ— A — LB? =0, 
9; = (n—§)E — 9°, liew des points x,: (BQ*— A*) A’ — BQ' = 0, 
Is = nl(n—&)(25 —m) Ey"), 

liew des points x: (BQ'— A)(2A' — BQ')- AB? = 0, 
et ainsi de suite. 

24. Il existe une autre classe de lieux géométriques dont les équa- 
tions peuvent se trouver aussi par l’emploi des fonctions —, ». Pour 
développer ce nouvel ordre d’idées, il me faudrait entrer ici dans trop 
de détails sur les invariants différentiels, dont j’ai fondé la théorie dans 
ma Thése*). Je me contente d’énoncer quelques résultats. 

Appelons, en modifiant un peu un nom proposé par M. Fouret, 
courbe anharmonique la courbe telle qu’en chacun de ses points la 
tangente et les trois droites qui unisseut ce point & trois poles fixes, 
fassent un rapport anharmonique constant h. Pour chaque point d’une 
courbe quelconque C, il existe une courbe anharmonique ayant, en ce 
point, avec C un contact de l’ordre le plus élevé possible, le 7éeme 
ordre, Disons-la osculatrice; et, quand, en un point particulier, l’ordre 
de ce contact s’éléve encore, disons-la surosculatrice. Ces définitions 
posées, on a cette proposition: 

Pour le faisceau des cubiques xf + AA = 0, le lieu du point pour 
lequel la courbe anharmonique osculatrice de la cubique du faisceau qui 
passe en ce point, a le rapport anharmonique h, est représenté par 
Véquation: 


*) Paris, Gauthiers-Villars, 1878, 
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24. 73(h — 2)? (h+-1)?(2h—1)? A’ — 3? -5?(h? —h + 18 QS =O. 
Le lieu du point pour lequel il existe une courbe anharmonique sur- 
osculatrice, est représenté par 

8B—Q'=0. 


Le liew du point pour lequel la cubique du faisceau a un contact 
du 8éme ordre avec une courbe du 4éme degré et de la 3éme classe, 
est représenté par 


[24 B24 26 BQ'— 72984 3.27 Ad}? — 2401/8 B—Q4)3 = 0. 





, 
Je pourrais multiplier de tels exemples qui sont des cas particuliers 
de cette proposition générale: Le liew du point pour lequel, sur la 
cubique du faisceau qui y passe, un invariant différentiel s’évanouit, se 
représente par une équation dont le premier membre est wne fonction 
entiére des trois combinants A*, B, Q'. 


Paris, Mai 1879. 














Beitrag zur Spharik. 


Von Dr. Metssex in Kiel. 


Sind in einem sphiirischen Dreieck gegeben die Differenzen der 
. Winkel und der gegeniiberliegenden Seiten, also 
a—a=A; B—b=B; y-y=—C, 
so setze man: 


w= 45° 4 see? 


? 


2Y/ con sin(u— 4 a c) 


, ae. 
a cos (= ) cos (= ) cos ‘ 
ts (+ tg(2 (GS 
tgp = (3) ; teq= G) ; tgr=- (3) 
Dann wird: 


A B C 
exmpt+s3 Beats rv—rt+ > 
A B C 
G=—p —z} b=q— Fi c=r—- 
| oder: 

a, = 180°— a u.s. w. 

a, = 180°— a us. w. 
Ich fand diese Auflésung aus der Transformation zweiter Ordnung 
der sphirischen Dreiecke. 
) Ist nimlich ein sphirisches Dreieck gegeben mit den Elementen 
| a, b, c; a, B, y; so existirt stets ein zweites sphirisches Dreieck mit 

den Elementen a,, b,, ¢,; &,, By, 7,;, WO: 
a, = Tens, §,— 2+ 6, gies SRST 


} lt eee we 


te (3) x, *@) «G@)_ 
eQ-=2, wQ@)-=2), w= 
eG)’ wl) 
Zu bemerken ist noch, dass das transformirte Dreieck dasselbe bleibt, 
wenn man statt des Grunddreiecks das Supplementardreieck setzt. 

















Sur les formes quadratiques binaires indéfinies. 
Von 
A. Marxorr in St. Petersburg. 


Dans le mémoire , Sur les formes quadratiques“ de M. M. A. Korkine 
et G. Zolotareff*) a été mentionné que la limite précise des minima 
pour l'ensemble des formes binaires 


f= ax? + 2bay + cy’, 


dont le déterminant 6? — ac = D est positif, est égal a : D. Cette 
quantité est le minimum des formes équivalentes 4 


4 
h= jp (x? —xy—y’); 
pour toutes les autres formes f la limite précise de leurs minima est 
. . oo 
Vip. 
La démonstration de ces théorémes m’étant communiquée par 
M. A. Korkine, ainsi que la forme 


fi —V LD (@-2ay—y') 


dont les équivalentes ont Vid pour leur minimum, je me suis pro- 
posé d’abord de trouver la quantité qui doit remplacer Vip pour 
toutes les formes non équivalentes 4 f, et f,. Il résulte de mes 


recherches que cette quantité Y= D est le minimum des formes équi- 
valentes. & 





4D 
h= 2 (52?—llay—5y’). 


Pour ne pas nous occuper des cas particuliers, abordons les questions 
générales et proposons nous de trouver les formes /, dont les valeurs 


ne puissent étre inférieures 4 1j//D. Nous allons démontrer, que pour 


*) Mathematische Annalen, Band VI, 8. 366. 
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l> ; le nombre de différentes classes de telles formes f est toujours 


fini, le déterminant D et le coéfficient 7 étant donnés. 

2 
=" 
Quant aux formes qui satisfont 4 notre condition pour / > ;, 


Ce nombre croit indéfiniment, si / approche de plus en plus 4 


chacune d’elles devient égale (numériquement) 4 son minimum pour 
quelques valeurs finies de x et y et les rapports entre ses coéfficients 
sont des nombres rationelles. Il résulte de la que, si les nombres 


-, . sont irrationelles, la différence 


2 —_ 
(f) > a VD ? 
(f) étant la valeur numérique de f*), peut étre faite négative ou, si 


elle est toujours positive, parmi ses valeurs on trouvera aussi petites, 
qu’on voudra. 


Nous allons voir encore qu'il existe un nombre infini des formes 

non équivalentes entre elles de méme déterminant D, dont le minimum 

“ +2 2 j : 

est pour toutes la méme quantité — VD. Comme exemple peut servir 
la forme 


= VD (a®— 75 xy—y?). 


Avant de commencer la démonstration des théorémes mentionées 
faisons quelques remarques sur la transformation des formes. 
Soit 
(1) Po = (Gos by 5 Cy) = By XQ? F Why Ly Hy + CoYo? 
une forme donnée de déterminant positif. 
L’équation correspondante 
(2) ay &? + 20,6 + ¢,=0 
a deux racines réelles, 
Développons l'une d’elles &, en fraction continue, de sorte que 


(3) teem top, 
ato 





Oy, Oy, Oy,++*@,—, tant des nombres entiers positifs (a, peut étre 
égal & zéro). 


*) Dans la suite nous allons représenter en général la valeur absolue d’une 
quantité quelconque A par (A). 
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La quantité &, est une racine de |’équation 
(4) an? + 20,6 +e, = 0, 


qui s’obtient de la maniére connue. 


Comme le déterminant D = b,? — a,c, est positif, les racines de 
Péquation (2) sont différentes et quelque soit leur différence, on peut 
toujours donner a ” une valeur assez grande, pour que |’équation (4) 
ait une seule racine positive. 


Dans ce cas a, et c, auront des signes contraires, 
Considérons les subsitutions 


Ly =Al(Ox+%) » Yo =%y , 
Ty eG, % FH) HW = ; 


Tq Ay X +43 » Yo = , 


(5) 


XLn-2= On—2Ln—1+ Yn—1 » Ya—-2=Tr-1, 


Vy—1 = An-1 Vn +Yn >» Yn-1=T, , 





qui correspondent a la fraction continue &; la forme (a,, by, cy) se 
transformera en 


(Qn, bn, Cn) = a + 2 On Tn Yn + Cn Yn? 


O Gn, Da, Cn sont les mémes que dans |’équation (4). Ainsi toute forme 
(a), by, &) peut étre transformée en une autre (a,, b,, ¢,) dans la- 
quelle a, et c, ont des signes contraires. 


Soit h le plus grand nombre entier contenu dans la valeur absolue 
de la racine négative de |’équation (4). En faisant 


I= X—hY, yn = VY 
la forme (a), ba, Cn) se change en une autre 
(6) (A, B,C)=AX?+ 2BXY+CY? 
La racine positive de l’équation correspondante 
Af’? +2BE+C=—0 


sera plus grande que lunité et la valeur numérique de la racine 
négative en est moindre. — 


Supposons done que les racines de l’équation 
(2) a $? + 2b§+¢ —0 


satisfont 4 cette derniére condition; car dans le cas contraire on peut 
remplacer la forme (a), 6), ¢)) par son équivalente (A, B, C). 
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Soit 
1 
(7) f= tot 3 . 
Cs ae 
on 
eat 1 
la racine positive de |’équation (2) et 
1 1 
(8) -i=---5 + 
“—@"*. 
a 
oi» - 1 — 
N—m . 
la racine négative de la méme équation. 
Les substitutions 
Ly 0% +H, YW =%; 
Ty =O%, +H, Y =X, 
(9) Ly =O%, +Y;, Yo =, 


Tn—1 = On_1 Uy + Yn, Ya-1= Ln, 


donnent la série des formes transformées 
(ay, by, Cy), (Gg, by, €), «+> (Gn, bn, Ce). 


En désignant par > la racine négative de |’équation 


(10) dnt? + 2d, +e = 0 
il est clair, qu’on aura 
1 
n) iene = 
of 8 
“ay 1 


No 
et &, sera la racine positive de la méme équation. 
Les substitutions 


x =Y-1, % =—@i7i1+ 2-1, 

Ti+ =Y-2, Y-1 = —G2f-2+ 42, 
(12) . . . . . . . . . . . . . 

C_m+1 = Y—m Y—m41 = — &nY—m +x —m 


donnent la série des formes transformées 


(a1, bi, 1), (a2, bg, ¢-2), -+ +, (my bm, C-m). 


















Sur les formes binaires indéfinies. 


Dans ce cas la racine négative de |’équation 
(13) a_mé? 4- 2b & + CHom = (8) 


P ~ —1 . ‘a tel a catia er 
est égale a et la racine positive de la méme équation étant designée 


— 


par €_,, donne le developpement 


(14) t= = Oem + : ; 


int + er 





oe Se 
@ oat 1 ; 


0 


Remarquons enfin que les substitutions (9) et (12) peuvent étre en 
général représentées par les formules 


(15) Lye = Cy Lut. H Yutiy 
Yu = Tus 

uw étant un entier quelconque positif ou négatif. 

Done si nous considérons une forme quelconque (a,, by, Cx) de 
la série 
(E') -+-(@_a, bg, €-2), (@—1, D-1, C1), (Gqy Dos Cy), (G1, Bj, €)), (Gay Day Cy) y+ 
qui provient de la forme (a), b,, ¢ ) par les transformations (15), la 
racine positive de l’équation 

a8 + 2b. + tx = 0 
est égale a 
1 
&, + aie 
Orrot, 


et la racine négative a 
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La différence de ces racines, c’est & dire la quantit (a,) 
x 


est égale a 
iid ge 4 
‘ Ott - 1 Oy) + 1 " 
Crag t-, Got. 


ll n’est pas difficile de démontrer que la valeur absolue de (a), by, ¢,) 
ne peut s’abaisser au dessous du plus petit des nombres 


++, (as), (G2), (@-1), (Go), (41) (@2), (Gg), > + 
dont la suite doit étre prolongée indéfiniment dans les deux directions, 
Pour le démontrer remarquons d’abord que parmi les racines 


eT 3% Es, Ruts | g,, os 
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relatives & l’ensemble des formes (F) il existera toujours au moins une 
qui surpasse 2, si la forme (a,, by, ¢,) n’est pas équivalente a 


4 y : y 
Vi D(2-y-4, 2+ 7% 
i+1 1+ 
i+, 


cest & dire & la forme 


V = Dw—ay-y’). 
Nous omettons cette forme parce qu’on voit facilement que son 
7 4 
minimum est V ; D. 

Toutes les formes (F) sont équivalentes entre elles et chacune 
d’elles se transforme dans les autres au moyen des substitutions men- 
tionnées. 

Cela étant nous pouvons supposer 

& > 2. 
Nous excluons encore les cas y, = 0 et a, =; car dans le cas y, = 0 
la valeur absolue de la forme (a,, b), ¢,) ne peut étre moindre que 


(ay), et, si ag = 0, le minimum de la forme (a,, by, ¢) est égal a zéro. 
En vertu de nos notations on peut écrire 

16 ce (ay, Dos o) ai x ti 

(16) Yo? Ay Yo° (5 by ) Gs. + =) 


Quant a = on peut faire trois suppositions 
0 


x, x x 
— =() . 0 —~ <0 
Yo : Yo in Yo ™ 
que nous discuterons séparement. 
1) + =0. 
(1) Yo 
En remarquant , que 
Cy = a1 
notre forme gm, = (a,, b,, ¢,) devient 
A_1Yo' 3 
done 
(%y) = (@-1)- 
ll) ** >0. 
tod Sein 
Comme on a 
eS ea 
Yo 1: No > (Yo) ’ 


on déduit de la formule (16), que l’inégalité 
(Po) < (4) 











es 


o> 


























Sur les formes binaires indéfinies. 


est possible seulement sous la condition 


= 
— &)< on 
Comme nous avons supposé &, > 2, il résultera de linégalité 
: — §)< = 
la suivante 
Sh. 1Is9 
Yo No 


Donc, si l’on a 
(Po) < (a); 


— &)< = 2° 


. 
~ — 7 x , . . 
Cette inégalité montre, que la valeur de = est égale & une des fractions 
0 


il viendra de la 


convergentes & &). 
En posant 





Ly 


1 1 
== @ a (ta sae 
Yo 0? 0 oy ? 0 + oy -f- 1? 


a 
les valeurs correspondantes de la forme g, sont 
@,*, at, a,%, 
i étant le ~ grand commun diviseur de x, et y. 


Done si — = - est positif, la valeur numérique de (a), by, cy) ne peut 
étre moindre que le plus e des nombres 
(ay), (4); 4), (45), + °° 
(III) = <0. 
On vei de la formule (16) que linégalité 
(Po) < (a) 


est possible seulement sous la condition 


my tye 


Yo 


2 y 2? 
0 
car évidemment on a 


@, 
-— + é, > 2. 
Yo 
Quant a la condition 


wy 
Yo + =A % aa 


> 4 == x, id x M4 x 1 
il en résulte que - . est égal & une des fractions convergentes a ~ 
0 10 





‘ 3 i! “in > 
Si l’on attribue 4 - - ® successivement les valeurs 
0 
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1 1 1 
“." esr t ’ a s+ 1 7 
a» @_o+ 1 
les valeurs correspondantes de g, sont respectivement 
Cit? =ast, ast, Ast?,--- 
i étant le plus grand commun diviseur de 2, et y. 
ro 
Done dans le cas - < 0 la valeur absolue de (a, , b,, ¢,) ne peut 
s’abaisser au dessous du plus petit des nombres 


(a), (a_2), (a_s), (a_4), a 


Il résulte de tout ce que nous avons dit, qu’il suffira pour la recherche 
1 ? 
i “ye > 
du minimum de la forme (a,, by, ¢)) de considérer la suite 


(J) ss ty Go, M1, MH), H,, H,,**> 


dont la liaison avec la forme (a,, by, ¢,) a été expliquée, et de chercher 


9° 
o 


le minimum + de la somme 
1 1 2 
17 a —_ _ = - 
( ) t+ oF 1 Pat; 1 L, 
49 T°, Got: 


Le minimum de (a,, by, ¢) est égal & L YD et pour chaque valeur 
de l’indice x correspond une valeur de la forme (ay, by, ¢) 


a, = L, VD. 


Comme la suite (F) est complétement déterminée par la suite (J) 
nous discuterons dans ce, qui va suivre, seulement la suite (J) et la 
formule (17) qui lui correspond. 

Remarquons de plus, que, si les coefficients a et ¢ d'une forme 
quelconque 

(a, U7, ¢) =a a? + 20 ay + cy”? 
ont des signes contraires et la racine positive & de )’équation corre- 
spondante 


a@+2V—E+¢ =—0 
surpasse l’unité tandisque ja valeur absolue > de la racine négative 


en est moindre*), les formes (a’, b’, c’) et (a), by, cy) ne sont équivalentes 
entre elles que sous les conditions exprimées par les équations 


*) Toute forme (a, 0’, c’) qui satisfait & ces conditions nous appellerons 
réduite. — 











if 









Sur les formes binaires indéfinies. 


, 1 
= &@ — 
3 a bar : 1 7 ? 


Oy+e -*, 





R ' 
OUTS St ) 
O,3+-, 





ou par les suivantes 


Fe teat = + 1 ? 
ys Ge 3+, 
na, + 
Opt ! 
Crete, 
x étant un indice quelconque 
En effet soit 





a= an’ + By, 

y=yr + dy 
la substitution par laquelle la forme (a), by, ¢)) peut étre transformée 
en (a, b,c); a, B, vy, 9 sont des entiers et satisfont & la condition 


ad —py=—+1, 


qui exprime |’équivalence des formes (a,, by, ¢) et (a’, U’, ¢). 
On aura par conséquent 


x P 
az a 7 +B 
y a 5 
Y rd +9 
et ; 
2 Ee +) 
(18) ee 


< 


+2’ 
(y)- 7 + (8) 
les signes -++ dans le premier et le second terme de cette équation 
étant choisies convenablement. 


En développant (7) et (5) en fraction continue, il résulte de la 


condition 
ad —By=+1, 


(j= f+ . 


quon trouvera 
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Got ae. 
+ 





fai 
Ey, 5 °** €a-1, & Stant des entiers positifs (e, et &, peuvent étre 
égaux a zéro*), 
Au moyen de ces developpements la formule (18) peut étre rem- 
placée par la suivante 


x 1 
(19) za Oe? =... 
-+ 1 
®t 1 
at ax 
y’ 
Quant aux valeurs de «, et &, on peut faire quatre suppositions 
1) &>0, & =0; 2) é& =0, &=0; 3) &>0, &>0; 4) &=0, & >. 
Discutons ces cas séparement. 
1) &>0, a =0. 
En combinant de différentes maniéres les racines des équations 
a, + 2h,6+ ce =—9, 
v§+2b—eE+¢ =0 
pour les substituer 4 la place de ~ et ® dans la formule (19) et 
choisissant convenablement les signes -+- dans les deux termes de cette 
formule, on verra facilement, qu’avec les conditions 
&>1, m>t, F>1,y7>1 
n’est compertible que la combinaison 


1 1 1 
E, am: Oe + at 1? ~ e = ¢, ‘ar * 
fe+:. fe+-. 
_ - | 
& it 1 1-1 
Ps 
Par conséquent 
, 1 
"= &it 
fot. 
o- A 
f&+ 1 


o 


Si lon compare ces formules et les équations (7) et (8), on aura 


*) Dans le cas ¢, = 0 an aura 


6 
(a)—e+ =a 


E,—2 




























Sur les formes binaires indéfinies. 


Ey = Hy, Fy = Hy, + * En—1 = H-1, 
’ 1 , 1 

= & = 41 
é “1 iit 1 ie - a 


Oiot -, 





2) & = 0, a =0. 
De la méme maniére que dans le cas précédent on aura 


1 1 
“Ser s ? wera tT oz. 
fet+:. pe 
“—-— 3 , oat J 
&1° 7 g 
, 1 
= &_ —— 
U ai + ss 
- 4 
&-+ 1 
gy 
Ey) = G1, & == Ag, - ++, E_—1 = A_-(n-1)) 
’ 1 ’ 1 
a= @ : ~-— = 2. —_—_—_—— 
E h + @_ jit 1 ? | Al + @_ hye ng 
@_y» ot’, O_p41g - 
On aura 
1 1 1 
ene eer Sa ey ed 
+o +4 
&+ 1 &—§ 
n 
ry — + I ; 
Sout. 
“4 
%+- 1 
No 
Bg SP Sgn Sy Gye +) SB My 
, 1 ’ 1 
feta. + VOR es 2 
prot, “49T *. 
4) a =0,a>0. 
On aura 
1 1 


— ear 
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&; = G1, €g9 = Ag, -*:, SAA, 


’ 1 ’ 1 
tte , ale MN iia be ee Se 
@_pyot-. a 


La proposition énoncée est done démontrée. 


Maintenant proposons nous de trouver la composition de la suite 
(J) & la condition d’avoir pour toutes les indices x 


2 
(20) Ly => 3° 


Remarquons d’abord, que cette suite ne contiendra que le nombres 1 
et 2, les nombres plus grands ne pouvent figurer parmi ses élements; 
car en supposant 
t, >3 
la formule (17) donne 
2 2 


Tors et Le<z- 





En suite on voit facilement, que les 1 et les 2 ne peuvent figurer 
isolément; car si l’on a 


Geom 1, a,m2, ayyi=—l, 


la formule (17) donne 


ye. 
De méme en supposant 


G1 <3, a, = 2, Ori = 1, Ope, = 2 


on aura 
2 P 1 1 2 
2 : 
E> *t+ay1t3 3 et Dy <3 
2 
Soit maintenant 
f,—, = 2, a, = 2, Gryi=1, ly42 > 1. 


En consérvant nos notations, nous aurons 


2 1 1 
yee FY 1 +3 1? 
1+ 1 Ne—1 
be 
2 t 1 
—_— : 
| + 2+ 1 Nx—1 
1 1 
i+ 1 
be 4s 


Ei 


= 


ayant égard a lidentité 














or 









Sur les formes binaires indéfinies. 






1 
sett 2 


g 1+ 1 
g 


on voit facilement, que les conditions 


Le>=, [Iy-1> 5 


équivalent aux suivantes 


(21) bers >i, Mau>lt+ay 
is 1 
i+ 1 


Boas 
De la on déduit facilement 


om 1 
(22) Ex43> 1 + 1+ ‘ot Nx—1> 1 + ie 1 
1+ 1. i+ 1 


i+ 1 1 1 
gn+3 Ne—-1 





Nous allons distinguer les deux cas suivans 


ee ee 3 
i+-:, 
2) § 43 nest pas égal a 14+V5 . 


2 


Dans le cas §443 = — la premiére des inégalités (21) donne 
Ne-1S * ad 
et la seconde 
1+V5 
Nx— 1> A ? 
done il faut, que l’on ait 
_— s 
Dans le second cas y,_,; n’est pas égal a ‘+95. , car, si l'on avait 
1+V5 
Yxe-1 = S*, = ) 
les conditions (21) donneraient 
1+V5 
bys tt. 





Par conséquent on aura dans ce cas 
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( 1 
Ex43 = 1+ i+ 1 
Me—-1 = 14 5 
z—-1 > ——_ 
(23)*) en a 
- i+ 1 
: ap 58 
Exp = 14 or. 
a 
¥ * 1 
, Sete pi > 2? 


uw et w’ étant des entiers positifs finis (u’ peut étre égal a zéro). 
De plus il résulte des inégalités (22), que 
(24) ep=2r, p=—2r 
ot r et rv sont des entiers. 
En substituant les expressions (23) dans les inégalités (21) en 
déduit enfin, qu’on ne peut faire que les trois suppositions 


1) roar + ¥ bn4-274-1 > Ya—2r'—1) 
(25) 2) r=’, 
3) r=r —1, Exterti < Yx—or'—1- 


Dans chacune de ces suppositions L, et L,—,; ne sont pas in- 
= ~ 2 
férieurs a 

Soit maintenant 
r =0 
et par conséquent 

fea |; 

on obtient dans ce cas en vertu des formules (23) 





1 1 
bep1 = 1+ i+ 1 ) tei 2 ’ 
2+ 1 
2+ 1 
(26) Ee 45 
6 ul 1 
ets 2+ sr 1 M+s=I+5y , 
Ex4s5 2+ 2. 
3+. 1 
Ne-1 


*) Par les formules (23) nous voulons exprimer, que dans les développements 
en fraction continue de &,45, n, 1, & 41» respectivement u —2, uw’, @ premiers 
quotiens sont égaux i l’unité, les suivans étant plus grands que l’unité. — 











m 


el 















Sur les formes binaires mdéfinies. 
Ainsi on aura 


1 1 
—ST SE 1 TIF 1 
be +5 tS , 
2+ 1 


Ny-1 


2 
4 


*x+3 








Cette équation avec lidentité 


1 1 
2+1 ry + 1 
g i+ 1 
a g 
montre, que la condition 
9° 
Lys 3 
en vertu de la supposition 7’ = 0 équivaut & la suivante 


¢ 1 
(27) bes S2+ 5 | 
Ny -1 


La formule (27) combinée avec (21) et (26) donne 


‘ 1 ¢ 1 
bets 2+ 95 1»? Nx-1 2 +3 13 
2+ 1 2+ 
2+ 1 2 
bx+s 
il résulte de la, qu’on doit supposer 
¢ 1 /-> 
bees = 2+ 5 1 =1+/2 = y-1 
a 
ou, encore, 


1 
cepa 2 o>. 


+ 1 
: a 
. Ex+2043 <2’ 
, 1 
Me = 2+ 55. 
ae 


pa ! 


—>;5) 
Ne —a9, 1S is 


e et o, étant des entiers positifs. 





De ‘toutes ces considérations il suit, que la suite cherchée (J) 


preséntera l’une des formes suivantes 
(Jo) ihe l, 1, 1, 1, 1, 1, I, +, 
(J) ae 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, rs 
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(Jo) -~nR ER BRASE ER AK ++ 

(J*) ses, 2, 2, 2, 1, 1, 2, 2, 2,-+-, 
1,1,---1 1,1,-+- 1,1,-++1 sare 1,---1 

(J’) +++ ————, 2, 2, —— , 2, 2, —.— , 2, 2, —~— 7, 2, 2, —-— "- : - 
2r_y» 2 acl 27 2r; a 


Le nombre r, en général est fini, x étant fini. 
Nous supposons de plus, que pour quelques-uns des indices x 


r, nest pas égal & zéro; car en faisant r, — 0 pour toute indice x, 
on aura la série (J,) au lieu de (J’). 


Les séries (J,) et (J,) satisfont 4 la condition 


L.>-= 


pour tout indice x; car pour la premiére de ces séries 


et pour la seconde 
. 1 lad 
a? + sx 1 +3z \ —=2y2. 


2+ 1 24+ 1 
2+-. 24+-. 


Les séries (J,,) et (J*) satisfont aussi 4 la condition 
L.>5 
pour tout indice x. 


De plus ces derniéres séries satisfont pour un certain indice x a 
la condition 





2 
n=, 
car, évidemment, on a 
6 1 1 
+o 1 +74 ,» Ss 
i+ 1 “1+ 1 
i> 8 i+ 
i+: 
et 
, 1 1 ‘ 
2+4y 1 + 3 i 
i+ 1 2+ 1 
2+ 1 2+ - 
2+-. 


Liune des formes (fF), qui correspondent a la série (J,,) est la suivante 











ae 
















Sur les formes binaires indéfinies, 





2 y 
; VD tin mee ‘ » fet 7 3 


c'est a dire 


rye a8f*) ( 








= ./D(22— YS — 
v5) y VD (a? — fday—y’). 
Ainsi nous avons trouvée l’une des formes, dont le minimum est égal 


. 
as: VD. 

De la méme maniére au moyen de la série (J®) on obtient une 
autre forme 


2 ‘ y y 
3° VD xz—2y — ae e+-5 i 


== YD. {a — (2/2 — 1) ay —/2y*} 


— — . 2 ; 
dont le minimum est aussi égal a _* VD. 
Enfin si la suite cherchée (J) présentera la forme (J’), il suit des 
considérations précedentes, que la série des nombres 
(R) "tty 7-35 Tay T—-1y 299 M1, Ny NM. °° 
doit satisfaire aux conditions suivantes: 
1) Les différences 
‘+, 7-3 — V2, Y-2 — T-15 T-1 — Noy % — My) % — 12) °° * 
ne peuvent avoir que les trois valeurs + 1, 0, — 1. 
2) Si Yon a pour un indice 4 
f!2- fA241™= + 1, 
la premiére des différences 
Yat2—Pa-1, Ya+3— Ya-~2, 244 — Va—3,°° 
qui ne s’évanouit pas doit étre positive. 
3) Si l'on a pour un indice 4 
m2—N4i=— 1, 
la premiere des différences 
42-88-21, 148— 12-8. 144—~— T=—8)°*° 
qui ne s’évanouit pas doit étre negative*). 


*) S. 394. On ne doit pas excepter les cas of r;—1,,=+1 et pour 
tous les indices p > 0, Tp = 4p 
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Supposons maintenant que ces conditions sont effectivement satis- 
faites. 


Dans ce cas en vertu de tout ce, que nous avons dit, on aura 


2 2 
Iet>+, leat, 
si 
Gy, = 2, a, = 2, Ge41= 1, Cryo = 1. 


De la méme maniére il est facile de voir, que les inégalités 
2 2 
L,.> 3? D412 > 3 > 
auront lieu, si l’on choisie x de maniére & avoir 
G@pigm il, Geil, ag—2, ayy, = 2. 


Par conséquent l’inégalité 


2 
3? 
est satisfaite dans les deux cas suivans 


L,> 


1) G@yiyp=2, Ge=—2, Geai= 


no — 
. ~~ 


2) @eirm1, ag=2, @eyi= 
Dans tous les autres cas on aura 
Cy, = 1, 
ou encore 
Opi1 2, Oy2, Oey1 = 2; 


la formule (17) donne immédiatement dans l'une et l'autre supposition 


2 2 


.. # 
EZ <8tegts=? “ l>; 


Tl suit de la, que les conditions énoncées ci-dessus sont suffi- 
santes. 

En vertu de ces conditions la différence des deux nombres quel- 
conques de la série (R) ne peut surpasser l’unité en valeur absolue. 

En effet supposons, que le cas contraire a lieu, savoir, que la 
série (R) contient deux nombres w et w < w — 2. 

Cela posé, nous trouverons dans la ‘série (R) en vertu de sa premiére 
propriété enoncée ci-dessus l'une de deux combinaisons suivantes 
(A) wv, 


w—1,w—1,:-:- 





» w—2 





(A’) linea 2, _ » Ww 


s étant un nombre entier positif. 


En vertu de la seconde propriété de la série (R) 4 gauche de la 
combinaison (A) doit se trouver la combinaison 


































Sur les formes binaires indéfinies. 


w—i,w—l,-::: 





(B) w— 2, 





s—%x 
et de la méme maniére en vertu de la troisitme propriété 4 droite de 
la combinaison (A’) doit figurer la combinaison 


—1,w—1,--- 
(B’) ad n cuneilt : w—2 


s—%x 





x étant un entier positif. 
Ainsi nous obtenons l’une des combinaisons suivantes 














' w—i1,w—1,-:-:- w—1,w—I,-:-:- 
(C) w—2, n —~, w, — , w—2, 
—% 
ve ’ w—i1,w—t1,-:-:: w—i1,w—tl,-:-: 
(C) w— 2, » UW, -, w—2, 
8 s—% 


dont (C) est en contradiction avec la troisitme propriété de la série 
(R) et (C’) avec la seconde. 

Si Pon avait s =x les combinaisons (C) et (C’) se trouveraient 
aussi en contradiction avec la premiére. 

Par conséquent la série (R) doit présenter l’une des formes suivantes 





(R,) tee, r®, 7, r®, r®, yr, r, 
(R,) «++, r°—1, r°—1, —1, Yr, 91, r°—1, = 
ow 0 0 0 0 
ep +*% "s r, f, P—$, Yr; OF 
Pe ee A a p= ere 
’ ’ ’ , ’ 
(R’) 9 j*_—, %)——, 
8_¢ 8_, 8 
‘ v—t1,-°- . r—lyers 
Yr) n+ » T, ? . 
8 82 


y° étant le plus grand des nombres de la série (R). 

Le nombre s, en général est fini, x étant fini. Les séries (R,), 
(R,) et (R®) satisfont évidemment aux nos trois conditions demontrées 
pour la série (R). 

Par conséquent toute la question consiste maintenant dans les 
propriétés de la série 

**, S-3, S-2, S-1, Sy, Sy, SQ, S3,°°° 

Il est facile de voir, que les valeurs des différences 


*e*,8 3-89, Sg—S8-1, 8-1-—-8, S—S,; §,;—S_)° 
sont + 1,0, —1. 
De plus en vertu de la seconde propriété de la série (R’) toutes les 
fois, qu’on aura 
§8— 241 = — | 
la premiére des différences 
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S+23— 1, Ree— Ss Gee. — us, -°- 
qui n’est pas égale & zéro doit étre négative. 


De méme en vertu de la troisitme propriété la premiére des 
différences 


S43—- %-—1, B43— H—-2, 44 — S&—s3,°-° 
qui ne s’évanouit pas, est positive, si l'on a 
S&S — S4i1=+41- 

La série (S) doit done posséder les mémes trois propriétés que 
la série (R). 

Il est evident de plus, que la série (R’) doit posséder les propriétés 
mentionnés, lorsque les posséde la série (8). 

En discutant la série (S) de la méme maniére que (R), nous verrons, 
quelle doit présenter l'une des formes suivantes 
~ 0 f 0 ( 
(S;) +0, OF, OM, PP, H,->: 
(S.) +--+, sS—1, s®°—1, s*—1, s®, s*—1, s®—1, s®--1,-.-. 


(S*) oes, 8, 3°, s*, 3, s*—1, s°, s*, s", s? 





a e@—1,--- #—1,--- s°-1,->- : nD. +5: Pa er 
(S’) war y Sy; wu» Sy, » Ss; Ss 
t_s = 0 ty ty 
La série 
(T) Fa te, tui, ty, ti, ty, ee 


aura les propriétés mentionnées des séries (R) et (S). 


On peut prolonger ces considérations aussi loin, qu’on voudra et 
toutes les séries 


(®) Rk, 8 ? T es 
qui seront obtenues de cette maniére, doivent posséder les propriétés 
mentionnées. 
En autre, si lune des séries (®) a ces trois propriéiés, toutes les 
précédentes les auront aussi et la série (J’) satisfait & la condition 
2 
L,>- 
~ a 
pour tout indice x, 


Supposons d’abord, que nous obtenons de cette maniére la série, 
qui ne contient que des nombres égaux. 


Dans ce cas les précédentes séries (®) et aussi la série (J) sont 
périodiques. 
Il est facile de voir de plus, que toutes les fois, qu’on a 
Gy, = 2, a, = 2, Gy, = 1, Gyi3 = 1, 


le nombre 27 des égalités successives 


Oy—2 = Uy4s, yg = Ay4a,'* 


Qy—2i-1 = Ay+42i+2 
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doit étre moindre, que le nombre des termes dans la période de la 
série (J’); et si l'on a 
Oy-gs 1, Gyyel, a2, O41 —2, 
le nombre 27 des égalités successives 
Oy+te = Oy—-3, Oyp3 = Ay—4, + *y Ayr oi41 = Hy—gi-2 

doit aussi étre moindre que le nombre des termes dans la période de 
la série (J’). 

Par conséquent LZ, ne peut avoir qu'un nombre fini de différentes 


9 
valeurs et toutes ces valeurs sont plus grandes que — 


Done on peut trouver une infinité des séries (J) pour lesquelles les 
. . 2 
minima de L, sont plus grands que { - 
Or il résulte de ce, que nous avons demontré ci-dessus, le théoreéme 
suivant: *) 
Si deux formes (a), ,, ¢,) et (a’, 0’, c’) réduites sont équivalentes 
entre elles et la forme (a), by, ¢)) correspond a la série 


(J) wt ty Aig, Ag, Hy, Hy, Hy, Hy, A, --> 
la forme (a’, b’, c’) correspond & la méme série (I) ou a la série 
inverse 
(J) tty By, Hy, Oy, Hy, A-1, Hg, A3, +> 

La série (J) est composée des mémes termes que la série (J), avec 
cette seule différence, que les termes y sont rangés dans un ordre 
, inverse. 
Done on peut trouver une infinité des classes de formes de déter- 


‘ is 2 w9WF 
minant J), dont les minima sont plus grands que ~ VD- 


: Supposons maintenant, que l'une des séries (©) peut étre mise 
sous la forme 
, oo EERE +>: 
Dans cette hypothése toutes les séries, qui la précédent dans 
l'ensemble () sont de la forme suivante 
14) @3, Wy, @, @, OT 1, WM, M, Wy, °° 
et la serie (J’) se présentera sous la forme 
g 4 oe 
ty My Myo Mos Noy My My 2525 1515 My Mis Mer Ne» Nar Nar 
: ou sous cette autre forme 
© 
5) My Myo My Nos Ms My 151,252 M1, My Mer Mer Mar Mar °° 
Par conséquent la condition 
° 
Ly> > 


*) Seite 389. 
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pour un certain indice x sera satisfaite avec le signe =, car évidemment 
on a 


1 1 
2 a q + 1 ° 4- 2+ ; 1 = 3 . 
7+ 3 “+r ! 
“Tr 1 m+ 1 
mt 1 N+ 1 
Ne+ 1 ; Net. 
Net+:, E 





Done on peut trouver une infinité des séries (J), pour lesquels le 
minimum de L, est égal a ; 

En d’autres termes, il y a une infinité de classes de formes (a, b,c) 
dun déterminant donné D, dont le minimum est égal i ; VD. 

Nous allons enfin trouver parmi les séries (J’) celles, qui satisfont 
i une nouvelle condition 

L,>1 

pour tout indice x, J étant un nombre donné plus grand que 

Posons dans la série cherchée (J’) pour un certain indice x 

ley = 2, a, = 3, ae+1 = 5, y+ 2 = 1 

et soit aussi 27 le nombre des égalités successives 


Oe Pe S Aets, Hes = Aeta, ++, Ay PoajiFi = Ax+eaj+2° 


Ce nombre 2j ne peut surpasser un nombre suffisement grand 2)’, 
ear quelques soient les nombres 


Oxp 2 = Ox43 > iF Oy 3 = Ax+as =1,--- Oy PoajFr = le+2aj+2— l, 


la différence 


we 


Cepajzi +: 


pour des valeurs j assez grandes sera aussi petite, qu'on voudra. 
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Done, en désignant le maximum de j par j,, on aura 
Jo SJ: 
On voit encore que si l’on a 


M1— N41 = +1 
et 
Ta-1 = Yate, T2-2 = TA43, °° * MA-0 = Vatetiy 


le nombre @ doit satisfaire 4 la condition 


(9+ 2) r <j, + 1: 


Désignons maintenant par g, le maximum de g et par 64, t%, - +> 
les valeurs qui dépendent respectivement des séries S, 7’,--- de la 
méme maniere que g, de la série R. 


On aura 


jot 
(Qo + 2) 9 < jy +1 
(28) (G, + 2) se< Oy i 1 
(tT, +2) < 6,-+ 1 


. - . . . 


Ces inégalités montrent, que l'une des séries 
U 7 
() R,S,T,--- 


n'est composée que des entiers positifs égaux, e’est & dire présente la 
forme suivante 


(W) -++, w®, w®, w®, w®, w®, w, - +> 


Par conséquent la série précédente (V) peut étre mise sous la forme 





— . — a6 — 9 _— *e? b) --- “ee 
” v®°—1, v°—1 v°—1, vo —1 v—1, 
(V) eee g?. & ~. »" en ee —e 
> ? ’ ’ ? ? 
w" we w® 


Quant: au nombre des séries 
Ba, 7, --- &.¥, FB, 
il ne surpasse pas j’ + 1. 


En effet dans le cas contraire la série des entiers positifs (le 
dernier de ces nombres peut étre égal a zéro) 


Qo, Go, Te, °° 
qui satisfont aux inégalités (28) contient au moins j’ + 1 termes; ce 
qui est impossible. 

Supposons encore, que parmi les nombres @,, 6), T), +--+ ~ les deux 
Wy et Y» correspondent respectivement aux séries (U) et (V). 

Alors au lieu des inégalités (28), on aura 
26* 
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jo SI 
(@ + 2) 9° < jy +1 
(29) *) J} ( +2) <a@+1 


(Xo + 2) 0° Sv +1 
wiy +1 








Puisque les entiers 


Ps 7°, Oo, 8°) Gy, r++, Oy Yo, 0° 
qui satisfont & ces conditions ne peuvent avoir, qu’un nombre fini de 
différentes valeurs, le nombre des séries cherchées (J’) est aussi un 
nombre fini. 
Par conséquent le nombre des séries (J) qui satisfont pour tout 
indice x & la condition 
I.>t>* 


est aussi fini; car nous avons démontré ci-dessus, qu’en excluant les 


séries (J’), la condition 
9 


In>s 
pour tout indice x n’est remplie que par les deux séries 
(Jo) «se, 3, 0, By a °° 
(J,) -++, 2,2, 2,2,--- 


En d’autres termes il n’y a qu'un nombre fini des classes de 
formes (a,b,c) de déterminant positif D, dont les valeurs absolues 
ne peuvent pas étre moindre que / /D, | étant un nombre donné plus 


grand que : 


Remarquons enfin, que ces séries (J) sont périodiques. 
Par conséquent pour toute forme (a’, b’, c’) reduite, qui correspond 
& lune de ces séries, la racine positive & de l’équation 
a&+2v§é+¢=0 


peut étre developpée en fraction continue de la forme 


, 1 
E — B, + 6.+ . 
. aL ee ee 
Bo_4 + r 1 
et le développement de la racine négative “a de la méme équation 
sera de la forme 


*) Si la série (W) est la méme que série (R), ces inegalités deviennent 
Jo SS; - Jo + 








ét 









d 
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=< L a ’ 
n ay a | a 
eee 
Bot 1 
y 


Bo, B,, a sii By—1, B, 


étant la période de la série correspondante (J). 





, . b c ' 
Il résulte de la, que ~~ et ~- sont des nombres rationnels. 


En outre il est évident, que cette forme (a’, b’,c’) devient égale 
& son minimum pour quelques valeurs finies de 2’ et y’. 

Done toutes les fois que les valeurs absolues d’une forme binaire 
indéterminée 

Wa“? +2Vaey+cy?, 
ne peuvent étre moindre que / /b—a'‘c’, 1 étant un nombre donné 
° Be 
plus grand que 5, les quantités 
v ¢ 


- et — 
a a 


sont rationnelles et le minimum de cette forme correspond & quelques 
valeurs finies de 2 et y’. 

En déterminant successivement les limites’ précises des minima 
des formes binaires indeterminées nous obtenons la table suivante: 


qui est le 


é i minimum 
La valeur absolue de toute forme (a, b, c) peut étre faite la ; 
moindre que la @es formes 


indeterminée non équivalente a la forme 








quantité equi- 
| valentes a 
h= gS D (x? —xy—y’) V : D | fy 
J P D 2 ¢ 9 (% es - 
ffi Vz e@—ay—-v) | VED | ff 
om 4D 5 —— 100 7, i ee 
for fisfe = V 42 a — May —5y?) y= » | he 
ea. tiie Peet secs 
— 676 
h= ea (13.2?— 29 vy — 13y’) V ian D fs 
fos fis fas fs / st F 
cae | 
i= j s. (29a? — 632y—31 y’) 7565 | 
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| qui est le 
. veut étre faite | Minimum 
La valeur absolue de toute forme (a, b, c) ee den 8 , 
»]a des formes 
: Or aor ‘ 4 moindre que la 
indeterminée non équivalente & la forme = Se 
quantité oqul- 
| valentes & 


for Tis fe» fay fs 





/ 289 7 f, 
= y= $50 (17 2 y—1Ty’) } 650 : 
fys hy fe» fs» hy» fs Fw 

f=) aie (89a? — 199 xy—-89y?) V “1285 P fo 


ho» hi» ho» fo» fy fs, fs 


' / 14244 D f; 
= V AP (1692*— 367xy — 18142) | V 257045 


fos a fo» fs fas fy» for lh 


9409 . 
saa LY fs 
= € — QR »,2 - ; 
V ine (972? 162y— 98 y*) V xin 
fo: hi» fos fs» his fy> fos fas fs RCT ? 
4D ' a 
Fi V 488597 (233 2? — d21 ay — 233 y?) | 488597 


Nous nous proposons de revenir en detail sur ce sujet dans une 
autre occasion. 


St. Petersbourg, 1879. 




















Vereinfachung des Problems der riumlichen Projectivitat. 
Von 


Rupotr Srurm in Miinster i/W. 


1. Das Problem der riiumlichen Projectivitiit, welches ich in den 
Math. Aun. Bd. VI, 8. 513 (citirt mit R. P.) behandelt habe, lisst 
sich in wesentlich einfacherer Weise erledigen, wenn man auf dasselbe 
die Methoden der abziihlenden Geometrie anwendet. Es muss dann 
aber zugleich dual erweitert werden, so dass es folgendermassen lautet*), 

In dem einen von zwei Riumen sind k Punkte A,, A,,+++, Ax, 
lL Ebenen @,, @,+-+, & gegeben, ihnen homolog im andern k Punkte 
B,, By, +++, By, | Ebenen B,, B., +++, 6. Dies sind die Grund- 
elemente und [kl] ihre Signatur. 

Es sollen nun solche associirte Geraden a, b gefunden werden, dass 
gleichzeitig der Ebenenbiischel a(A,, A,, +++, Ax) und die Punktreihe 
(Gy, Gy, *+*, &) besiehlich projectiv sind zu b(B,, B,, +--+, By) und 
b(B,, B, +, Bi) 

Damit das System der Grundpunkte d;, B; oder der Grundebenen 
«;, B; von Einfluss sei, muss k, bez. | mindestens-4 sein; im andern 
Kalle kann das betreffende Grundsystem als nicht vorhanden angesehen 
werden, und die Signaturen [/ 3], (3 7] werden sich im Folgenden auf 
soleche Fille beziehen, wo nur Grundpunkte oder nur Grundebenen 
vorhanden sind; die ersteren sind also die im friiheren Aufsatze be- 
handelten. 

2. Die Ausartung der Projectwitét einstufiger Gebilde besteht be- 
kanntlich darin, dass jedes der beiden Gebilde ein singulires Element 
enthilt, dem alle Elemente des andern entsprechen**). Es arte also 
z. B. die Projectivitiit der Ebenenbiischel um zwei associirte Geraden 
a, b aus; enthilt dann die singuliire Ebene von a eine gewisse Anzahl 
der Punkte A;, so wird die in b, welche den nach den iibrigen Punkten 


*) In dieser Erweiterung bedarf es auch Herr Hirst fiir seine Untersuchung 
correlativer Riume. 
**) Steiner-Schréter's Vorlesungen § 19. Anf. 
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A; gehenden Ebenen von @ zu entsprechen hat, durch deren homologe 
Punkte B;, also die den ersteren nicht homologen gehen. Beide zu- 
sammen enthalten mithin k Punkte 4;, B; Folglich wird, wenn sonst 
keime andern Bedingungen vorhanden sind, bei k > 6 die Ebenen- 
biischelprojectivitat und bei 1] > 6 die der Punktreihen nicht mehr 
ausarten kénnen. Hat aber etwa a eine feste Lage, so sind die Aus- 
artungen schon bei k > 4, bez. 1 > 4 nicht mehr méglich; u. s. w. 

3. Den Geraden a,b werden nun so viele Lagenbedingungen 
auferlegt werden, dass man eine endliche Zahl von Paaren associirter 
Geraden a,b hat, und um die Ermittelung dieser Zahl handelt es sich. 

Bei k = 1 = 3 ist jeder Geraden a jede Gerade b associirt. 

Bei k + 17 kann man also die eine Gerade, etwa a, fest sein 
lassen, die andere b einem Strahlbiischel zuweisen und demnach unter- 
suchen , welchen Complex die einer festen a associirten b erzeugen. 

Bedeuten nun, wie bei Herrn Schubert*), a, ap, a., as, ay die 
Bedingungen, dass @ eine gegebene Gerade treffe, durch einen ge- 
gebenen Punkt gehe, in einer gegebenen Ebene liege, einem gegebenen 
Strahlbiischel angehGre, eine gegebene Lage habe, und haben |, b, etc. 
dieselbe Bedeutung fiir b, so werden bei k +1=—=7 die beiden Ge- 
raden a, b, ausser den Projectivitiitsbedingungen, den Lagenbedingungen 
a,b, unterworfen. 


Bei k + 1 = 8 werden wir die Lagenbedingungen a,b,, a;b,, 
a,b, hinzufiigen, also haben wir die Fragen: Welches ist der Biindel- 
und der Feldgrad**) der Congruenz der Geraden b, welche einer festen 
a entsprechen; welches der Grad des Complexes der b, die den Strahlen 
a eines Biischels associirt sind? 

k + l= 9; hinzugefiigte Lagenbedingungen a,b, a,b,, a,b.; also: 
welches ist der Grad der Fliche der Geraden b, die einer festen Ge- 
raden @ correspondiren; welches der Feld- und der Biindelgrad der 
Congruenz der b, die einem Biischel von Geraden a@ entsprechen, oder, 
was dasselbe, der Grad des Complexes der a (oder b), die einem Biindel 
oder Felde von Geraden b (oder a) associirt sind? 

k+1=10; a, a,b, apbp, acbe, a,b.; also: wie viele Geraden 
b correspondiren einer festen Geraden a; welche Regelfliche erzeugen 
die b, welche den Strahlen @ eines Biischels entsprechen, oder, was 
dasselbe, welchen Complex die Geraden a (oder b), welche einem 


*) Math, Ann. Bd, X, S. 18; nur mit der Bezeichnung a,, by (statt A, B) 
weiche ich, um an der iiblichen Bezeichnung der Geraden durch kleine lateinische 
Buchstaben festzuhalten, von Schubert ab. 

**) D. i. nach Schubert’s prignanter Benennung die Zahl der in einem 
Biindel, bez. einem Felde (ebenen Systeme) befindlichen Strahlen der Congruenz 
(bisher Orduung und Classe derselben). 
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speciellen linearen Complexe*) von Geraden 6 (oder a) associirt sind; 
welches ist der Feldgrad und der Biindelgrad der Congruenz des einen 
Raumes, die einem Biindel oder Felde im andern correspondirt? 

k-+1l= 11; a,, a,b, a,b, oder welches ist der Complex der Ge- 
raden a, welche noch correspondirende haben; welche Regelfliche 
erzeugen die einem Biindel oder Felde associirten ? 

k + l= 12; ay, a, ab; welche beiden Grade hat die Congruenz 
der Geraden a, welche noch associirte besitzen; welche Regelfliichen 
erzeugen diejenigen, deren associirte eine Gerade treffen? 

k + 1= 13; a; welche Regelfliiche erzeugen in jedem Raume die 
Geraden, die noch associirte haben? 

k-+ l= 14; wie viele Paare correspondirender Geraden giebt es? 

Es leuchtet ein, dass eine Reihe von diesen Fragen durch Ver- 
tauschung der beiden Raume oder durch Dualitiit erledigt werden. 

4. Liisst man in jedem Falle ein Paar homologe Elemente eines der 
Grundsysteme fallen, so erhdlt man einfach wnendliche Paare von corre- 
spondirenden Geraden a, b und in einem solchen Systeme von ,,Doppel- 
projectivitaiten“ wird es 1) eine endliche Zahl uw von solchen Doppel- 
projectivititen geben, wo in der Projectivitit der Ebenenbiischel, der 
ersten Projectivitiit,“ auch noch die nach zwei weiteren gegebenen 
homologen Punkten gehenden Ebenen sich entsprechen, 2) eine end- 
liche Zahl v von solchen, bei denen in der Projectivitit der Punkt- 
reihen, der ,,zweiten Projectivitit, auch noch die in zwei weiteren 
gegebenen homologen Ebenen befindlichen Punkte entsprechend sind, 
3) eine endliche Zahl w von solchen, wo die erste Projectivitat ausartet, 
4) eine endliche Zahl © von solchen, wo es die zweite thut. 

Die beiden ersteren Zahlen uw, v heissen die Charakteristiken des 
Systems und geben, bei einer Signatur [k/] ermittelt, die Zahlen der 
denselben Lagenbedingungen unterworfenen Paare a, b fiir [& + 1, 1), 
bez. [k,1-+- 1] und damit die eigentlich gewiinschten Zahlen. Weil das 
v bei [kl] und w bei [k — 1, 1+ 1] tibereinstimmen, so erhilt man 
auf diese Weise eine Reihe von Zahlen doppelt. 

5. Zwischen den 4 Zahlen uw, v, a, O und zwei anderen Zahlen 
Ya» Xv oder vielmehr deren Summe ya + yo = 4 bestehen zwei Relationen, 
mit Hiilfe deren man, wenn x, a, © bekannt sind, w, v berechnen 
kann. 


*) Leider ist, weil Pliicker jedem linearen Complexe eine Axe zugelegt 
hat, das Wort ,,Axen-Complex“ fiir diesen speciellen Complex aller eine feste 
Gerade treffenden Strahlen, der ein Grundgebilde ist und fiir welchen ein beson- 
derer Name nothwendig ist, nicht mehr verfiigbar. Vielleicht ist ,,Strahlengewinde“ 
ein nicht ungeeignetes Wort. Schubert sagt: Strahlenaxe, doch, glaube ich, 
denkt man dabei eher an die gemeinsame Transversale, 
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Es sei ein einfach unendliches System betrachtet; a, b seien zwei 
feste Gerade, Bb’, B’ zwei feste Punkte auf der letzteren, A’ ein be- 
weglicher auf der ersteren. Fiir jede Lage desselben giebt es u Doppel- 
projectivitiiten, in denen auch noch die Ebenen a/A’, bB’ homolog 
sind; die in jeder derselben der Ebene })B” homologe Ebene des 
Biischels @ schneide ain A”. Demnach correspondiren jedem Punkte 
A’ von a uw Punkte A” und offenbar auch umgekehrt jedem A” uw 
Punkte A’. 

Die 2 Coincidenzen vertheilen sich auf folgende 3 Fiille: 

1) wenn die erste Projectivitét entartet; dann ist beiden Ebenen 
b(B’, B’) die singuliire Ebene im Biischel a@ homolog; 

2) wenn a die Gerade a trifft; 

3) wenn b die Gerade 6 trifft; dann vereinigen sich b(B’, B’) und 
also auch ihre homologen Ebenen. 

Es seien y,., % die Zahlen der beiden letzteren Fiille, so ist: 


(1) 2u—%etwtra=—yz+a. 
Die duale Betrachtung fiihrt zu: 

(II) 2y=tatwt+O=—71+4+ 9. 
Woraus noch durch Elimination von x folgt: 
(IIT) 2(u—v) = a — 9, 


die jedoch weniger brauchbar ist. 


Es handelt sich also, wie gesagt, um die Ermittelung der Zahl 
z% und der beiden Ausartungszahlen , 0. 

Wenn a eine feste Lage hat oder die Bedingung a, zu erfiillen 
hat, so ist zg = 0; die Bedingungen a,, a,, a, a gehen durch Hin- 
zufiigung der Bedingung yz, in ay, a,, a;, a* oder, was dasselbe, in 
a, + a, tiber*); Aehnliches gilt fiir b. 

6. Wird noch ein weiteres Paar der Grundelemente fallen ge- 
lassen, so dass die Zahl der Projectivitiitsbedingungen sich noch um 
eine vermindert, wihrend die Lagenbedingungen je dieselben bleiben, 
so erhilt man doppelt wunendliche Systeme von allgemeinen Doppel- 
projectivititen und in jedem ein einfach unendliches System von jeder 
der beiden Ausartungen. 


*) a ist die Bedingung, dass a zwei Gerade treffen soll, hier die der Bedingungen 
a und 7; es ist aber bekannt, dass, bei Uebereinstimmung der iibrigen Be- 
dingungen, die Zahl der Geraden, welche a? erfiillen, stets gleich der Summe der 
Zahlen derer, die a, und derer, die a, erfiillen, Die iibrigen Bedingungen bestim- 
men ein zweifach unendliches System von Geraden, eine Congruenz, und die 
Zahl der zwei Gerade treffenden Strahlen derselben ist gleich dem Grade der 
Regelfliiche, welche von den eine Gerade treffenden erzeugt wird. 
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In einem solchen Systeme von Ausartungen der ersten Art, d. h. 
wo die erste Projectivitit (die der Ebenenbiischel) exceptionell ge- 
worden ist, giebt es 1) eine endliche Zahl v’, bei denen in der nicht 
ausgearteten Punktreihenprojectivitiit auch noch die in zwei weiteren 
gegebenen Ebenen befindlichen Punkte homolog sind, und 2) eine end- 
liche Zahl t, bei denen auch diese andere Projectivitét ausartet. 


Eben so giebt es in einem Systeme von Ausartungen der zweiten 
Art, d. h. bei denen die Punktreihen in exceptioneller Projectivitat 
sich befinden, 1) eine endliche Zahl wu”, bei denen zwei homologe 
Ebenen der nicht exceptionell projectiven Biischel nach zwei weiteren 
gegebenen Punkten gehen, und 2) eine endliche Zahl t, bei denen 
beide Projectivitiiten ausarten; die natiirlich dieselbe Zahl ist wie in 
dem vorigen Systeme, wenn die Projectivitiits- und Lagenbedingungen 
iibereinstimmen. 

Da die auf eine ausgeartete Projectivitit beziiglichen Projectivitiits- 
bedingungen ebenfalls Lagenbedingungen sind, so haben wir es bei 
der Bedingung t mit lauter Lagenbedingungen zu thun. 

7. Fir jedes der beiden Systeme von Ausartungen erhilt man 
je eine Relation, und zwar fiir das System mit ausgearteten Ebenen- 
biischelprojectivitiiten entsprechend (II) in Nr. 5.: 


(LV) 2v =ta +e +7, 
worin ya, bez. 7, die Zahl der Fille bedeutet, in denen a, bez. b 
eine gegebene Gerade trifft; und fiir das andere System, entsprechend (1): 


(V) 20 = te + we +t, 
WO Ya, %» analoge Bedeutung haben. 


Diese Formeln (I), (II), bez. (IV), (V) sind natiirlich nur fiir 
solehe Signaturen richtig, wo wirklich eine allgemeine, beziehlich 
exceptionelle Projectivitiit bestimmt ist; d. h. es darf k oder 7 nicht 
kleiner als 3, bez. 2 sein. 

Aus T, Ya) Ys, bez. Tt, Ya’, yo Wird nun v’, bez. w” berechnet und 
giebt v’, bez. w” fiir [kl] berechnet die Zahl o fiir [k,/-+ 1], bez. O 
fiir [kh + 1,1]. Wir erhalten also damit nicht alle w, bez. ©. Denn 
wenn z. B. (IV), (V) auf die Signaturen [73], [64], [55], [46], [37] 
angewandt werden, so liefert (IV) die Werthe von o fiir [74], [65], 
[56], [47], [388] und (V) die von © fiir [83], [74], [65], [56], [47]; 
wir erhalten nicht fiir [83] und © fiir [38], welche demnach direct 
ermittelt werden miissen. Doch machen diese directen Ermittelungen 
wenig Schwierigkeit, da jederzeit, wie man aus diesem Beispiel ersehen 
kann, das auf die nicht ausartende Projectivitaét beziigliche k oder 1 
gleich 3 ist, diese Projectivitit also gerade und zwar eindeutig be- 
stimmt ist, mithin nicht weiter beachtet zu werden braucht. Da aber 
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die auf die ausartende Projectivitit beziigliche Zahl bald iiber 6 steigt, 
so sind die meisten dieser direct zu ermittelnden Zahlen schon a 
priori als gleich 0 zu erkennen. 


8. Fiir den Fall o—k-+1=—7 und die Bedingung a,b, haben 
wir die beiden Signaturen [43], [34]; durch Fallenlassen einer Be- 
dingung gelangen wir bei beiden zu [33]. Bei dieser ist y., y, @, 9 
zu berechnen. Wollten wir noch weiter zu [32], [23] zuriickgehen, 
so wiirde dies in diesem Fall ohne Nutzen sein; denn aus ihnen er- 
halten wir bez. © fiir [42], o fiir [24], aber nicht fiir [33], wofiir 
wir sie gerade brauchen; die fir [42], [24] kénnen wir nicht benutzen, 
denn auf diese Siguaturen sind die Formeln (1), (II) nicht anwendbar, 
weil bei ihnen eine der beiden allgemeinen Projectivitiiten nicht be- 
stimmt ist. Wir ermitteln also w, © direct fiir die Projectivititsbe- 
dingung [33] und die Lagenbedingung a,b, und finden leicht o—O=—3. 
ta = 0, weil a fest, und y, —1, da in Bezug auf [33] jeder Geraden 
jede Gerade auf eine einzige Weise associirt ist, so dass in dem Strahl- 
biischel, dem b wegen der Bedingung b, angehéren soll, ein dem festen a 
associirter Strahl existirt, der die Gerade der Bedingung y, trifft. 
Hieraus folgt nach (I), (Il) w—=v=2; also ist fiir [43], [34] die 
Zahl €, der Paare associirter Geraden a, b, die der Bedingung a,b, 
geniigen, d. h. von denen eine fest ist, die andere einem gegebenen 
Biischel angehdrt, gleich 2; oder die einer festen Geraden in Bezug 
auf [43] oder [34] associirten Geraden erzeugen einen Complex 2. Grades. 
(R. P. Nr. 2.; dies Citat bezieht sich jederzeit nur auf die erste 
Signatur, die damals allein behandelt wurde). Das eine Resultat ist 
offenbar zu dem andern dual. 

9. Wir gehen zu den Signaturen 6 = 8 und zuniichst zu der 
Lagenbedingung a,;b,. Werden zwei Projectivitiitsbedingungen fallen 
gelassen, so gelangen wir zu [33], auf welche wir die Formeln (IV) 
und (V) anwenden; y. = ya’ = 0, weil a fest; x, und x,” sind die in 
der vor. Nr. gefundenen , 0, denn a,b, geht durch diese Bedingungen 
we, mw in a,b, tiber, Wir ermitteln +t —9 direct*), finden nun 
u’ =v’ =6, d.i. @ fiir [34] und O fiir [43], miissen direct ermitteln: 
a = 0 fiir [43], 0 = 4 fiir (34). 


Also: 
a & © Ow v 
[43}0 2 0 6 1 4, 
(340 2 6 4 4 38; 


y» ist €, der vorigen Nr.; w, v geben also die Lésung fiir [53], [44], 
[35], namlich 1, 4, 3 Paare associirter Geraden, von denen die eine 


*) Einige solche directen Ermittelungen werde ich in Nr. 21. geben. 
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fest’ ist, die andere einem Biindel angehdrt, oder der Biindelgrad £,/ 
der Congruenz, die einer festen Geraden fiir diese Signaturen corre- 
spondirt, ist 1, 4, 3. Das mittlere Resultat ist zweifach erhalten als 
v bei [43], w bei [34]. 

10, Das Problem a;6, bei denselben Signaturen ergiebt sich durch 
Dualisirung, wodurch sich y,’ und y.", y und y,", w” und v’, w und 9, 
uw und v, k und J vertauschen. Der Feldgrad ¢,” der eben genannten 
Congruenz ist demnach bez. 3, 4, 1. 

Demnach correspondirt fiir die 3 Signaturen [53), [44], [35] einer 
festen Geraden eine Congruenz (1,3), (4, 4), (3,1). (R. P. Nr. 8.). 

11. Es ist noch bei den Signaturen 6 = 8 das Problem a,b, zu 
hehandeln, d. h. die Zahl der Paare associirter Geraden a, b zu ermitteln, 
von denen jede in einem gegebenen Biischel (ihres Raumes) sich befindet. 


Te hb te te Vp 
[33] 18 3 3 8 8 12 12; 
t = 18 ist direct ermittelt, y., y sind die @ fiir arb, (oder b;a,, was 
dasselbe) in Nr. 8., ya", y»’ die 9; v', w” sind vermittelst der Formeln 
(1V), (V) ermittelt und fiihren zu © = 12 bei [43], w = 12 bei [34j, 
wozu @ = 6 bei [43] und 0 = 6 bei [34] direct zu ermitteln sind. 
Die Dualitait des jetzigen Problems erspart die Hilfte der Rech- 
nungen. 
oe @ Grr 
(43) 2 2 6 oa a 
dual, 
[34] 2 2 12 6 8 5 


Ya» % sind § in Nr. 8. 

Demnach ist bei (53), [44], [85] der Grad §”" des Complexes der 
Geraden, die denen eines DBiischels im andern Raume associirt sind, 
5, 8,5. (R. P. Nr. 13). 

12. Bei den Signaturen 6 = 9 haben wir drei Probleme: a,b, 
Asbp, Asde. 

Bei dem ersten ist also die Gerade a fest, b soll eine gegebene 
Gerade treffen. 

The wh te we UM Ww 
[43] 12 0 4 0 12 8 os 
: dual, 
[34] 12 0 12 0 4 12 8 


y ist (nach Nr. 5. Anm.) die Summe von @ bei a,b, in Nr. 9. und 
bei a,b, in Nr. 10., oder, was dasselbe, x, fiir [7] ist die Summe 
von @ fiir [kl] und von © fiir [7k], beidemal bei a,b, (Nr. 9.). 
Aehnlich ist y,” fiir [kl] die Summe von 0 fiir [k7] und von @ fiir 
[lk] bei ayb,. Wir erhalten hieraus die w, © der niichsten Tabelle, mit 
Ausnahme der gesternten, welche direct gefunden sind. 
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mw oOouwerv 
(53) 0 4 OU 12 2 8 [53] und [35] zu einander, 
[44 0 8 8 8 8 8 [44] zu sich dual. 


[35] 0 412 OF 8 2; 

y» ist die Summe von §,/ und §.” in Nr. 9. und 10. 

Es ergiebt sich als Grad §,' der Regeljliiche der Geraden des einen 
Raumes, die einer festen Geraden im andern associirt sind, fiir [63}, 
[54], [45], [36] bee. 2, 8, 8, 2 (R. P. Nr. 18). 

13. Bei a,b, soll die Gerade a einem Biischel, } einem Biindel 
angehoren. Say, ik 

T 1a 1» Ya 1 v ua" 
[43] 18 0 S. & em #8 
34] 30 6 12 4 6 2 2. 
Aes Xa’ sind @,O bei a,b, Nr. 9., yw, hingegen bei a,b, in Nr. 11. 
ta o oO u v 
[58] 1 5 OF 18 38 12 
[44] 4 8 12 20 12 16 
(35) 3 5&5 24 10° 16 9. 
Za, y» sind bez. 7, ,/" in Nr. 9., 11. 

Also ergiebt sich als Biindelgrad §," der Congruenz, die einem 
Biischel correspondirt, oder, als Grad des Complexes, der einem Biindel 
associirt ist, fiir [63], [54], [45], [386] bez. 3, 12, 16, 9, und da das 
Problem a, b, hierzu dual ist, so ist der Feldgrad §!" der genannten 
Congruenz, oder der Grad des Complexes, der einem Felde correspondirt, 
bez. 9, 16, 12, 3 (R. P. Nr. 22—28). Mithin correspondirt fiir diese 
4 Signaturen einem Biischel bez. eine Congruenz (3, 9), (12, 16), 
(16, 12), (9, 3). 

14. Bei den Signaturen 6 = 10 haben wir fiinf Probleme: a,, a, b, 
Apby, debe, Apbe. 

Bei dem ersten a; ist a fest, die andere Gerade keiner Lagen- 
bedingung unterworfen. 

T te We te wo Y 
i 9 > 
a : ‘ ’ ; 7 ; : Xs Xo sind w, O bei a,b in Nr. 12. 


[3] 0 012 0 0 6 O 


po 8 gs 
ae OG 2 wee 2.8 
(54) 0 8 0 4 4 
a8 $$ 4 80 6 4 
oe Os 2.6) .@ 4s 


ee 


y ist €7 in Nr. 12. 
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Also ist die Zahl &/ der Geraden des einen Raumes, die in Bezug 


auf [73], [64], [55], [46], [37] eimer Geraden des andern Raumes 
correspondiren, bez. 1, 4, 6, 4, 1. (R. P. Nr. 29.) 


15. Bei a,b gehért a einem Biischel, 6 einem speciellen linearen 
Complexe an (d. h, trifft eine gegebene Gerade). 


, + oS a oF. @ 
[53] 30 0 10 12 42 20 42 
[44] 48 8 32 8 32 44 44 
[35] 30 12 42 O 10 42 20; 
Xe, Yo Sind wm, O fiir arb in Nr. 12., x, ist die Summe von @ fiir 
(kl) und © fir [lk] bei a,b,, x” die von © fiir [k7] und @ fir [lk] 
bei a,b» in Nr. 13. 
la & @ 0 u v 
[63] 2 12 O* 42 7 28 
[54] 8 28 20 44 28 40 
[45] 8 28 44 20 40 28 
|36) 2 12 42 O* 28 a 


4a ist €/ in Nr. 12, 
x» ist "+ €! in Nr. 13. 


Der Grad &" der Regelfliiche, welche in Bezug auf |73), [64], [55], 
[46], [37] einem Strahlbiischel associirt ist, oder, was dasselbe, der Grad 
des Complexes, der cinem Strahlengewinde (speciellen linearen Complexe) 
correspondirt, ist 7, 28, 40, 28, 7. (R. P. Nr. 37, 38.) 

16. Bei a,b, soll jeder der beiden Strahlen a,b einem Biindel 
angehoren. 


” 


T to he he Ye YU 
[3] 9 0 O 6 6 O 18 ya, y’ sind @) beia,b, (oder b,a,), 
[44] 36 12 12 18 18 30 38 oe Nr. 13. 
[35] 6O 24 24 20 20 54 40; 


ta mw @ O | ei 
[63] 3 383 Ow 8 2 
[54] 12 12 O 38 12 31 yund xy sind €” Nr. 13. 
[45] 16 16 30 40 31 36 
[36] 9 9 54 20° 36 19. 


Denmnach ist der Biindelgrad §7" der Congruenz, die fiir [73], [64), 
[55], [46], [37] einem Biindel associirt ist, bez. 3, 12, 31, 36, 19 
(R. P. Nr. 33); und da das folgende Problem a,b,, wobei jede der 
beiden Geraden a,b einer gegebenen Ebene angehdren soll, hierzu 
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dual ist, ergiebt sich als Feldgrad §'¥ der Congruenz, welche einem 
Felde correspondirt, bez. 19, 36, 31, 12, 3 (R. P. Nr. 35). 

17. Es eriibrigt das Problem a,b,: die Gerade a soll einem 
Biindel, b einem Felde angehéren. 


” ” ‘ ” 


a GG: & 2 “se cae 
(53) 30 10 O 2 18 20 36 
[44] 52 20 12 12 2 42 42 
[35] 30 18 24 0 10 36 20; 
Yo, Ya sind @, © bei a,b, oder, was dasselbe, die zu [kl] gehdrigen 
Yes» %a Sind O, @ fiir [1k] bei a,b, in Nr. 13.3 y', y%” sind , © fiir 
a,b, (oder b,a,) in Nr. 13. 
le & @ 9 uo 
[63] 9) 3 O* 36 6 24 
[54] 16 12 20 42 24 35 
[45] 12 16 42 20 35 24 
[36] 3 9 36 O* 24 6. 


a ist ft . 
a bs \ in Nr. 13. 
70) ist ad j 


Also correspondirt einem Biindel fiir [73], [64], [55], [46], [37 
eine Congruenz vom Feldgrade €*, gleich 6, 24, 35, 24, 6, oder einem 
Felde eine Congruenz von diesem Biindelgrade (R. P. Nr. 33, 35). Dies 
mit dem vorigen zusammenfassend, erhalten wir: In Bezug auf die 
genannten 5 Signvaturen ist einem Biindel bez. eine Congruenz (3, 6), 
(12, 24), (31, 35), (36, 24), (19, 6) und einem Felde bez. eine Con- 
gruenz (6, 19), (24, 36), (35, 31), (24, 12), (6, 3) associirt. 

18. Bei den Signaturen 6 = 11 haben wir drei Probleme: a,, a, b, 
a,b; also 1) @ einem Biischel angehérig, b keiner Lagenbedingung 
unterworfen, 2) und 3) @ einem Biindel oder Felde angehirig, b einer 
Geraden begegnend. Die beiden letzteren sind dual zu einander, das 
erstere zu sich selbst. 

Wir begniigen uns nun, Wiederholungen von Zahlenangaben ver- 
meidend, mit kiirzerer Darstellung und fassen die zwei ersten Probleme 
zusammen : 

[63] [54] [45] [36] 
Als 0 0 0 0 


ab 10 60 100 60 


Bei a, sind 42, ya’ die w, © bei a, in Nr. 14., die y,', y,” hingegen 
die @,9 bei a,b in Nr. 15.; dasselbe sind ya, yq" bei a,b, wiihrend 
hierbei y,, y die Summen der @, bez. der © bei a,b, und bei a, b, 
sind (Nr. 16, 17). 
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[73] [64] [55] [46] [87] 
. { o ff 0 0 @ & 
"|e 24 24 10 O oO 

- o O OO 50 108 96 
?"10 48 92 90 40 OF. 


Die Ya, y» sind bei a, bez. €7,%, bei a,b bez. 6%, ur 4+ er 
(Nr. 14— 17). 
Wir erhalten hieraus fiir die Signaturen [83], [74], [65], [56], 


[47], [38] als Grad £1 des Complexes der Geraden jedes Raumes, welche 


associirte im andern haben, bez. 4, 16, 28, 28, 16, 4 (R. P. Nr. 41, 
53); als Biindelgrad §!' der Congruenz derjenigen, deren associirte einer 
gegebenen Geraden begegnen, oder als Grad der Regelfliiche derjenigen 
Geraden, deren associirte einem gegebenen Biindel angehiren, bez. 8, 
32, 78, 98, 64, 16, und (durch Dualitét) als Feldgrad §'"' der ge- 
nannten Congruenz, oder als Grad der einem Felde correspondirenden 
Regelfliiche bez. 16, 64, 98, 78, 32, 8. (R. P. Nr. 42—48.) 

19. Bei 6 = 12 haben wir ebenfalls drei Probleme: a,, a,, ab; 
also 1) und 2) a soll einem Biindel oder Felde angehéren, b keiner 
Lagenbedingung unterworfen sein, 3) beide Geraden sollen je eine ge- 
gebene Gerade treffen. Das zweite Problem ist zum ersten dual. 

Der Werth von rt fiir die Signaturen 6 = 10 ist bei den beiden 
ersten Problemen durchweg 0, beim letzten ist er fiir [64], [55], [46] 
bez. 120, 200, 120, sonst auch 0. 

Beim ersten Probleme sind die y,’, ya’ bez. die @, © bei a,, die 
Xe» Xo die w, © bei a,b in Nr. 18., beim dritten hingegen ist 4,’ = 4, 
fiir [k1) die Summe von o fiir [//| und © bei [1k] bei apb, yx.” = x" 
umgekehrt. 

«| 


wv 


[83] [74] [65] [56] [47] [38] 
o* 0 O 30 66 60 
36 58 50 20) «(OOO 
o* 0 100 240 260 144 
144 260 240 100 0 0, 


@s O8& 


Bei ay sind ya, x bez. £7, S41, bei ab sind beide ¢/7 + gi’, 


11? P11? 1 
Es ergiebt sich daraus der Biindelgrad §1 der Congruenz der 
Geraden des einen Raumes, welche associirte im andern haben, fiir 
[93], [84], [75], [66], [57], [48], [89] beztehlich gleich 6, 24, 53, 78, 
73, 40, 10 und der Feldgrad &! gleich 10, 40, 73, 78, 53, 24, 6; 
(R. P. Nr. 45.); der Grad $7" der Regelfliiche der Geraden jedes Raumes, 
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deren associirte eine gegebene Gerade schneiden, ist resp. 24, 96, 226, 
296, 226, 96, 24 (R. P. Nr. 47, 57). 

19. Bei 6 = 13 giebt es nur ein Problem a: eine der beiden 
Geraden a,b soll eine gegebene Gerade treffen. Fir die Signaturen 
6 = 11 ist r durchweg 0. Die x,y” sind w, bez. © fiir ab in der 
vor. Nr., hingegen ist z,, einer Signatur [kl] zugehérig, die Summe 
von @ fiir [k7] und © fiir [7k] bei a, in der vor. Nr., zy.’ umgekehrt 
die Summe von © fiir [K7] und @ fiir [/4]. Man erhilt fiir 


[93], [84], [75], [66], [57], [48], [39]: 
o O O O 60 160 192 120 
a © 120 192 160 6 0 0 OF; 


? 
ta ist £2 + 6, x ist C Nr. 19. 

Demnach ist der Grad §,, der Regelfliche der Geraden jedes Raumes, 
welche associirte im andern haben, fiir [10,3], [94], [85], [76], [67], 
{58} ,-(49], [3, 10] resp. gleich 20, 80, 176, 256, 256, 176, 80, 20 
(R. P. Nr. 59). 

20. Endlich bei den Signaturen 6 = 14 liegt auch nur ein Problem 
vor: keine der beiden Geraden a,b ist einer Lagenbedingung unter- 
worfen; den Projectivititsbedingungen allein geniigt nur eine endliche 
Zahl von Paaren associirter Geraden. 

Bei allen Signaturen 6 = 12 ist r=0; die xy. = yx, und ya’ = yx” 
sind bez. die @, © der vorigen Nr. Es ergiebt sich jetzt: 

[10,3] [94] [85] [76] [67] [58] [49] [3, 10] 
@ ()* 0 0 0 60 160 192 120 
8 120 192 160 60 OO O 0 O*; 
La = % ist Sia: 

So ergiebt sich als Zahl ,, der Paare associirter Geraden a, b fiir 
[11, 3], [10, 4], [95], [86], [77], [68], [59], [4 10], [3, 11] bee. 20, 
80, 176, 256, 286, 256, 176, 80, 20 (R. P. Nr. 61, 62). Es ist 
nicht uninteressant, co diese Zahlenreihe , abgesehen von der mittel- 
sten Zahl, mit der der vorigen Nr. iibereinstimmt. 

21. Es eriibrigt noch, ein paar Beispiele der directen Ermittelung 
von t su geben. Wir wihlen als Projectivitiitsbedingung die Signatur 
[43], als Lagenbedingung a,b, (Nr. 13.). Die Grundelemente sind also 


A, A, Ay Ay @, @, O 
B, B, B, By B; By Bs; 


ferner soll a in einem Biischel (A, @) sich befinden, b einem Biindel 
B angehiren. Beide Projectivitiiten sollen exceptionell sein. Beide 
singuliiren Ebenen a’, Bp der ersten Projectivitiit miissen zusammen 
durch 4 Grundpunkte gehen, denn wenn e@ durch eine Anzahl der 
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A; geht, so muss f’ gerade die diesen nicht homologen B; enthalten; 
ausserdem muss @ durch A, f’ durch B gehen. Ebenso miissen die 
singuliren Punkte A’, B’ der zweiten Projectivitit zusammen in 3 
Grundebenen liegen, A’ iiberdies in @. Wir verbinden demnach A 
mit zweien der Punkte A;, z. B. mit A,,A, durch a’; «a ist dann 
a; ferner Bp’ ist BB, B,; im Biischel (B, f’) ziehen wir b so, dass sie 
die Schnittlinie zweier der Ebenen £;, z. B. 8, 8, trifft; der Begegnungs- 


punkt ist B’, der andere singuliire Punkt A’ ist der Punkt aa, Es 


erhellt, dass es hierbei a -4-3 > ; -3-2 = 18 Combinationen giebt; 


also ist t = 18. 

Als zweites Beispiel wihle ich die Projectivitiitsbedingung [44] 

mit der Lagenbedingung a,b, (No. 17.). Grundelemente sind: 
A, A, Ay A, @, @ a a, 
B, B, By B, B, By Bs By; 

ausserdem soll a einem Biindel A, b einem Felde 6 angehiren. 

Wir ziehen die Gerade a aus A, so dass sie eine Verbindungs- 
linie zweier A;, z. B, A,A,, und eine Schnittlinie zweier «;, etwa a, a, 
trifft; so ist die singuliire Ebene @’ die Ebene (a,A,A,), der singuliire 
Punkt A’ der Punkt (a,a,e,). 6 muss demnach B,, B, enthalten, 
PB’ auf B, B, liegen; b muss in #' liegen, B’ enthalten und sich noch 
in B befinden; sie ist also die Gerade in 6, welche B,B, und £, p, 
trifft, und erzeugt mit der ersteren die Ebene #’, mit der letzteren den 
Punkt B’. Dies giebt 6 >< 6 = 36 Combinationen. 

Zweitens ziehe man a von A nach dem Schnittpunkte dreier 
Ebenen «;, z. B. nach a,a,0,, der dann A’ ist; @ als durch sie gehende 
Ebene kann nun hochstens einen der Punkte A; enthalten, etwa A,; 
es muss demnach #' durch B,, B,, B, gehen, wodurch sie bestimmt ist; 
ihr Schnitt mit B ist b und deren Schnitt mit B, ist B’. Dies giebt 
4><4=— 16 Combinationen. Andere Weisen, zweifach ausgeartete 
Projectivitiiten zu erhalten, sind nicht méglich. Also ist t = 52. 

22. Bei den Signaturen von 6 = 7 bis 6 = 10 kénnen associirte 
Geraden sich vereinigen, und es entsteht dann die Frage nach der 
Vertheilung der Geraden c, bei welchen sowohl die nach den Punkten 
A; und B; gehenden Ebenenbiischel projectiv sind, als aueh die durch 
die Ebenen «;, B; entstehenden Punktreihen. Die einfachste Weise, 
diese Vertheilung zu ermitteln, ist, nach dem Vorgang des Herrn 
Schubert, dessen Correspondenzprincipien fiir Strahlen anzuwenden 
(Math. Ann. X, 8. 68, 69). Er hat selbst schon (8. 89) fir die 
Signaturen [k 3], die ich in ,,R. P.“ behandelt habe, die Berechnung 
gemacht und meine auf umstiindlicherem Wege gefundenen Resultate 
bestiitigt; ich begniige mich, die Resultate der einfachen Berechnung 
fiir alle Signaturen mitzutheilen. 


27* 
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Bei 6 = 7 erfiillen die Geraden ¢ einen Complex, bei 6 = 8 eine 
Congruenz, bei 6 = 9 eine Regelfliiche und bei 6 = 10 sind sie in 
endlicher Zahl vorhanden. Wir finden als Zahlen der Geraden ec, 
welche bez. den Lagenbedingungen ¢,; ¢,, ¢; ¢; keiner Lagenbedingung 
geniigen: 


Cs Cp Gs 
com ee. (53) 7 11 
[34] 4; o—8 [44] 16 16 
[35] 11 7; 
c 
[63] 28 [73] 38 
ict [54] 72 [64] 112 
[45] 72 o=10 [55] 154 
[36] 28; [46] 112 
[37] 38, 


Bei 6 =7 erzeugen also die Geraden c bei beiden Signaturen einen 
Complex 4. Grades; bei 6 = 8 eine Congruenz (7, 11), (16, 16), (11, 7), 
bei 6 = 9 eine Regelfliiche vom. Grade 28, 72, 72, 28; bei 6 = 10 sind 
sie in der endlichen Zahl 38, 112, 154, 112, 38 vorhanden. (R. P. Nr. 4, 
9, 13, 63— 65.) 

Ebenso kénnten, wie es von Schubert mit Hilfe meiner friiheren 
Zahlen geschehen, auch aus den neuen noch Resultate iiber sich 
schneidende associirte Strahlen abgeleitet werden. Doch unterlasse 
ich dies. 


23. Ich wende mich noch zu einem Specialfalle, den man sowohl 
aus den eben erhaltenen Zahlen fiir vereinigte Strahlen a, b ableiten 
kann (Nr. 25.), den man aber auch direct angreifen kann, Ich will 
nimlich noch die Vertheilung der Geraden d untersuchen, aus welchen 
eine gegebene Zahl k von Punktenpaaren durch Ebenenpaare einer In- 
volution projicirt werden. Bei k = 3, 4,5 werden die Geraden d einen 
Complex, eine Congruenz, eine Regelfliche erzeugen, bei k = 6 in 
endlicher Zahl vorhanden sein. 

In jedem System von einfach unendlich vielen Geraden d wird es 
wiederum eine Zahl w von solchen geben, bei denen auch nach zwei 
weiteren gegebenen Punkten zugeordnete Ebenen der Involution gehen, 
und eine endliche Zahl von ausgearteten (parabolischen) Involutionen, 
in denen alle Paare eine gemeinsame Ebene besitzen. Begegnen ferner 
y% der Geraden dieses Systems einer gegebenen Geraden, so ergiebt 
sich durch eine ihnliche Betrachtung wie in Nr. 5. zwischen uw, @, x 
die Relation: 


2u—27+ @- 











al 


~ 


~~ 


<_ ~ ~ eA —_ ~ ~_s * ~~ — 








Vs we 














Problem der riumlichen Projectivitit. 421 





Ist k = 2, so ist jede Gerade des Raumes eine Gerade d; wir be- 
trachten demnach einen Strahlenbiischel; es ergiebt sich ohne weiteres 
4 = 1 und a =4, da es im Biischel 4 Strahlen giebt, welche eine 
Verbindungslinie von zwei Punkten treffen, die nicht zu demselben 
Paare gehéren. Also ist uw = 3. 

Die Geraden d, aus denen die 3 Punktenpaare A, B,, A,B,, A; B, 
durch drei Ebenenpaare einer Involution projicirt werden, bilden einen 
Complex 3. Grades. 

Wir betrachten jetzt bei drei Paaren die Geraden d, welche einem 
Biindel D angehéren, also einen Kegel 3. Ordnung bilden. In diesem 
einfach unendlichen Systeme ist y= 3, @ =O; demnach w= 3. In 
ein Feld 6 hingegen wirft der Complex 3. Grades eine Curve 3. Classe; 
in dem System 1. Stufe, das deren Tangenten bilden, ist y= 3 und 
c = 8; denn parabolisch wird die Involution fiir die Schnitte von 0 
mit den 8 Ebenen, welche durch 3 Punkte aus verschiedenen der ge- 
gebenen Paare gehen. Daraus ergiebt sich w =7, und ist demnach 
die Congruenz der Geraden d, aus denen4 Paarevon Punkten A, B,,-++,A,B, 
durch Ebenenpaare in Involution projicirt werden, vom Biindelgrad 3 
und vom Feldgrad 7. 

Diejenigen unter ihren Geraden, die einer Geraden d begegnen, 
erzeugen eine Fliche 10. Grades. In dem von ihnen gebildeten System 
1. Stufe ist y= 10, @ = 0; also w = 10. 

Die Geraden d, aus denen 5 Punktenpaare A, B,,---, A, B; 
durch Ebenenpaare in Involution projicirt werden, erzeugen eine Fliche 
10. Grades. 

In dem Systeme 1. Stufe dieser Geraden ist y= 10, a =0; 
folglich w = 10, 

Es giebt mithin 10 Gerade, aus denen 6 Punktenpaare <A, B,, 
A, B,, +++, A,B, durch Ebenenpaare in Involution projicirt werden. 

24. Zu dem Complexe 3. Grades, der sich bei 3 Punktenpaaren 
ergab, gehéren ersichtlich die Biindel der 6 Punkte, die Felder in den 
Ebenen durch je 3 aus verschiedenen Paaren, sowie die 6 linearen 
Congruenzen von der Art derer, welche A,A,, B, B, oder A, B,, A,B, 
zu Leitlinien haben, Bildet man also bei 4 Paaren 2 Gruppen von 
3 Paaren, etwa bez. aus dem 1., 2., 5., und dem 1., 2., 4. bestehend, so 
haben die beiden Complexe 3. Grades die 4 Biindel 4,, B, A,, B, und 
die beiden linearen Congruenzen (A, A,, B, B,), (A, B,, A, B,) gemein; 
der Rest des Schnittes ist die Congruenz (3, 7). Diese Congruenz 
erhiilt aus jedem der 8 Punkte einen Kegel 3. Ordnung, z. B. aus 
A, den, welcher zu dem Complexe 3, Grades fiir die 3 ersten Paare 
gehért. Ferner schneidet die Gerade A,A, aus ihr eine Fliche vom 
Grade 3+-7 = 10 aus, zu der die beiden Kegel 3. Ordnung aus 4,, A, 
gehéren und also ausserdem noch eine Fliche 4. Grades; man tiber- 








422 R. Srurm. 


zeugt sich leicht, dass jede Gerade dieser letzteren Fliche auch der 
B,B, begegnet; eine aihnliche Flaiche 4. Grades, zu unserer Congruenz 
gehdrig, befindet sich in (A,B,, A,B,) us. f. 

Bei 5 Paaren bilden wir zwei Gruppen, eine etwa aus den 3 ersten, 
die andere aus den beiden ersten, dem 4. und 5. Paare. Der Complex 
3. Grades und die Congruenz (3, 7), welche diesen Gruppen zugehdren, 
durchschneiden sich in einer Fliiche vom Grade 3 (3-+-7); zu dieser ge- 
héren die 4 Kegel 3. Ordnung aus A,, A,, B,, B, und die beiden 
Fliichen 4. Grades in den linearen Congruenzen (A, A,, B, B,),(A, B,, A, B;). 
Es bleibt die obige Fliiche 10. Grades. Auf derselben ist jeder der 
10 Punkte der 5 Paare dreifach; denn z. B. durch A, gehen die 3 
Geraden der den 4 ersten Paaren zugehdrigen Congruenz. Demnach 
trifft A, A, die Fliiche noch auf 4 Erzeugenden, welche ausserdem 
noch B, B, treffen. So enthalt jede der 20 linearen Congruenzen 4 
dieser Fliiche angehérige Geraden. Bei 6 Paaren bilden wir wieder 
zwei Gruppen, eine aus den 3 ersten, die andere aus den beiden ersten 
und den 3 letzten bestehend, erhalten einen Complex 3. Grades und 
eine Regelfliiche 10. Grades, welche ausser den 4-3 Erzeugenden durch 
die Punkte A,, A,, B,, B, und den 2-4 in den linearen Congruenzen 
(A, A,, B, B,), (A, B,, A, B,) noch 10 Erzeugende gemein haben: die 
oben gefundenen 10 Geraden. 

25. Liisst man bei 4 Paaren von Punkten A, mit B,, B, mit A, 
zusammenfallen, so lést sich von dem Complex 4. Grades der Geraden 
e (fiir [43] Nr. 22), welche also zugleich mit A,,---,A, und mit 
B,, +--+, B, projective Biischel bilden, der lineare Complex der Geraden 
ab, welche A, B, treffen; es bleibt der Complex 3. Grades der Geraden 
d fiir drei Paare.*) 

Lisst man ebenso bei 5 Paaren, wo die Geraden ¢ (fiir [53] Nr. 22.) 
eine Congruenz (7, 11) bilden, A,, B, resp. mit B,, A, identisch sein, 
so gehért zu dieser Congruenz auch die Congruenz (4, 4) von Geraden 
e bei 4 Paaren, welche A, B, treffen, (dieselbe zerfallt in die zwei 
Biindel A,, B, und eine Congruenz (2, 4)); es bleibt die Congruenz 
(3, 7) der Geraden d fiir 4 Paare. . 

Fallen bei 6 Paaren A,, B, mit B;, A, zusammen, so besteht die 
Regelfliiche 28. Grades der Geraden c¢ (bei [63] Nr. 22.) aus der Regel- 
fliche vom Grade 7+ 11 der die A,B, treffenden Geraden c bei 5 
Paaren, und der Fliche 10. Grades der Geraden d bei 5 Paaren. 

Sind endlich bei 7 Paaren A;, B, mit B,, A, identisch, so sind 
von den 38 Geraden c (fiir [73] Nr. 22.) die 28 Geraden ¢ der Regel- 


*) So habe ich diesen Complex schon im Jahre 1875 ermittelt, und theilte 


mir damals Herr Voss mit, dass er auch in seinen Untersuchungen denselben 
gefunden habe. 
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r fliche 28. Grades bei 6 Paaren, welche A,B, treffen, abzuziehen; es 
‘ bleiben die 10 Geraden d, die wir bei 6 Paaren gefunden. 
26. Die beiden Doppelebenen der Involution um eine Gerade d 

, bilden ein Ebenenpaar, in Bezug auf welches die 3, 4, 5,6 Paare je 
x aus zwei conjugirten Punkten bestehen. 
F 3, 4, 5, 6 Paare conjugirter Punkte bestimmen aber ein lineares 
7 System von Flichen 2. Grades von der 6., 5., 4., 3. Stufe. Der Complex 
H 3. Grades, die Congruenz vom Biindelgrad 3 und Feldgrad 7, die 
. Regelfliiche 10. Grades, die 10 Geraden werden demnach gebildet durch, 
r bez. sind die Doppellinien der Ebenenpaare, welche in dem betreffenden 
3 Systeme vorkommen. Wir erhalten so von einer andern Seite her die 
2 Siitze, welche Herr Reye in seiner Abhandlung iiber lineare Systeme 
H und Gewebe von Flichen 2. Grades*) Nr. 29, 30, 35, 42, 13 bewiesen hat. 
t 27. Projicirt man in den Fillen von 3, 4 Paaren diese auf eine 
r Ebene, so ergiebt sich: 
1 Sind in einer Ebene 3, bez. 4 Paare von Punkten gegeben, so 
| bilden die Punkte, aus denen sie durch Strahlenpaare einer Involution 
1 projicirt werden, eine Curve 3. Ordnung, bez. es giebt 3 solche Punkte. 
1 Die 3 Paare bestimmen ein Netz, die 4 Paare einen Biischel von 
: Kegelschnitten, in Bezug auf welche je ihre beiden Punkte conjugirt 

sind. Die Curve 3. Ordnung ist die Hesse’sche Curve jenes Netzes, 
3 die 3 Punkte sind die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks dieses 
1 Biischels. Die 3 Punktenpaare anderseits (als ausgeartete Kegelschnitte 
t betrachtet) constituiren ein Gewebe von Kegelschnitten (in dem engern 
1 Sinn, wie Herr Schréter dies Wort gebraucht, das duale Gebilde zu 
1 einem Netze), und die Curve 3. Ordnung ist die Cayley’sche Curve 

desselben, der Ort der Punkte aller Punktenpaare des Gewebes, welche 
) Curve nach Herrn Schréter**) an jede 3 Kegelschnitte des Gewebes 
, 3 Tangentenpaare in Involution sendet. Dass die Kegelschnitte des 
1 Gewebes auf die des Netzes sich stiitzen (ihnen harmonisch einge- 
i schrieben sind), leuchtet ein, weil die 3 Constituenten es thun.***) 
Miinster i/W., den 1. Mai 1879. 
3 *) Borchardt’s Journal, Bd, 82, 8S, 54. 
) **) Mathem. Annalen, Bd. V, 8. 73. 

**) Ich benutze diesen Raum fiir eine erginzende Notiz zu dem Aufsatze 

| iiber H,. Grassmann in Bd. XIV dieser Annalen; Cremona hat im Jahre 1860 


(Nouv, Ann. 1. Ser., Bd. 19, S. 356) eine kurze Auseinandersetzung von Grass- 
mann’s geometrischen Arbeiten gegeben und dazu bemerkt, dass ausser Mébius 
und Bellavitis kaum ein Geometer diesen Untersuchungen die Aufmerksamkeit 
gewidmet habe, die sie verdienen, 





Ueber einige bestimmte Integrale. 
Von 


P. BacuMann in Miinster. 


§ 1. 

Denkt man sich um den Nullpunkt der z-Ebene einen Kreis mit 
unendlich grossem Radius R beschrieben, nimmt das Integral /f(2) dz 
iiber die Begrenzung des Sectors («, 6), dessen Schenkel mit der 
reellen Axe die Winkel «, 6 bilden, und bezeichnet mit A die Summe 
der um die Unstetigkeitspunkte innerhalb des Sectors in positiver 
Richtung erstreckten Integrale, so besteht die Relation 


(1) et - f Fee dr = ei -f fee) dr+taA 


allemal, wenn das auf den Kreisbogen beziigliche Integral fiir R = co 
die Null zur Grenze hat. Es sei gestattet, aus dieser Quelle einige 
weniger bekanute Integralformeln hier zu entwickeln. 

Bekanntlich ist 


an 


SS i k 
J nd Mi aL 


0 


so lange h,k positive Constanten sind. Nimmt man dahér 


J = (em 


lings der Begrenzung des Sectors, der durch die Strahlen 0 und 





e~ ke) 


a< ; begrenzt wird, so ergiebt sich leicht 
D 
log k om dr (e~tr@ne+icae) _ gbrtema+idna)) 
h r 
0 


und durch Vergleichung der reellen Bestandtheile die Formel 


ao 
(2) log : = ] ad (e—*7 28 cos (hr sin e) -- e-*r es # cos (kr sin @))- 
0 
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Wird zweitens das Integral fe~*" dz, in welchem m eine posi- 
tive ganze Zahl sei, iiber die Begrenzung des Sectors (0, a) genommen, 
so ist der Modulus des auf den Kreisbogen beziiglichen Integrales 
e = (cos m@p-+isinm@p) , Rie?idgp 
0 
sicher kleiner als 


a 
. 


pene cosmep . Rdg, d. i. e—R” cosmy , Ra, 


0 


wenn w einen gewissen Mittelwerth zwischen 0 und a _bezeichnet. 
So lange daher a < — , wird jenes Integral fiir R = oo die Null zur 
Grenze haben, find daher die Gleichung (1) bei Trennung des Reellen 
vom Imaginiiren die nachstehenden liefern: 

fee cosme . cos (@— og” sin ma) dg = .¢ ( ) 


m m 
v0 


DQ 
fee cosme . sin (a— 9” sin ma) dg = 0, 
0 


aus denen ohne Miihe diese andern hervorgehen : 


» oe o”™ ceosme@ m ! . sia 
(3) fe . {cost (@ sin me) dg = —-T (2) («): 
0 


Fir « = = insbesondere nehmen sie die einfachere Gestalt an: 
_f cos (e") de = (its ) cos f.. 
(4) : 


fiw (o")do= r( aa +) sin = . 


Werden nunmehr, wihrend « < —— ist, die Gleichungen (3) zu 


: m 
wiederholten Malen nach « differenzirt und darauf in passender Weise 
combinirt, so geben sie die allgemeineren, welche folgen: 


DQ 
: 


(5) fee cos ma} 4 (e” sin m ce) e o”"™ do 


<a (nt) Naa} Com 0 a 


sin 
(fur a ) 
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Formeln, welchen man durch die Substitution 9” cos ma = x die andere 
Gestalt 


an 


’ r— tat. 
(6) fe} 1 (a tang mea)- x ™ dx 
9 


: + 
= (n+ ‘) cos" Fm (me) - re (nm-+ 1) @ 


geben kann, in welcher sie bekannter sind. 


2 


aT) 


Shr 


~ 


Betrachten wir nunmehr das Integral J: = 4 und verstehen 


Zn 


dabei unter a,b positive Werthe. Die Function unter dem Integral- 
zeichen hat die Unstetigkeitspunkte 


» 
a =b (cos — a x + isin - = x ) 


2n 2n 
fir h=0,1,2,--- 2n—1, 


von welchen iiber der reellen Axe nur die Punkte 2, 2,, +++ Z,—1 
liegen. Ist m gerade, »—2m, so liegen Zn —1, 2, symmetrisch zu 
beiden Seiten der imaginaren Axe; ist dagegen n ungerade , n = 2m -+-1, 
so fallt z,, auf dieselbe. Beschreiben wir nun um den Punkt 2, einen 
unendlich kleinen Kreis und erstre¢ken in positiver Richtung iiber ihn 
die Integration, so erhalten wir das Integral 


22 





. * abi(cos th a+isin 24+ 2)+ agi (cos p+ isin g) 
lim e 2n 2n ? 
o=0 Sitar g* 1 * ; ‘ , idy 
r 7, 3= A+ ee 
. : 2h+1 h+1 Zhi 
be sin — 
fei oo P eri (cos an a+isin oo a)+ an ai. 


_ 


Wird ferner die Integration lings der Begrenzung eines oberhalb 
der reellen Axe liegenden Sectors (a, 8) ausgefiihrt, so wird das auf 
den Kreisbogen beziigliche Integral 


f et Ri(cos p+isin y) Rj oP! dg 
‘ BP 4. RP* 6 299! 


einen Modulus haben, der jedenfalls kleiner ist, als 


B e~ kin? Rdg di eR sin wR (B—a) 
E Re" ee | ie vs R"* 2 pen 1 








f 
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wenn w passend zwischen «, 6 gewihlt wird; es convergirt also sicher 
gegen Null, wenn R unendlich wiichst. 

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir zuniichst iiber die Be- 
grenzung des Quadranten zwischen den positiven Axen integriren. Im 
Falle eines geraden n erhalten wir aus Gleichung (1) unmittelbar 


‘ ct dx ae = e “dy 
2n a ¢ SY 
0 b +a 0 b +y 


mt ° —absi 
al : : '@ absinu Tn 
no-*— 
h=0 


Ott. ag (ES 2h+1 i 


- 4+ ab cos —~——- 4) i 
n zn 


Ist aber » ungerade, so muss der auf der imaginiiren Axe liegende 
Unstetigkeitspunkt durch einen unendlich kleinen Halbkreis ausge- 
schlossen gedacht werden, und folglich ist zunichst 


b-e 


Zz 
ry ; Pte eo 
J e*** dz if. ae 4 fi *Vdy 
‘ Be 4 gts 2 Be" — x? pe" — y*" 
iT) 0 
i= 1 
. .. 2h+1 2h+1 2h+1 ‘ 
ae — -: y ga) sin + ( — taboos" x) i 
nbe?— p= 
h=0 
a 


L lim. ” oe ¢o+ cei (cos p-+i sin g) , ice? dq 
ée==0) be" + (bit echt)?" 
n 


2 





en 
anb?*—! 
ferner im ersten Integrale rechts y durch by, im zweiten durch 


Hier ist der angedeutete Grenzwerth gleich Ersetzt man 


b . : , ‘ 
y » 80 lisst ihre Summe sich folgendermassen schreiben : 


e 
in 
ab 


6 
. wa ree l—n —— ,n-1 
$f Ce me FO Le idy 
pee—t 2n 
0 


oF 
a 
+5 ab 
t se ‘i 
+ anb?"—! £- - d log (lI—y’ ): 
Rae 
b 


Der zweite Bestandtheil aber ist gleich einem Ausdrucke M log (1+ 9), 
in welchem @ gleichzeitig mit « gegen Null, M aber gegen den end- 
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ae i 
lichen Werth nor =; convergirt, und nihert sich daher mit ¢ der 
2n 


Null. So gewinnt man fiir ein wngerades n das Resultat: 


% : 1 _ ab 
oe dz i ety!" 9 y*-'! _ 
pa pet —— se 
0 6 y 
n—1 
7 1 Dh+1 
nt , maven oo a+ (24+ a+pabers 2+ n)i 
arr e 2n 2n 2n ; 
nb°” 
A=v 


wo der Accent beim Summenzeichen andeuten soll, dass das letzte, 
dem Werthe h = tn 4 entsprechende Glied nur halb zu nehmen ist. 


Trennt man nun in den beiden so erhaltenen Gleichungen das 
Reelle vom Imaginiren, so ergeben sich fiir das Cosinus-Integral die 
zuerst von Poisson ermittelten Werthe; indessen stellt man leicht 
folgende, fiir beide Fiille giltige Formel her: 


4 
(7) “cosaxdax 
be" + 2?” 
0 
ah=n—l . 2h+1 
7 SS) —absin—~—2 ‘ = 2h+1 ) 
=> . > =n . - . 
2nb?"—! ¥ ee a + ab cos an * 


rth) 


Auch die beiden auf das Sinus- Integral beziiglichen, soviel mir 
bekannt ist, noch nicht gegebenen Formeln lassen sich vereinigen, 
indem man schreibt: 


8 1 ’ ot ab 
sin ax 1 eeu yl—m4 ey yt} 
(8) I= —~3n -di= 2, a y eo = 3 - -y" 1 dy 
4 UN +ea as ‘ its 
h=m—1 . 2h+1 
1 —abdsin— a 2h 1 °h 1 
- ——_° e 22 - cos (- a a -+-ab cos a3 ~ x), 
nb°"— 2n 2n 
A= 


worin das obere oder untere Vorzeichen zu wihlen ist, jenachdem 
n= 2m oder n = 2m + 1 ist. 
Die Gleichung (7) liefert fiir » = 1 die bekannte Relation 


oa 
“cosax da 2 
-—= ce ab 

b? + a? 2b ? 


v 


welche, nach a zwischen den Grenzen 0 und a integrirt, die Formel 


*sin ax ee (L—e-* 
Bat 2 20 )s 
0 
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und folglich 


b+ at ae 





fe cosax-+basinax dx x 
e 


oder, mittelst der Substitution « = b-tg «und wenn ab =k gesetzt 
wird, diese, von Herrn Kummer auf anderm Wege*) erhaltene 


Gleichung: 
a 
2 
° fasten ons 
(k > 0) 
ergiebt. 


Aus (8) dagegen entspringt fiir » = 1 die Beziehung 


Ca 1 __ ab 
snatdx 1 ge eby _¢ yy H 
—R+a — b  1--¥ ey) 
Vv v0 


sodass das Sinus- Integral durch ein anderes ersetzt wird, welches 
Herr Schlémilch (Zeitschr. f. Math. u. Phys., Jahrgg. X, pag. 155 
u. XVIII, pag. 317) auf den Integrallogarithmus zuriickgefiihrt hat. 


§ 3. 
Wenn man in gleicher Weise tiber die Begrenzung des Sectors 


(0, = -) integrirt, so gehen die nachstehenden Gleichungen hervor: 


va a 
“cosaxda ™ —ab sin=— ° n a 
(10) -. a seer ** = «sin ($F, + ab cos 5.) 
J "+a 2nb 2n =n 


0 
1 


1 ) 1\| y"—"dy . 
+ | E (y) Fr »(*)| 1—y?”" ’ 


0 








% a 
*“sinaxda cd —ab sin — ” - 
(11) J —s ae” ee 2n . cos (+ ab cos A.) 
% bP" + a?™ 2nb?*—! cE 2n 
: 1 
1 — w(1\| 9 __4y 
+ | [* () — 4% (*)] at 


in welchen zur Abkiirzung 





*) Vergl. Crelle’s Journal, Bd, XX, pag, 10, die letzte Formel fiir 
n= 1, 
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—aby sin = 


an. cos (= + aby cos =) . ae = 9 (y) 
—abysin - ° 

- sin (= + aby cos =.) ‘y'—" = wv (y) 
gesetzt ist. 


Wird nun bei geradem » die Formel (10), bei ungeradem n die 
Formel (11) » — 1 Mal nach a differenzirt, so entsteht die folgende: 


a 

sinax-x2"~'dzx n —absin , x 

(12) f =o == —-€ 2m . sin (ad cos = ) 
"+ a 2nb 2n 


yy vO... 
se —aby sin a 1 
+ Lf [e . cos (aby cos =) 


ab 


nm 
ue ee cos ( cos — | . 

Da der Werth der linken Seite dieser Gleichung fiir den Fall eines 
geraden aus Gleichung (7) berechnet werden kann, muss das Integral 
zur Rechten dann auch als bekannt angesehen werden. Heben wir 
nur das specielle Resultat hervor, welches fiir » = 2 sich ergiebt! Es 
ist, sofern ye =k gesetzt wird, 


1 


” k 
ydy (—ky ’ - os ws 
(13) | ; al’ cosky —e y cos) = z sin k, 
0 


(k > 0) 
insbesondere fiir k = 1: 
1 1 
*ydy { cosy 8, \ __ wsin(t) 
(14) y ] yin ( e > ae Tae 
0 ey 


Die Formel (12) vermittelt den Uebergang zu zwei andern, schein- 
bar fern liegenden Integralen, wenn wir sie mit der Gleichung (2) 
b 


verbinden. Diese liefert zuniichst, wenn darin r = a, h = by, k = = 


bid 


7 . . 
und «== — 5, gesetat wird, die andere: 


a n ab a 
da — aby sin ry ord _ sin 2 ab 1 
e " -coslaby cos —e ¥ "+ 0s cos ~ 
« a 2n y zn 
v 


= — 2logy. 
Wenn man daher die beiden Seiten der Gleichung (12) mit ~ multi- 


plicirt und zwischen den Grenzen 0 und oo nach a integrirt, so ge- 
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winnt man mittelst der bekannten, fiir ein positives x giltigen 


Formel 


2, 
sinaxda 54 
@ ae 


0 





nach Umkehrung der Integrationsordnung leicht folgendes Resultat: 


4 1 
. a ry 


2 * — absin ~ - n—1 
ter py 2” sin (ab cos +> +29 72 logy dy 
4n 2n 2n/7 a y?" —_" 
v v 


Fiir n = 1 giebt diese Gleichung 


1 
F; ‘logydy _ x? 
(15) J y?—1 8 


0 


und damit eine neue Begriindung der bekannten Reihenformel 


(16) THlt+ pte tate 


Benutzt man aber dies Ergebniss, sowie die offenbare Gleichheit 
. ; 
‘y""logydy _ 1 [ logydy 
y” 2% fe , ye — 1 ’ 
0 v0 


so findet man fiir jedes ganzzahlige n 


gD 
ce = hee mu 
—ai sin tn a 1 da n—t1 a 
J e "sin lab cos 5 8 Sa oe 
2n a n 2 
0 
oder 
e 1 1 
Te —2 ° bd ax n— 1 
“ia x cote ose er So 
(17) fe sin ( cotg ae 2? 
e 


0 


einen speciellen einfachen Kall einer bekannten Integralformel. 


Miinster, im Mai 1879. 








Geometrische Untersuchungen tiber Strahlencomplexe 
ersten und zweiten Grades*). 


Von 


F. Scuur in Berlin. 


In dem Folgenden habe ich den Versuch gemacht, das so inte- 
ressante Gebiet der Strahlencomplexe 2. Grades einer rein geometrischen 
Behandlung zu unterziehen. Eine Untersuchung der in einem solchen 
Complexe enthaltenen Regelflichen 2. Grades zeigte bald, dass sich 
derselbe immer durch zwei reciproke Biindel von linearen Strahlen- 
complexen erzeugen lisst. Nachdem so ein geometrischer Ausgangs- 
punkt gewonnen war, zeigte eine weitere Behandlung, wie eng alle 
bisher bekannten, von Pliicker**) und Herrn F, Klein***) ge- 
fundenen Eigenschaften der Complexe 2. Grades mit den in denselben 
enthaltenen Regelfliichen 2. Grades zusammenhingen. Dieser Zu- 
sammenhang liefert die von den genannten Geometern erhaltenen 
Resultate ungezwungen und setzt sie in ein neues Licht. Besonders 
diirfte der durch diese Regelflichen vermittelte Zusammenhang aller 
zu einer Singularitatenflache gehérigen Complexe 2. Grades interessant 
sein. Der eigentlichen Behandlung der Complexe 2. Grades musste 
eine Untersuchung der Strahlensysteme 2. Ordnung und 2. Classe 
vorausgehen. Dieselben haben zwar kiirzlich von Herrn Reye7) eine 
geometrische Behandlung erfahren; jedoch konnte ich mich darauf 


*) Vergl. die unter gleichem Titel erschienene Inauguraldissertation des 
Verf. Berlin 1879. 

**) Pliicker, Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung 
der geraden Linie als Raumelement. Leipzig 1868, 69. 

**t) F, Klein, Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung 2. Grades 
in Liniencoordinaten auf eine kanonische Form. Diss. inaug. Bonn. 1868. Zur 
Theorie der Liniencomplexe 1. und 2. Grades. Math. Annalen von Clebsch und 
Neumann. Bad. Il. 8. 198. 

+) Reye, Ueber Strahlensysteme 2. Classe und die Kummer’ sche Fliche 
mit 16 Knotenpunkten. Borchardt’s Journal f. r. u. a. M. Bd, 86. S. 89. 
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nicht stiitzen, da fiir mich die Beziehung derselben zu dem sie ent- 
haltenden linearen Complexe wesentlich war. Auch war ein EKingehen 
auf die speciellen Arten dieser Strahlensysteme fiir meinen Zweck 
nothwendig. An diese Untersuchung schloss sich naturgemiiss einiges 
Allgemeinere tiber die in einem linearen Complexe enthaltenen Strahlen- 
systeme. Dabei wird von einer Abbildung des linearen Complexes auf 
den Punktraum ausgegangen, die gewissermassen durch eine Projection 
des linearen Complexes vermittelt wird. Diese Abbildung fihrt fir 
einen speciellen Fall auf eine schon bekannte, von Herrn Noether*) 
entdeckte. Zuletzt bemerke ich noch, dass ich mich tiberall bemiiht 
habe, an den Principien der Geometrie der Lage festzuhalten, d. h. 
nur wirklich construirte Gebilde zu betrachten. 


Erstes Capitel. 


Die Abbildung des linearen Complexes auf den Punktraum. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 


Der Bequemlichkeit halber werden wir uns im Folgenden immer 
nachstehender Bezeichnungen bedienen. Mit den Buchstaben des kleinen 
deutschen Alphabets bezeichnen wir Punkte, mit denen des kleinen 
lateinischen Alphabets Linien, endlich mit denen des kleinen griechi- 
schen Alphabets Fiiichen. Weiter mit den Buchstaben des kleinen 
lateinischen Alphabets Strahlen, mit denen des grossen deutschen 
Alphabets Regelflichen, insofern sie StrahJen enthalten, mit denen 
des grossen griechischen Alphabets Strahlensysteme (Congruenzen) und 
endlich mit den Buchstaben des grossen lateinischen Alphabets Strahlen- 
complexe. Obere Indices mégen die Ordnung oder Classe des be- 
treffenden Gebildes angeben, untere verschiedene Individuen derselben 
Art unterscheiden. Bei Strahlencomplexen bezeichnet die Ordnung 
zugleich die Classe; auch die Strahlensysteme, welche wir betrachten, 
werden ausnahmslos von derselben Ordnung und Classe sein, wir werden 
sie daher kurz Strahlencomplexe oder -Systeme des betreffenden Grades 
nennen. Sind Gebilde des 1. Grades (Ordnung) gemeint, so werden 
wir den oberen Index fortlassen. 


*) Néther, Zur Theorie der algebraischen Functionen. Gittinger Nach- 
richten. 1869, 
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§ 2. 
Das zur Abbildung dienende Gebiisch von linearen Complexen. 


Durch 2 Strahlen g, und qg, geht ein lineares System 3. Stufe 
von linearen Complexen hindurch (ein Complexgebiisch 1. Grades). 
Dasselbe denke man sich collinear auf die Ebenen des Raumes be- 
zogen, sodass also jeder Ebene o ein Complex S, jeder Geraden m 
ein Strahlensystem 1. Grades M entspricht und jedem Punkte » eine 
Regelfliiche 2. Grades $8. Beschreibt die Ebene 6 ein Ebenenbiischel 
durch m, so beschreibt der entsprechende Complex S ein dazu pro- 
jectivisches Biischel durch M. Beschreibt der Punkt » die Gerade m, 
so beschreibt die Fliche { in M ein Biischel durch q,, g, und die 
beiden Leitstrahlen von M. Mit einem nicht durch g, und g, gehenden 
linearen Complexe C hat nun jeder Complex S ein Strahlensystem 
1. Grades X gemein, jedes Strahlensystem M eine Regelfliiche I und 
jede Regeltliiche {§ ein Strahlenpaar p, p,. Hierdurch entspricht also 
jedem Punkte » des Raumes ein Strahlenpaar p, p, des Complexes C, 
jeder Geraden m eine Regelfliche Yt und jeder Ebene o ein Strahlen- 
system &. Beschreibt der Punkt » die Gerade m, so beschreibt das 
Strahlenpaar p, p, eine dazu projectivische Involution auf IR, und be- 
schreibt 6 ein Biischel durch m, so beschreibt = ein Biischel durch 
M, d. h. die Strahlen dieser Systeme, die durch irgend einen Punkt 
gehen, beschreiben ein zu dem Ebenenbiischel projectivisches Strahlen- 
biischel. 


§ 3. 
Die Leitgeraden der Strahlensysteme, welche ( mit den Complexen S 
gemein hat, bilden einen linearen Complex. 


Jeder Complex S hat mit C ein Strahlensystem 1. Grades = ge- 
mein, welches zwei Leitgerade s, und s, besitzt. Hat die Regelfliiche 
} durch qg, gq, mit C die Strahlen p, p, gemein, so sind alle Geraden, 
welche p, und p, gleichzeitig schneiden, solche Leitgeraden; und lisst 
man $$ ein Strahlensystem M durchlaufen, so erhilt man die Leit- 
geraden aller Strahlensysteme £. Denn die £, welche diesen Leit- 
geraden zugehéren, entsprechen den Ebenen, welche eine Gerade m 
schneiden, d. h. alle Ebenen des Raumes. Da nun die Strahlenpaare 
P; P, auf WM eine Involution bilden, so erkennt man leicht, dass die 
Strahlen s, welche in einer Ebene « liegen, durch einen Punkt a gehen. 
Denn 3 schneidet « in einem Kegelschnitt, dessen Punkte durch die 
Strahlenpaare p, p, involutorisch gepaart sind; die Strahlen s sind aber 
die Verbindungslinien der Punkte je eines Paares und bilden daher 
ein Strahlenbiischel, welches zur Involution der p, p, projectivisch ist. 
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Daher erfiillen die Leitgeraden s einen linearen Complex K. Seine 
Strahlen s,s, sind einander in Bezug auf C conjugirt und die Strahlen 
P,P. sind einander in Bezug auf K conjugirt. Von zwei solchen 
Complexen sagt man, sie liegen in Involution*). 

Jeder Ebene 6 entspricht also ein Strahlenpaar s,s, von K und 
den Ebenen, welche durch einen Punkt » gehen, die Strahlen eines 
Strahlensystems 1. Grades TT, dessen Leitgeraden p, p, sind. Beschreibt 
» die Gerade m, so beschreibt TT ein dazu projectivisches Biischel 
durch 2, wo aber jetzt die Leitschaar von 9% gemeint ist. Denn wir 
sahen, dass die Strahlen s, welche diese Systeme mit einer Ebene « 
gemein haben, ein zur Involution der p, p, projectivisches Biischel 
bilden. Ferner beschreiben die Strahlen s, s,, wenn 6 sich um m dreht, 
auf I eine dazu projectivische Involution. 

Man erkennt ausserdem leicht, dass die Regelflichen, welche die 
Strahlenpaare s, s, von K mit irgend einer Geraden r, verbinden, 
simmtlich noch durch eine zweite Gerade r, gehen, sodass also dann 
die Ebenen 6 des Raumes zu dem Complexgebiisch 1. Grades durch 
r, 7, mm reciproker Beziehung stehen. 


§ 4. 
Die Flache 2. Ordnung, welche dem Strahlensysteme entspricht, das 
C und K gemein haben. 


Wihrend jedem Punkte » des Raumes i. A. 2 Strahlen p, p, in 
C entsprechen, entspricht jedem Punkte einer gewissen Fliiche 2. Grades 
y? immer nur ein Strahl. Man sieht unmittelbar, dass dies die Strahlen 
des Systems X sind, welche C mit K gemein hat. Und in der That 
entspricht den Strahlen dieses Systems eine Fliiche 2. Grades. Denn 
jedes Strahlensystem M, welches in dem Gebiische dutch q, g, einer 
Geraden m des Raumes entspricht, hat mit C und K zwei Strahlen 
gemein. Ebenso werden auch die Ebenen, welche den Strahlen von 
X, insofern es K angehért, entsprechen, von einer Fliche 2. Classe 
umhiillt, welche mit yz? identisch ist. Denn der Strahl s, welcher 
einer solchen Ebene o entspricht, vertritt zugleich die beiden Leit- 
geraden des Systems £, welches der Ebene o in C entspricht; dieses 
hat daher mit X die beiden durch s und die Leitgeraden von X be- 
stimmten Strahlenbiischel gemein. Jedes derselben kann mit q, q, 
durch ein Strahlensystem 1. Grades M verbunden werden; diesen ent- 
sprechen also die beiden Geraden m, in denen 6 die Fliiche y” schneidet. 
Dem Strahle s selbst entspricht der Schnittpunkt derselben, d. i. der 
Beriihrungspunkt von 6. Einem Punkte » entspricht in K ein Strahlen- 





*) Klein, Zur Theorie u.s.w. Math, Ann. Bd II. 8S. 201. 
28* 
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system TT, welches die Leitgeraden der Systeme enthilt, die den Ebenen 
durch » in C entsprechen. Daher enthilt die Regelfliche R, welche 
TT mit X gemein hat, die Leitgeraden der Systeme, welche den 
Tangentialebenen von y? durch » entsprechen, und den Geraden von 
§ entsprechen, insofern sie C angehiéren, die Beriihrungspunkte. Dem 
linearen Complexe also, welcher St mit g, g, verbindet, entspricht die 
Polarebene von » in Bezug auf 7%. Hat umgekehrt das System £, 
welches in C einer Ebene 6 entspricht, mit X die Regelfliche © ge- 
mein, so entspricht dem Complexe, welcher © mit r, r, verbindet, der 
Pol von o in Bezug auf x’. 

Jeder Geraden a entspricht i. A. eine Regelfliche & in C; be- 
riihrt aber a die zy’ in », so zerfiillt diese in 2 Strahlenbiischel, welche 
den Strahl p gemein haben. Denn p vertritt ja die beiden Leitgeraden 
des Systems, welches der Tangentialebene von y? in » entspricht. Die 
beiden Strahlenbiischel mégen die Centren a,, a, und die Ebenen a@,, a, 
haben. Den Ebenen durch a entsprechen dann in K ebenfalls zwei 
Strahlenbiischel mit den resp. Centren a,, a, und den Ebenen a@,, a,. 
Hat man umgekehrt einen Punkt a, und gehért ihm im Complexe C 
die Ebene @, zu, dieser Ebene aber im Complexe K der Punkt a, und 
endlich diesem Punkte in C die Ebene a@,, so hat das Strahlensystem 
A, welches das Strahlenbiischel durch a, in a@, mit g, q, verbindet, mit 
C noch das Strahlenbiischel durch a, in @, gemein, und es entspricht 
ihm eine Gerade a, welche y> in dem Punkte y» beriihrt, der dem 
Strahle p = a, a, entspricht. Analoges gilt in Bezug auf den Complex K. 

Auch jeder Ebene 8, entspricht mit der ihr zugehérigen Ebene £, 
eine Tangente b von y*. Geht 6, durch q,, also auch #6, durch a,, so 
haben a und b den Punkt gemeinsam, welcher dem Strahlenpaar (a, , B,), 
(@,, B,) entspricht. Beschreibt daher a, die Ebene 6,, so beschreibt 
a das Strahlensystem 2. Grades, welches aus den Tangenten von yz? 
besteht, die b treffen. Beschreibt a, eine Gerade g,, so beschreibt a 
eine Regelfliche 2. Grades , und zugleich beschreibt b die andere 
Geradenschaar dieser Fliich., wenn 8, sich um dieselbe Gerade g, 
dreht. Diese Regelfliichen degeneriren in Kegelflichen, wenn g, dem 
Complexe C, in die Tangentenbiischel von Kegelschnitten, wenn g, 
dem Complexe K angehért, und endlich in Strahlenbiischel, wenn g, 
beiden Complexen zugleich angehdrt. 

Zuletzt erwiihnen wir noch, dass man die collineare Beziehung 
zwischen den Ebenen des Raumes und den Complexen durch gq, 9, 
immer so einrichten kann, dass dem Systeme X eine vorgelegte Fliche 
2. Grades y? entspricht, vorausgesetzt, dass letztere im allgemeinen 
Falle nicht degenerirt. Denn entspricht bei irgend einer Beziehung 
dem X eine Fliche y?, so kann man wiederum den Raum so collinear auf 
sich selbst beziehen, dass der Fliiche z? eine vorgelegte Fliiche x? entspricht. 
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§ 5. 
Der Complex C sei ein specieller. 


Ist der Complex C ein specieller mit der Directrix d, so besteht 
K aus allen Geraden, welche der Geraden d in Bezug auf die Complexe 
S durch q, g, conjugirt sind, d gehdrt also auch selbst dem Complexe 
K an, und es besteht daher X aus Strahlenbiischeln, deren Centren 
auf d liegen und deren Ebenen durch d gehen. Die Filiche y? ist 
desshalb eine Kegelfliiche mit dem Centrum in dem Punkte ), welcher 
der Directrix d entspricht. Jeder Ebene o entspricht jetzt ausser d 
nur ein Strahl s von K. Ausgenommen sind nur die Tangentialebenen 
von z?, deren jeder ein Strahlenbiischel von X entspricht. Denn da 
nun r, mit d zusammenfillt, so enthalt jede Regelfliiche durch 1,, r, 
und einen d schneidenden Strahl s von K das ganze Strahlen- 
biischel (d, s). 


§ 6. 
Der Complex K sei ein specieller*), 


Ist der Complex K ein specieller mit der Directrix e, so fallt 
etwa g, mit e zusammen, und es entspricht jedem Punkte » ausser e 
nur ein Strahl p; denn e ist nun ein Strahl von C. Das Strahlen- 
system X besteht wieder aus Strahlenbiischeln, deren Centren auf ¢ 
liegen und deren Ebenen durch e gehen. Die Flache y? degenerirt 
daher in einen Kegelschnitt k?, welcher in der Ebene « liegt, die dem 
Strahle e entspricht, insofern er K angehért. Jedem Punkte dieses 
Kegelschnittes k? entsprechen die Strahlen eines der Strahlenbiischel 
von X; jedem Punkte von ¢ immer derselbe Strahl e. Den Geraden 
a durch die Punkte » von k? entsprechen Punkte a in der Ebene des 
» entsprechenden Strahlenbiischels und Ebenen « durch das Centrum 
desselben. 


§ 7. 
Beide Complexe C und K seien specielle. 


Ist auch C ein specieller Complex mit der Directrix d, so haben 
d und e einen Punkt ¢ gemein und liegen in einer Ebene y. X be- 
steht daher erstens aus den Strahlen, die durch ¢ gehen, und dann 
aus denen, die in y liegen. Die Fliiche y? degenerirt daher in zwei 
Gerade ¢ und g, die in « liegen und sich in } schneiden. Die Strahlen 
durch ¢ entsprechen den Punkten von c, und den Punkten von g die 
Strahlen in y, sodass jedem Punkte von c die Strahlen eines Biischels 


*) Vergl. Anm. *) auf pag, 435. 


438 F. Scuur. 


mit dem Centrum ¢ und der Ebene durch e entsprechen, und jedem 
Punkte von g die Strahlen eines Biischels mit dem Centrum auf e und 
der Ebene y; dies gilt in Bezug auf C. In K entsprechen jeder Ebene 
durch ¢ die Strahlen eines Biischels mit dem Centrum ¢ und der Ebene 
durch d, jeder Ebene durch g die Strahlen eines Biischels mit dem 
Centrum auf d und der Ebene g. Sonst entspricht jedem Punkte y» 
in C ausser e nur ein Strahl p, und jeder Ebene 6 in K ausser d nur 
ein Strahl s. Ferner entspricht jedem Punkte « ein Strahl a durch c 
und jeder Ebene # ein Strahl 6 durch g. Nur jedem Punkte von d 
entsprechen die Geraden eines Biischels mit dem Centrum > und der 
Ebene durch g, und jedem Punkte von e die Geraden eines Biischels 
mit dem Centrum auf ¢ und der Ebene «. Analoges gilt in Beziehung 
auf die Ebenen durch d und e, sodass die Bezichung in diesem Falle 
eine vollkommen wechselseitige wird. 


§ 8. 
Die Strahlensysteme, welche den Flachen des Raumes in C entsprechen. 
Thre Brennflachen. 


Beschreibt der Punkt » eine Fliiche g" ». Ordnung, so beschreiben 
die entsprechenden Regelfliichen $$ durch qg,, q, einen Complex J 
nm. Grades, welcher mit C ein Strahlensystem n. Grades ©" gemein 
hat. Jedem Punkte » von g* entsprechen also 2 Strahlen p, p, von 
©" und ebenso jedem zu » benachbarten Punkte y’ zwei Strahlen p,’, p,’, 
von denen der eine p,’ unendlich nahe an p,, der andere p,’ an p, 
liegt. Sollen nun p, und p, und also auch p, und p,’ sich schneiden, 
so muss die Regelfliiche 2%, welche der Tangente a = yy entspricht, 
in 2 Strahlenbiischel zerfallen, d. h. @ muss auch Tangente von ,? 
sein. Die Punkte a,, a, und die Ebenen @,, a, heissen die Brenn- 
punkte*) und Brennebenen von p,, p, resp. Ausser a geht von p aus 
nur noch eine Tangente a’ an y*, welche zugleich g* in » beriihrt. 
Daher besitzt jeder Strahl p, von ©" zwei Brennpunkte a,, a,’ und 
zwei zugehérige Brennebenen a, , a,'; in diesen Punkten wird also p, 
von benachbarten Strahlen des Systems geschnitten, die ihrerseits in 
den Ebenen @,, @,’ liegen. Der Ort der Punkte a, heisst nun die 
Brennfliche von *; sie entspricht dem Systeme der gemeinsamen 
Tangenten von y? mit gm" und ist daher von der 2”(n— 1)ten Ord- 
nung. Denn jede Regelfliiche G, welche irgend einer Geraden g in 
dem Tangentialcomplexe von 7? entspricht, hat mit dem Tangential- 
complexe von g* 2” (nm —1) Strahlen gemein. Die Kegelfliche aber, 


*) Kummer, Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme. Crelle’s 
Journal f. r, u. a, M. Bd. 57. S. 189. 
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welche p, entspricht, hat ausser @ und a’ mit- diesem Tangential- 
complexe nur noch 2” (nm — 1) — 4 Strahlen gemein, also berihrt p, 
die Brennfliche y?"“—» in a, und a,. Nun entspricht ferner den 
Tangentialebenen 6 von g" in K ein Strahlensystem, das ebenfalls 
y®”("—1) zur Brennfliiche hat; also beriihrt auch jeder Strahl s desselben 
die y?"(— in seinen Brennpunkten. Beriihrt nun 6 die g* in y, so 
schneidet s, und s, das Paar p,, p,. Da nun a@ auch in o liegt, so 
liegt a, auf s, oder s,, wir nehmen an, auf s,; dann schneidet s, den 
P» in dy, ferner s, den p, in a, und p, in a,. Ebenso muss auch a, 
durch s, oder s, gehen; ginge sie durch s,, so wire s, ein Strahl von 
X. Daher geht a, durch s,, @,’ durch s,,@, durch s, und @,’ durch 
Ss, Also beriihren «,, a, a’, a@,' die y?™™—) in resp.: a4’, dy) A, My 
Es beriihrt daher jede Brennebene in dem andern Brennpunkte des 
ihr zugehérigen Strahles. Da also y?"“- von allen Brennébenen 
beriihrt wird, so ist sie auch 2 (n —1)ter Classe. 

Ist eine Tangente a von x? ganz in g” enthalten, so entsprechen 
ihr zwei 2 » (n — 1)-fache Punkte von y?"—» mit Osculationskegeln 
2 (nm — 1)ter Ordnung und n. Classe, und die a entsprechenden Ebenen 
beriihren y?"(“—) liings je einer Curve », Ordnung und 2(n— 1)ter 
Classe, schneiden sie also noch in einer Curve 2» (n—2)ter Ordnung. 
Das Strahlensystem ©" enthilt dann die Strahlenbiischel durch a, in a, 
und durch a, in @,; soleche Punkte und Ebenen heissen singulire Punkte 
und Ebenen des Strahlensystems. 

Diese Strahlensysteme n-ter Ordnung sind jedoch nicht die all- 
gemeinsten in C enthaltenen; sie besitzen nimlich die Eigenthiimlich- 
keit, in Bezug auf K sich selbst conjugirt zu sein. Einem allgemeinen 
Strahlensysteme n. Grades ,", sowie dem ihm in Bezug auf K con- 
jugirten ," entspricht vielmehr, wie hier nicht niher ausgefiihrt 
werden mag, eine Fliche 2m. Ordnung, welche die Schnittcurve einer 
Fliche n. Ordnung mit einer Fliche (n— 1)ter Ordnung zur Doppel- 
curve hat und die x? lings einer Curve 2. Ordnung beriihrt. Daraus 
folgt , dass nur noch fiir allgemeine Strahlensysteme 1. und 2, Grades 
der Complex K so gewihlt werden kann, dass ihnen Ebenen resp. 
Flichen 2. Grades entsprechen. Die in diesen Strahlensystemen ent- 
haltenen Regelflichen 2. Grades fiihren in der That immer zu solchen 
Complexen K. 
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Zweites Capitel. 


Die Strahlensysteme zweiten Grades. 


§ 1. 
Die in dem Strahlensysteme 2. Grades enthaltenen Regelflichen 
2. Grades. 


Das allgemeine Strahlensystem 2. Grades in C entspricht also 
einer Fliiche 2. Grades g*. Diese enthilt 2 Schaaren von geraden 
Linien, denen in ©? 2 Schaaren von Regelflichen entsprechen. (Unter 
Regelflichen schlechthin werden wir im Folgenden immer die 2. Grades 
verstehen.) Zwei Regelfliichen derselben Schaar haben keine Strahlen 
gemein, dagegen hat jede Regelfliiche der einen Schaar mit jeder der 
andern Schaar ein Strahlenpaar gemein, oder zwei solche Regelflichen 
liegen in demselben Strahlensysteme 1. Grades. Man kann sich daher 
®? durch zwei projectivische Biischel von Strahlensystemen 1. Grades 
erzeugt denken. Die Regelflichen, welche alle Strahlensysteme je 
eines Biischels gemein haben, gehéren dann der einen Schaar an und 
diejenigen, welche je zwei entsprechende Strahlensysteme gemein 
haben, der andern Schaar. 

Nun entsprechen aber auch denjenigen Kegelschnitten von ?, 
welche zy? doppelt beriihren, Regelflichen von ®?. Die Ebenen, welche 
solche Kegelschnitte enthalten, sind bekanntlich die Tangentialebenen 
der 4 Kegel 2. Grades, welche in dem durch g? und y? bestimmten 
Biischel vorkommen. In Bezug auf diese Tangentialebenen gilt nun 
folgender Satz: 

»4wei ‘Tangentialebenen desselben Kegels schneiden g? in Kegel- 
schnitten, durch welche eine x? liings eines Kegelschnittes beriihrende 
Fliiche 2. Grades geht; und umgekehrt geht durch die Kegelschnitte, 
die zwei solche Tangentialebenen mit gm? gemein haben, eine x? lings 
eines Kegelschnittes beriihrende Fiche 2. Grades, so gehéren die 
Tangentialebenen zu demselben Kegel.“ 

Daraus ergiebt sich nun leicht, dass die Regelfliichen, die den zu 
einem Kegel gehérigen Kegelschnitten entsprechen, zwei analoge 
Schaaren bilden, wie die eben beschriebenen. Zwei solchen Kegel- 
schnitten r? und s* entsprechen nimlich 4 Regelfliichen t,, 2%, und 
S,, S., wo R, mit R, und S, mit S, in je einem Strahlensysteme 
1. Grades liegt. Durch r? und s? geht aber eine yz? lings eines Kegel- 
schnittes beriihrende Fliiche 2. Grades, welchen in C zwei Strahlen- 
systeme 1. Grades ¥Y, und ¥, entsprechen. Nehmen wir nun an, dass 
¥, durch R, und S, geht, so geht ¥, durch R, und ©,. Diese Regel- 
flichen erhilt man also aus einer gerade so wie oben dadurch, dass 
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man durch §, etwa ein Strahlensystem 1. Grades Y, legt, welches 
mit ©? eine zweite Regelfliche ©, gemein hat, durch diese wieder 
ein Strahlensystem 1. Grades u. s. f. Und aus dem zweiten Theile 
des erwihnten Satzes erkennt man auch, dass allen so erhaltenen 
Regelflichen Kegelschnitte entsprechen, die zu demselben Kegel ge- 
héren. Die Geraden der drei Regelfliichen %,, S,, R,, die nicht C 
angehéren, bestimmen einen linearen Complex, in Bezug auf welchen 
©? ebenfalls sich selbst conjugirt ist. Wird daher die Beziehung 
zwischen den Strahlen von C und den Punkten des Raumes so ein- 
gerichtet, dass K mit diesem Complex zusammenfiillt, so entspricht 
©? ebenfalls einer Fliche 2. Grades, deren Geraden nun die aus 
abgeleiteten Regelfliichen entsprechen. 

,Jedes Strahlensystem 2, Grades enthilt also 5 Paare von Regel- 
flichenschaaren. Kine Regelfliiche irgend einer Schaar hat mit keiner 
Regelfliche derselben Schaar einen Strahl gemeinsam, dagegen zwei 
mit jeder Regelfliche der Schaar, die mit ihr ein Paar bildet, und 
einen Strahl mit jeder andern Regelfliche.“ 


§ 2. 
Die Polareigenschaften der Strahlensysteme 2. Grades. 


Jedem Punkte » entspricht eine Polarebene o in Bezug auf ?; 
entspricht dann » in C das Strahlenpaar p, p, und o das System &, 
so wollen wir X ein Polarsystem von p, p, in Bezug auf ©? nennen. 
Offenbar kann man dasselbe auch folgendermaassen definiren: Man 
lege durch p, und eine Regelfliche St von ©?, welche einer Geraden 
von g, entspricht, ein Strahlensystem 1. Grades P, das mit ®* noch 
eine zweite Regelfliche © gemein hat. Jt und © bestimmen dann ein 
Biischel, von dem auch eine Fliche T durch p, geht, und in ihm be- 
stimme man die Fliche, welche von & durch St und © harmonisch 
getrennt ist; dann wird, wenn i ihre Schaar beschreibt, diese Fliche 
das Polarsystem £ von p, beschreiben. — Durch jeden Punkt a, von 
p, geht ein Strahl des Systems £, und man erkennt leicht, dass der- 
selbe von p, harmonisch getrennt ist durch das Strahlenpaar von ? 
durch a,. Den 5 Paaren von Regelfliichenschaaren von ? entsprechend 
gehéren nun zu jedem Strahle p, von C 5 Polarsysteme; sie miissen 
aber hiernach die von den p, treffenden Strahlen gebildete Regelfliche 
alle gemein haben. 

Bleiben wir bei einem Paare von Regelflichenschaaren stehen, so 
ist weiter ersichtlich, dass, wenn p, das Strahlenbiischel ym a, be- 
schreibt, das Polarsystem £ ein dazu projectivisches Biischel durch 
eine Regelfliche %, beschreibt, welche wir die Polarfliche von a, 
nennen wollen. — Geht das Polarsystem £ von p, durch einen Strahl 
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q,, 80 geht umgekehrt das Polarsystem von g, durch p,. — Geht ferner 
die Polarfliiche &, von a, durch b,, so geht die Polarfliiche B, von b, 
durch a,. Denn ist q, der in A, liegende Strahl durch b,, so enthilt 
das Polarsystem von g, das Strahlenbiischel durch a,, dieses also einen 
Strahl von $,. — Geht ferner die Polarfliiche von a, durch aq, selbst, 
so ist a, ein Punkt der Brennfliche von ©. Denn die den Strahlen 
von a, entsprechenden Polarsysteme schicken dann durch a, immer 
denselben in %, liegenden Strahl, also fallen die beiden durch a, 
gehenden Strahlen von ®* zusammen. Umgekehrt entspricht auch 
jedem Punkte der Brennfliiche eine durch ihn gehende Polarfliche. 


§ 3. 
Die singuliren Punkte und Ebenen*). 


Von den Geraden der beiden Schaaren auf gq? beriihren je 4 die 
Fliche y?. Diesen 8 Geraden entsprechen 8 Paare von singuliren 
Punkten und Ebenen des Strahlensystems *; auch sind dies alle 
singuliren Puonkte und Ebenen von %?. Offenbar gehen die Regel- 
flichen , welche den Geraden der einen Schaar von g? entsprechen, 
durch die 8 singuliren Punkte, welche den 4 yz? bertihrenden Geraden 
der andern Schaar entsprechen, und beriihren die diesen Punkten zu- 
gehorigen singuliiren Ebenen. Da nun jedes Paar singuliirer Ebenen 
ebenfalls eine solche Regelfliiche ist, so geht es ausser durch die beiden 
ihm zugehérigen singuliiren Punkte noch durch 8 andere, jede singu- 
lire Ebene also im Ganzen durch 6 singuliire Punkte, und reciprok 
gehen auch durch jeden singuliiren Punkt 6 singuliire Ebenen. Die 
16 singuliren Punkte theilen sich also in zwei Gruppen zu je 8; von 
den 6 singuliiren Punkten, die in einer singuliren Ebene a, liegen, 
gehéren zwei a, und a, der einen Gruppe an und die andern vier der 
andern. Wird daher die Beziehung zwischen den Strahlen von C und 
den Punkten des Raumes so eingerichtet, dass K mit irgend einem 
der vier andern Complexe zusammenfillt, in Bezug auf welche ? sich 
selbst conjugirt ist, so gehért a, mit einem dieser vier andern Punkte 
zu einer Gruppe und a, mit den drei tibrigen zur andern. Die 16 
singuliren Punkte von ©? theilen sich also auf fiinffache Weise in 
zwei Gruppen zu je acht derart, dass die Regelflichen einer Schaar 
durch 8 Punkte einer Gruppe gehen und die Regelflichen der Schaar, 
welche mit der ersten ein Paar bildet, dann durch die iibrigen 8 Punkte 
gehen. Von den 6 singuliiren Punkten, die in einer singuliiren Ebene 


*) Kummer, Monatsber. der K. Ak, d. W. zu Berlin. 1864. S, 246; und: 
Ueber die algebraischen Strahlensysteme. Abh. d, K. Ak. d. W. zu Berlin. 1866. 
8. 65 ff, 











TRH => TH D> D> 


—" 


~~ APF 


ue = “nom Qian 

































Strahlencomplexe 1. und 2. Grades. 443 


a, liegen, gehéren so 5 successive mit dem Punkte a, einer Gruppe 
an. Das Strahlenbischel in a, durch a, bestimmt also mit den 5 
Strahlenbiischeln durch die iibrigen 5 in a, gelegenen Punkte 5 Regel- 
flichen, von denen aus man alle Regelfliichen von ©? mit Hiilfe von 
Strahlensystemen 1, Grades construiren kann. Fiir die singuliren 
Ebenen gelten die reciproken Siitze. 


§ 4. 
Die Brennfliche des Strahlensystems. 


Die Brennfliiche von ? entspricht also den gemeinsamen Tan- 
genten von g? und yz’. Sie ist daher eine Fliche y* 4, Ordnung und 
4, Classe; die 16 singuliren Punkte von ? sind conische Knotenpunkte 
derselben und jede der 16 singuliren Ebenen beriihrt sie lings eines 
Kegelschnittes. Ihre Vertheilung ist im vorigen Paragraphen erértert 
worden; es bleibt nur noch zu erwiihnen, dass die 6 singuliiren Punkte 
in einer singuliren Ebene auf einem Kegelschnitt liegen und die 6 
singuliiren Ebenen durch einen singuliren Punkt einen Kegel 2. Grades 
beriihren. 

Die Fliche y' ist aber auch Brennfliche des Strahlensystems 2. 
Grades in K, welches den Tangentialebenen von g? entspricht. Dasselbe 
besteht aus den nicht in C liegenden Geraden der Regelfliichen, welche 
den Geraden von g* entsprechen. Da nun ©? auf fiinffache Weise 
auf eine Fliche 2. Grades abgebildet werden kann, so ist ~* im Ganzen 
Brennfliiche von 6 Strahlensystemen 2. Grades. Wie die iibrigen 5 
Strahlensysteme aus * entstehen, so miissen itiberhaupt je 5 aus dem 
) sechsten entstehen. Denn die 5 Strahlensysteme, die aus jedem der- 
; selben entstehen, miissen mit den 5 iibrigen identisch sein, weil die 
12 Strahlen derselben, die in irgend einer Ebene « liegen, und die 
| 16 Geraden, in denen « die singuliiren Ebenen schneidet, gerade die 
28 Doppeltangenten von w~* ausmachen, die in «@ liegen. 

Jedoch liisst sich dasselbe auch direct beweisen. Sei naimlich Y? 
das Strahlensystem 2. Grades in K, welches den Tangentialebenen von 


gy entspricht, so giebt es in Y? ausser den Regelfliichen, die den 
Geraden von gq? entsprechen, noch vier Paare von Schaaren, welche 
, den Tangentialkegeln von g? entsprechen, die x? doppelt beriihren. 


Die Spitzen dieser Kegel liegen in den vier Ebenen des sich selbst 
conjugirten Tetraeders des Biischels (g*, x”). 9t, sei nun eine Regel- 
] fliche, welche einem Kegelschnitt r? von gy? entspricht, der y? doppelt 
beriihrt, und g, eine nicht in C liegende Gerade derselben. Dieser 
entspricht eine Regelfliche @, welche durch 1+? geht und ,? lings 
: eines Kegelschnittes beriihrt; sie schneidet ferner g? in einem 2. Kegel- 
schnitt s*, der auch x? doppelt beriihrt, und dessen Ebene mit der von 
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r*? durch denselben Eckpunkt des sich selbst conjugirten Tetraeders 
geht (vergl. den Satz auf 8. 440). Es entspricht dem s* eine ebenfalls 
g, enthaltende Regelfliche ©,, die mit , demselben Paare angehdrt. 
Da nun & von g* in zwei Kegelschnitten geschnitten wird, so hat 
sie mit ihr auch zwei Tangentialkegel 2. Grades gemein. Nun beriihrt 
jeder derselben die zy? doppelt, da die Keyelschnitte, lings deren sie 
 beriihren, die y? doppelt beriihren; also entsprechen ihnen in ? 
zwei Regelfliichen, welche g, enthalten. Die Spitzen dieser Kegel liegen 
in der dem oben erwihnten Eckpunkte gegeniiberliegenden Ebene des 
sich selbst conjugirten Tetraeders. Wir sehen daher, dass jedes 
Strahlensystem 2. Grades, das aus einem der 4 Paare von Regelflichen- 
schaaren von ©? sich ergiebt, identisch ist mit einem der aus ? sich 
ergebenden. 

Sind a und a’ zwei in g* enthaltene und z° beriihrende gerade 
Linien, die verschiedenen Schaaren angehéren, so bilden die ihnen 
entsprechenden singuliren Punkte a,, a,, a;, a, ein Tetraeder, dessen 
Seitenflichen a,, a, @,', a,’ alle singuliren Punkte von ? enthalten; 
die Ebene «, enthalt z. B. die Punkte a,, a,, a,° und die drei singuliren 
Punkte, welche den andern drei @ schneidenden und ,? beriihrenden 
Geraden von g? entsprechen. Betrachten wir nun das Strahlensystem, 
in welchem der Ebene a, der Punkt a, zugehért, so gehdren den resp. 
Ebenen a@,, «,', a,’ die Punkte a,, a,’, a, zu; in dem Strahlensysteme 
ferner, in welchem der Ebene a@, der Punkt a,’ zugehért, gehdren den 
resp. Ebenen a@,, @,’, a,’ die Punkte a,’, a,, a, zu. Nehmen wir daher 
ein Strahlensystem, in welchem der Ebene a, keiner der in ibr liegen- 
den Eckpunkte des Tetraeders entspricht, so gilt dasselbe von den 3 
andern Seitenfliichen desselben. Daraus folgt, dass jeder Reye’sche 
Complex, welcher a,4,0,'a,’ als Fundamentaltetraeder hat, mit diesem 
Strahlensysteme 8 ebene Strahlenbiischel gemein hat. Ein zu diesem 
Tetraeder gehériger Rey e’scher Complex also, welcher noch einen an- 
dern Strah] dieses Systems enthilt, enthilt alle Strahlen dieses Systems. 
Da nun jede singulire Ebene eines Strahlensystems 2. Grades mit dem 
- ihr zugehérigen singuliren Punkte zu 10 solchen Tetraedern Veran- 
lassung giebt, so erhalten wir den Satz*): 

»Durch jedes Strahlensystem 2. Grades gehen 40 Reye’sche 
Complexe.“ 


*) Caporali, Sui complessi e sulle congruenze di 2° grado. Reale Accademia 
dei Lincei (1877—78). 








,  —. 


— 


"oe — MD 


-_~ ina Ape Bes Loe. 2 fe Fr Me her lhl Cl tC 









*Strahlencomplexe 1, und 2. Grades. 


§ 5. 


Die Fliche 4. Ordnung mit einem Doppelkegelschnitt*), 


Aus dem Bisherigen ergeben sich die Eigenschaften der Fliche 
gy' mit einem Doppelkegelschnitt leicht. Wird nimlich der Complex 
C so auf den Raum bezogen, dass K ein speciel!er Complex ist und 
k? der Doppelkegelschnitt von g* (vergl. 1. Capitel, § 6.), so ent- 
spricht der m‘ ein Strahlensystem 2. Grades ®?. Den Strahlensystemen 
1, Grades durch e und den Regelflichen von ©? entsprechen die Tan- 
gentialebenen von 5 Kegeln 2. Grades, die @‘ doppelt beriihren; die 
Tangentialebenen schneiden g‘ in Kegelschnitten. Da * in Bezug 
auf 5 lineare Complexe sich selbst conjugirt ist, so schneiden die Ge- 
raden durch je eine der Kegelspitzen die g* in Punktepaaren einer 
Involution, deren Doppelelemente auf je einer durch A? gehenden 
Fliche 2. Grades liegen; jede dieser Flichen geht also auch durch die 
Curve 4. Ordnung, lings welcher der Kegel durch die zugehdrige 
Spitze die m* beriihrt. Den 16 singuliren Punkten und Ebenen von 
* entsprechen 16 gerade Linien von g‘, deren also jede von 5 andern 
geschnitten wird. Wird C so auf den Raum bezogen, dass e ein Strahl 
von ? ist, so entspricht dem Strahlensysteme ? eine allgemeine 
Flache 3. Ordnung. Daher verhalten sich die 16 Geraden von gp‘ ihrer 
Lage nach so, wie die 16 Geraden einer Fliiche 3. Ordnung, die von 
1 den 27 derselben iibrig bleiben, wenn man eine derselben und die 10, 
welche diese treffen, ausnimmt. Diese letzteren entsprechen nimlich 
den 10 Regelfliichen von ?, die e enthalten. 


} § 6. 


; Die Erzeugung des Strahlensystems 2. Grades durch zwei reciproke 
Biindel von Strahlensystemen 1. Grades. 


In C seien zwei Biindel von Strahlensystemen 1. Grades durch 
resp. p, g und s,¢ gegeben und reciprok auf einander bezogen, sodass 
also jedem Strahlensysteme £ durch p, q eine Regelfliche © durch 
s, ¢ entspricht und umgekehrt; beschreibt £ ein Bischel um eine 
Regelfliiche 9, so beschreibt G ein dazu projectivisches Biischel in 
dem § entsprechenden Strahlensysteme P. Die Strahlenpaare, welche 
jedes £ mit dem ihm entsprechenden © gemein hat, erfiillen ein 
Strahlensystem 2, Grades ©?. Denn bezieht man C so auf den Raun, 
a dass K der specielle Complex mit der Directrix q ist, so entspricht 
dem Biindel durch p, gq ein Ebenenbiindel durch », und dem durch 


*) Kummer, Ueber die Flichen 4. Grades, auf welchen Schaaren von 
Kegelschnitten liegen. Crelle’s Journal f. r, u, a. M. Bd. 64. 8. 66. 
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s, ¢ ein Flichenbiindel 2. Grades durch k? und j, t. Diese beiden 
reciproken Biindel erzeugen daher eine Flaiche 3. Grades, der, wie wir 
eben gesehen, ein Strahlensystem 2. Grades ©? entspricht. Weiter 
sieht man aber, dass dasselbe Strahlensystem noch auf unendlich viel- 
fache Weise durch zwei reciproke Biindel von Strahlensystemen 1. Grades 
erzeugt werden kann. Seien nimlich », j irgend zwei Punkte auf g' 
und «, 6 irgend zwei Ebenen durch »j, so schneiden diese g* in 2 
Curven 3. Ordnung a’, b°, und in ihnen liegen zwei Punkte a resp. b, 
in denen sich alle Kegelschnitte schneiden, die durch j, die Schnitt- 
punkte von « resp. 6 mit k* und die Punktepaare gehen, in denen die 
Geraden durch » in @ resp. 6 die q* noch schneiden. Wiahlt man 
dann t auf der Schnittcurve von q* mit der Fliche 2. Grades #? durch 
k?, a, 6, j und den 3, Schnittpunkt von »j mit g*, so bilden die 
Flichen 2. Grades durch k*, j, t und die Punktepaare, in denen die 
Strahlen des Biindels durch » die q* noch treffen, ein zu diesem Biindel 
reciprokes Flichenbiindel 2. Grades, das mit ihm die g* erzeugt. 
Denn bezieht man die Biindel so reciprok auf einander, dass den 
Strahlen in « und B die eben beschriebenen Fliichen 2. Grades durch 
k?,j, t entsprechen, womit die Beziehung gerade fixirt ist, so erzeugen 
diese eine Fliiche 3. Ordnung, welche mit g* die a’, b*, k?, die Gerade, 
welche die Ebene von k? noch mit m* gemein hat, und den Punkt t 
gemein hat, also mit q* identisch ist. Da y? die * in j beriihrt, so 
erhalten wir folgendes Resultat : 

,», Von den Grundstrahlen zweier reciproken, ein gegebenes Strahlen- 
system 2. Grades ®? erzeugenden Biindel von Strahlensystemen 1. Grades 
kann man ein Paar p, q beliebig annehmen, ebenso noch den einen 
Strahl s des andern Paares; der andere ¢ muss aber dann in dem 
Strahlensysteme 1. Grades liegen, das mit ©? eine Fliiche mit einem 
Doppelstrahl s gemein hat und durch den Strahl geht, den die Regel- 
fliche durch p, q, s noch mit ©? gemein hat “ 


§ 7. 
Die speciellen Arten der Strahlensysteme 2. Grades*). 


Ist der Complex K nun wieder ein allgemeiner, so entspricht 
einer Flache 2. Ordnung g? ein allgemeines Strahlensystem 2. Grades 
®*.. Geben wir daher der g* alle méglichen speciellen Lagen zu 7?, 
so werden wir alle in einem allgemeinen linearen Complexe C ent- 
haltenen Strahlensysteme 2. Grades erhalten, die noch in Bezug auf 
einen allgemeinen linearen Complex sich selbst conjugirt sind. Wir 
wollen dies im Einzelnen durchfiihren. 


*) Weiler, Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades. 
Math, Annalen von Clebsch und Neumann, Bad. VII. S. 145. 
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1. g? bertihre die y? in einem Punkte ». Dann ist der ent- 
sprechende Strahl p ein Doppelstrah] von ©. Denn jede Ebene durch 
p, die ja einer Tangente von » an x? entspricht, hat mit ©? nur diesen 
Strahl p gemein; ausgenommen sind nur die 4 Ebenen und Punkte, 
welche den beiden Geraden von g? durch » entsprechen, diese enthalten 
Strahlenbiischel von ®*. Der Strahl p enthilt also 4 singulire Punkte 
von ©? und ist daher eine Doppelgerade von wy‘. Die Tangentialebenen 
des Kegels 2. Grades, welcher die Schnitteurve von g? mit y? von » 
aus projicirt, schneiden gq? in Kegelschnitten, denen in ©? ein Paar 
von Regelflichenschaaren entspricht, die alle p enthalten. An diesen 
Kegel gehen von jeder der beiden in g* enthaltenen Geraden durch » 
2 Tangentialebenen, welche also aus g? noch die 4 ,? bertihrenden 
Geraden ausschneiden. Daher hat *? nur noch 8 singuliire Punkte. 
Diese liegen zu je zweien in einer der 4 singuliiren Ebenen durch p, 
und ihre Ebenen gehen zu je zweien durch die entsprechenden 4 
singuléren Punkte auf p. Dem erwiihnten Paare von Regelflichen- 
schaaren entspricht offenbar ein specieller Complex und in ihm ein 
Strahlensystem 2. Grades, das aus den p treffenden und y* beriihren- 
den Geraden besteht. Ausser diesem Paar von Regelfliichenschaaren 
enthilt ©? nur noch drei. Das eine entspricht den Geradenschaaren 
von g’, die beiden andern den Kegelschnitten, die aus g* von den 
Tangentialebenen der beiden die Schnittcurve von g? mit y? projiciren- 
den Kegel 2. Grades ausgeschnitten werden. * enthilt also jetzt nur 
4 Paare von Regelfliichenschaaren, also ist ~* Brennfliiche von nur 5 
Strahlensystemen 2. Grades, unter denen eines ein specielles ist. Fallt 
K mit dem Complexe zusammen, dem dieses angehért, so entspricht 
dem ©? eine allgemein zu k? liegende Fliche 2. Grades, deren Geraden 
jetzt die durch p gehenden Regefliichen entsprechen; die drei andern 
Paare entsprechen den Kegelschnitten, die aus g? von den Ebenen 
ausgeschnitten werden, die durch je zwei gegenitiberliegende Seiten des 
von k? und gq? bestimmten Vierecks gehen. Vertauschen andrerseits 
C und K ihre Rollen, so entspricht dem speciellen Strahlensysteme 
eine allgemein zu dem Kegel y? gelegene Fliiche 2. Grades*). 


2. Beriihrt ferner gm? die y? in zwei Punkten » und q, so sind p 
und g Doppelstrahlen von ®?, Hat nun zuniichst my? mit x? eine Gerade 
und eine Raumcurve 3. Ordnung c* gemein, so schneiden sich p und q; 
die Ebene (p, q) ist singuliir, ebenso der Schnittpunkt von p mit q. 
Ausserdem liegen sowohl auf p als auf q noch je zwei singulire Punkte, 
welche den auf g? enthaltenen Geraden entsprechen, die ausser ) q 
noch durch » und q gehen. Die Tangentialebenen des c* von y resp. 


*) Kummer, Ueber die algebraischen Strahlensysteme S. 70, 71. 
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q aus projicirenden Kegels 2. Grades schneiden g? in Kegelschnitten, 
denen ein Paar von Regelflichenschaaren entspricht, die p resp. q 
enthalten. Auf g? giebt es nur noch 2 zu derselben Schaar wie p q 
gehdrende und ,° beriihrende gerade Linien m und n, denen 4 singu- 
lire Punkte m,, n,, m,, n, entsprechen. Liegen nun m,, 1, also auch 
m,, N, in je einer singuliren Ebene durch p, so liegen m,, n, und 
m,, 1, in je einer singuliren Ebene durch g; ebenso schneiden sich 
“,, ¥, und «,, v, in singuliren Punkten auf p und wy, 3 Uo, 
auf qg. Den beiden erwihnten Paaren von Regelfliichenschaaren ent- 
sprechen zwei specielle Complexe P und @Q und in ihnen Strahlen- 
systeme 2. Grades, welche aus den Strahlen bestehen, die p resp. q 
treffen und wa‘ beriihren. Ausserdem besitzt ©? nur noch das Paar 
von Regelflicienschaaren, das den Geraden von g? entspricht. *-ist 
also eigentliche Brennfliche von nur 2 Strahlensystemen 2. Grades. 
Fallt K mit P oder Q zusammen, so entspricht dem Systeme ? eine 
Flaiche 2. Ordnung, welche k? beriihrt. Fallt P mit C zusammen und 
Q mit K, so entspricht dem Strahlensysteme 2. Grades in P eine all- 
gemein zu den Geraden c, g gelegene Fliche 2. Grades (vergl. Cap. 1, 
§ 7.). Dasselbe hat also zwei singuliire Punkte in p, deren Ebenen 
mit (p, q) zusammenfallen und zwei singulire Ebenen durch p, deren 
Punkte mit |p, q| zusammenfallen. Ausserdem besitzt es 4 singulire 
Punkte, deren Ebenen zu zweien zusammenfallen und durch g gehen, 
und 4 singuliire Ebenen, deren Punkte zu zweien zusammenfallen und 
in q liegen. 

3. Die Fliche g? mége x? wieder in zwei Punkten » und q be- 
rihren, aber jetzt in zwei Kegelschnitten schneiden. Dann schneiden 
sich die beiden Doppelstrahlen p und g von ©? nicht. Den 2 in g? 
enthaltenen Geraden durch y resp. q entsprechen je 4 singuliire Punkte 
und Ebenen auf p resp. g und durch p resp. g, und zwar schneiden 
die 4 singuliren Ebenen durch p resp. g den Strahl q resp. p in seinen 
4 singuliren Punkten. Die Brennfliche yw‘ ist jetzt eine Regelfliiche 
4. Grades. Den Kegelschnitten auf g? durch » und q entspricht ein 
Paar von Regelfliichenschaaren, welche alle p und q enthalten. Diesem 
Paare entspricht das doppelt zu zihlende Strahlensystem 1. Grades, 
dessen Leitgeraden p, q sind. Ausserdem enthilt ©? noch 3 Paare 
von Regelfliichenschaaren, von denen eins den Geraden von g? ent- 
spricht und die beiden andern den Kegelschnitten, welche von den 
Tangentialebenen der beiden Kegel 2. Grades aus gy? ausgeschnitten 
werden, welche die beiden g? und xy? gemeinsamen Kegelschnitte 
projiciren. Daher ist ~* Brennfliiche von 4 Strahlensystemen 2. Grades. 
Ist K so gewihlt, dass g, und gq, mit p und q auf derselben Regel- 
fliiche liegen (vergl. Cap. 1, § 2.), so entspricht dem Strahlensysteme 
© ein allgemein zu zy? gelegener Kegel 2. Grades. — Ist K ein specieller 
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Complex mit der Directrix p oder qg, so entspricht dem 9? ebenfalls 
ein allgemein zu k? gelegener Kegel 2. Grades*). 

4. Beriihrt gp? die 7? in drei Punkten », q, t, schneiden sich also ? 
und x? in einem Kegelschnitt und zwei Geraden pt und qt, so sind 
Pp, 7, ¢ Doppelstrahlen von ?, die Ebenen (p, ¢) und (q, ¢) singulire 
Ebenen. Der in g? enthaltenen Geraden durch » resp. q entsprechen 
zwei singulire Punkte und Ebenen in p resp. q und durch p resp. g; 
und zwar gehen die singuliren Ebenen von p resp. g durch die singu- 
liren Punkte von gq resp. p. Die Brennfliche yw‘ ist jetzt auch eine 
Regelflache 4. Grades. Den Kegelschnitten von gy? durch » und q 
entspricht ein Paar von Regelflichenschaaren, die alle p und q ent- 
halten. Ausserdem enthilt ©? noch zwei Paare von Regelfliichenschaaren. 
Das eine entspricht den Kegelschnitten von g*, welche in den Tan- 
gentialebenen des Kegels 2. Grades liegen, der von t aus den g? und 
q’ gemeinsamen Kegelschnitt projicirt; diese Regelflichen enthalten alle 
den Strahl ¢. Ihnen entspricht daher ein specieller Complex 7' und in ihm 
ein Strahlensystem 2. Grades, das aus den Strahlen besteht, die ¢ treffen 
und y beriihren. Der Geradenschaar von g? entspricht ein drittes Paar 
von Regelflichenschaaren, so dass y‘ eigentliche Brennfliche von nur 
zwei Strahlensystemen 2. Grades ist. Ist K so gewahlt, dass q,, q, mit 
p und q auf einer Regelfliiche liegen, so entspricht dem @? ein x? in 
einem Punkte beriihrender Kegel 2. Grades. — Fallt 7’ mit K zusam- 
men, so entspricht dem ? eine F'liche 2. Grades, welche k? doppelt 
beriihrt. Fallt K mit dem Complexe P zusammen, dessen Directrix 
p, so entspricht dem ®? ein k? beriihrender Kegel 2. Grades. Fiillt 
endlich C mit 7 und K mit P zusammen, so entspricht dem in T 
enthaltenen Strahlensysteme 2. Grades ein allgemein zu g, c gelegener 
Kegel 2. Grades. 

5. Beriihren sich g* und y? in 4 Punkten }, q, f, t, schneiden 
sich also gm? und y? in 4 Geraden pt, qt, pj, qj, so hat ©? 4 Doppel- 
strahlen p, q, s, ¢, also zerfallt ~' in zwei Regelfliichen 2. Grades 
v,? und y,?. Den Kegelschnitten durch p, q resp. j, t auf g? ent- 
sprechen 2 Paare von Regelfliichenschaaren, welche alle p, q resp. s, ¢ 
enthalten. Den Geraden von g? endlich ein drittes Paar von Regel- 
flichenschaaren, sodass das aus den gemeinschaftlichen Tangenten von 
y,? und y,? bestehende Strahlensystem 4. Grades in zwei Strahlensysteme 
2. Grades zerfallt. Ist nun » ein Punkt von gq? und a, a’ die beiden 
Tangenten von » aus an g? und 72, so sind a,, a, Brennpunkte des 
einen dem Punkte » entsprechenden Strahles 0, und a,, a, die des 
andern 0,. Die Geraden a,a, und a,a,’ gehdren daher dem andern 
der erwihnten Strahlensysteme 2. Grades an, das in K liegt, und es 





*) S. 28. Kummer, Ueber die algebraischen Strahlensysteme. 8. 71. 
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entsprechen desshalb dem Strahle «a zwei Punkte derselben Flaiche »,? 
und dem a’ zwei Punkte der andern Fliiche y,*. Daher zerfallt auch 
das System der gemeinsamen Tangenten von g? und 7? in zwei Strahlen- 
systeme 2. Grades. Offenbar wird y,? von den Ebenen beriihrt, welche 
den Punkten von y,” in Bezug auf C und K conjugirt sind und um- 
gekehrt. Man tiberzeugt sich daher leicht, dass ? das Strahlensystem 
2. Grades ist, das C mit dem Tangentencomplex irgend einer Fliche 
2. Grades gemein hat. — Wird K so gewihlt, dass q,,q, mit p und 
q auf einer Regelfliiche liegt, so entspricht dem * eine yx? doppelt 
berthrende Kegelfliiche 2. Grades. Fiallt K mit P zusammen, so ent- 
spricht * ein k? doppelt beriihrender Kegel 2. Grades. 

Riickt t nach » und q nach j, so degenerirt die eine der Flichen 
wv? in einen Kegelschnitt, welcher in der »j entsprechenden Ebene 
liegt, und die andere in einen Kegel mit der Spitze in dem yj ent- 
sprechenden Punkt. ©? besteht also dann aus den C angehdérenden 
Strahlen, die irgend einen Kegelschnitt treffen. Fallt K mit irgend 
einem der Complexe zusammen, deren Directrix ein in der Ebene des 
Kegelschnitts liegender Strahl von C ist, so entspricht dem ©? ein 
Kegel 2. Grades, dessen Spitze in k* liegt. Zusammenfallen kénnen 
die Flichen y,? und y,? nur, wenn eine ihrer Geradenschaaren dem 
Complexe C angehért; dann zerfallt ©? in zwei Strahlensysteme 
1. Grades, 

Ueberhaupt ergeben sich aus den letzten 4 Arten weitere Unter- 
arten, wenn man von den Doppelstrahlen einige zusammenfallen lisst. 
Da es uns aber nur um die Aufzihlung der wesentlich unterschiedenen 
Arten zu thun ist, so itibergehen wir diese und haben somit nur noch 
diejenigen Strahlensysteme 2. Grades aufzuzihlen, die in Bezug auf 
keinen linearen Complex mehr sich selbst conjugirt sind; wir setzen 
also jetzt C und K als specielle Complexe voraus (vgl. 1. Cap. § 7.). 

6. Beriihrt g? die Gerade c in », so entspricht ihr ein Strahlen- 
system ?, dessen Brennfliiche y* eine Steiner’sche Fliche ist mit 
d,e und einem Strahl p durch ¢ als Doppelgeraden. Die Kegelschnitte 
nimlich von g? durch » und einen der Schnittpunkte von g? mit g 
beriihren in » ein Strahlenbiischel in einer durch c gehenden Ebene z. 
Die diesen Kegelschnitten entsprechenden Regelfliichen miissen daher 
erstens immer einen Strahl p des » in C und zugleich einen Strahl s 
des x in K entsprechenden Strahlenbiischels gemein haben. Da sie 
ausserdem d enthalten miissen, so miissen sie daher alle denselben 
Strahl p durch c enthalten. Daher ist p auch eine Doppelgerade von 
w* und diese eine Steiner’sche Fliche. Sie ist jetzt nicht mehr 
eigentliche Brennfliche eines Strahlensystems 2. Grades. Denn die 4 
Doppeltangenten von w‘, die jede Ebene noch enthalten muss, liegen 
in den 4 singuliiren Ebenen, welche den 4 in g? enthaltenen Geraden 
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9,92 und r,r, entsprechen, die von den beiden Schnittpunkten g und r 
von g mit gm? ausgehen. Diese schneiden sich zunichst zweimal zu je 
zweien auf d, namlich in den Mittelpunkten der g und ry entsprechen- 
den Strahlenbiischel. Ferner muss die g, entsprechende Ebene sich 
mit der r, und die g, entsprechende sich mit der r, entsprechen- 
den auf e schneiden, nimlich in den Centren der Strahlenbiischel, die 
den Ebenen (g,r,) und (g,r,) in K entsprechen. Da endlich den Ge- 
raden p,p, von g? durch » zwei Strahlenbiischel mit den Centren auf p 
entsprechen, so muss die g, entsprechende Ebene sich mit der r, und die 
g. entsprechende sich mit der r, entsprechenden auf p schneiden, sodass 
also jede der 4 singuliren Ebenen von jeder der andern entweder auf 
d, e oder p getroffen wird. wy‘ ist also Brennfliche von drei Strahlen- 
systemen 2. Grades, welche aus den d, e oder p treffenden Strahlen 
bestehen, die w* beriihren. 

7. Man iibersieht sofort, dass man den reciproken Fall erhilt, 
wenn g? die g in einem Punkte q beriihrt, niimlich ein Strahlensystem 
2. Grades, dessen Brennfliiche eine durch d, e und eine Gerade q in 
y gehende Flache 3. Ordnung, die 4 conische Knotenpunkte besitzt. 

8. Beriihrt g* die ¢ in p und die g ing, so wird die Brennfliiche 
eine Regelfliche 3. Ordnung, deren Doppelgerade p ist, von der d und 
e zwei Generatricen und fiir die qg die Gerade ist, in der sich die Ver- 
bindungsebenen je zweier Generatricen schneiden. 

9. Ist gm? ein Kegel mit der Spitze +, so entspricht dieser ein 
neuer Doppelstrahl r, der p schneidet und durch den Schnittpunkt von 
d mit p geht, die Flache 3. Ordnung zerfillt also in eine Ebene durch 
p,7r, @ und eine Fliche 2. Grades y? durch e, p, q, r. * ist jetzt 
das Strahlensystem 2. Grades, das C mit dem Tangentencomplex irgend 
einer Fliche 2. Grades gemein hat. Beschreibt q* ein Biischel durch 
r und die Beriihrungspunkte », 9, so beschreibt y? ein Biischel durch 
P, 4,7, e und degenerirt in die beiden Ebenen (p, e) und (r, g), wenn 
gy? in die doppelt zu zihlende Ebene (p, q, r) degenerirt. Die Brenn- 
fliche ist also ein Tetraeder und als solches Brennfliche von drei 
doppelt zu zahlenden Strahlensystemen 1. Grades, deren eines ®* der 
Ebene (p, q, rt) entspricht. 

Auch hier beschrinken wir uns auf die Aufzihlung dieser vier 
Hauptarten und verlassen hiermit die Strahlensysteme 2. Grades, um 
auf Grund der gewonnenen Resultate die Complexe 2. Grades zu 
untersuchen, 
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Drittes Capitel. 
Die Complexe 2. Grades. 


2 § 1. 
Erzeugung des Complexes 2. Grades. 


Von dem linearen Complexe gingen wir gewissermassen als Grund- 
element aus und hatten daher nicht néthig, seine Erzeugung zu un- 
tersuchen, zumal dieser Complex schon oft geometrisch behandelt 
worden ist*). Anders bei dem Complexe 2. Grades. Bei seiner Un- 
tersuchung ging man bisher immer von seiner Gleichung in Linien- 
coordinaten aus, wir werden aber sehen, dass gerade seine geometrische 
Erzeugung zur Ableitung seiner EKigenschaften auch sehr geeignet ist. 
Hat man zwei Biindel von linearen Complexen, d. h. die simmtlichen 
linearen Complexe , welche eine feste Regelfliiche 2% resp. 8 enthalten, 
so kann man dieselben reciprok, d. h. so auf einander beziehen, dass 
. jedem Complexe A durch % ein Strahlensystem 1. Grades B durch 8 
entspricht und jedem Complexe B durch % ein Strahlensystem 1. Grades 
A durch % derart, dass wenn B ein Biischel durch B durchliiuft, die 
Strahlensysteme A in A ein zu ihm projectivisches Biischel beschreiben. 
Dann hat jeder Complex mit dem ihm entsprechenden Strahlensysteme 
eine Regelfliiche gemein und die Gesammtheit dieser Regelfliichen erfiillt 
einen allgemeinen Complex 2. Grades C?. Dass die beiden Biindel 
wirklich einen Complex 2. Grades erzeugen, ist leicht zu beweisen 
(vergl. Cap. 2, § 6.), ungleich schwieriger, dass jeder Complex zweiten 
Grades sich durch zwei reciproke Biindel von linearen Complexen 
erzeugen lisst. 

Um dies zu beweisen, miissen wir uns natiirlich den Complex 
durch seine Gleichung gegeben denken. Von diesem wissen wir aber, 
dass er mit jedem linearen Complexe ein Strahlensystem 2. Grades 
gemein hat und daher immer Regelflichen enthilt. Sei nun © irgend 
eine solche Regelfliche, so wird ein sie enthaltendes Strahlensystem 
1. Grades X, mit C® eine zweite Regelfliche ©, gemein haben, ein 
Strahlensystem , durch sie eine dritte ©,, ein ebensolches £, durch 
©, eine vierte ©, und endlich ein Strahlensystem £, durch ©, eine 
fiinfte ©,; dann gehéren © und GS, demselben linearen Complexe an. 
Der lineare Complex durch ©, ©,, S, hat nimlich mit dem linearen 
Complexe durch ©,, S,, S, ein Strahlensystem 1. Grades gemein, das 
mit C? ausser ©, noch eine zweite Regelfliche Jt gemein’ hat. Aus 


*) Z. B. Reye, Lehrsiitze iiber die Strahlensysteme 1. Grades und den linearen 
Complex. Borchardt’s Journal f. r. u. a. M. Bd. 69, S. 365. 
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den Kigenschaften des Strahlensystems 2. Grades erkennt man aber 
leicht, dass % mit © und G, je ein Strahlenpaar gemein hat, daher 
liegen R, GS, S, in demselben linearen Complexe. So entspricht also 
jedem Strahlensysteme £, durch G, ein linearer Complex S durch G,, 
der mit =, eine in C? enthaltene Regelfliiche gemein hat. Beschreibt 
nun <, ein Biischel in dem linearen Complexe S durch R, S,, S,, 
also © eine Schaar des Strahlensystems 2. Grades, das S mit C? ge- 
mein hat, so beschreiben die Strahlensysteme 1. Grades durch St und 
die © ein dazu projectivisches Biischel, die den £, entsprechenden 
Complexe durch ©, also ebenfalls ein dazu projectivisches Biischel 
durch ©, und X. Da nun S ein ganz beliebiger Complex durch G,, 
so ist somit bewiesen, dass C* durch zwei reciproke Complexbiindel 
durch ©, und ©, erzeugt werden kann. 

Solche Regelflichen ©,, wie wir eine von GS, aus construirt haben, 
kénnen+ wir nun noch unendlich viele andere construiren, aber immer 
lisst sich zeigen, dass eine solche Regelfliiche R, mit ©, demselben 
linearen Complexe angehért. Denn entstehe ft, aus ©, durch die 
Zwischenglieder {,, t,, so gehdren in der Reihe: KR,, R,, R,, S,, S, 
je zwei aufeinanderfolgende Regelflichen demselben Strahlensysteme 
1. Grades an, daher giebt es nach dem Vorigen eine Regelfliche , 
in C? so, dass in der Reihe: ,, Kt,, S,, S3, Sy je zwei aufeinander- 
folgende demselben Strahlensysteme 1. Grades angehéren; also gehdren 
g, und S, demselben linearen Complexe an. Haben wir also zu einer 
Regelflaiche ©, eine ©, so construirt, dass diese beiden Grundflichen 
zweier C? erzeugenden Complexbiindel sind, so entstehen alle iibrigen 
aus ©, dadurch, dass man durch ©, lineare Complexe legt und in 
den Strahlensystemen 2. Grades, welche dieselben mit C? gemein haben, 
die Regelflachen aufsucht, die zu derselben Schaar wie ©, gehoren. 
Da niemals zwei lineare Complexe durch ©, eine solche Regelfliiche 
gemein haben, so bilden die zu einer Grundfliche ©, zugehdrigen 
Grundflichen eine dreifache Mannigfaltigkeit; wir wollen sie ein System 
zu ©, gehériger Grundflichen nennen. Ebenso gehért auch zu ©, 
ein solehes System von Grundflichen und man erkennt, dass dies 
dasselbe System ist, wie das zu St, zugehérige, da der ft, ebenfalls 
die ©, zugehGért. 

Wir sind so von einer Regelfliche G ausgehend zu zwei Systemen 
von in C? enthaltenen Regelfliichen gelangt, die folgende Eigenschaften 
besitzen: Jedes System besteht aus einer dreifachen Mannigfaltigkeit 
von Regelflichen. Jede Flache des einen Systems bildet mit jeder 
des andern Systems ein Paar von Grundflichen zweier reciproken, die 
C? erzeugenden Biindel von linearen Complexen. Je zwei Flachen 
eines Systems gehéren demselben linearen Complexe an, jede Flache 
des einen Systems mit einer der andern nicht einmal demselben linearen 
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Complexe oder aber demselben Strahlensysteme 1. Grades; denn sonst 
miisste jede Fliche des einen Systems mit jeder des andern in dem- 
selben linearen Complexe liegen. Man erhalt daher auch alle Flichen 
des einen Systems aus denen des andern, wenn man die Regelflichen 
sucht, welche mit den Flichen dieses Systems demselben Strahlensysteme 
1. Grades angehéren. 

Man beweist leicht, dass die Regelfliichen, welche mit den Flichen 
dieser beiden Systeme in Involution liegen, ebenfalls zwei zusammen- 
gehérige Systeme von Grundfliichen eines Complexes 2. Grades bilden; 
er mdge ein mit C? in Involution liegender Complex heissen. 


§ 2. 
Die Tangentialcomplexe und Polarcomplexe. 


A und B seien die Grundflachen zweier C? erzeugenden reeiproken 
Biindel und A ein Complex durch &, der einem. Strahlensysteme B 
durch 8 entspricht, das durch einen Strahl p von % geht. A hat nun 
mit B eine Regelfliiche { gemein, welche in dem Strahlensysteme A?, 
das A mit C? gemein hat, zu derselben Schaar wie % gehédrt. Daher 
hat A? den Strahl p zum Doppelstrahl und ist das in Cap. 2, § 7, 1. 
beschriebene Strahlensystem. Durch p gehen daher alle in A ent- 
haltenen Regelflichen des zu $8 gehérigen Systems. Nun ist klar, dass 
auch umgekehrt, wenn ein durch 2% gehender Complex A mit C? ein 
einen in &% liegenden Doppelstrahl p enthaltendes Strahlensystem A? 
gemein hat, diesem Complexe A ein durch p gehendes Strahlensystem 
B entsprechen muss. Daher liegen auch alle durch p gehenden Regel- 
flichen des zu $ gehérigen Systems in dem Complexe A, welcher dem 
durch p gehenden Strahlensysteme B entspricht. Aber auch die durch 
p gehenden Flachen des zu % gehérigen Systems gehéren dem Complexe 
A an. Denn sind & und © zwei solche Flichen, so muss sowohl KR 
als ©, da sie mit YM den Strahl p gemein haben, also mit ihm in je 
demselben linearen Complexe liegen, noch je einen zweiten Strahl ge- 
mein haben (vergl. § 1.). Man kann also durch &, %, S einen linearen 
Complex legen, welcher mit C? ein Strahlensystem gemein hat, das 
in p einen Doppelstrahl besitzt; daher ist dieser Complex mit A 
identisch. Wir sind also zu folgendem Resultat gelangt: 

» Die Regelflichen zweier zusammengehérigen Systeme von Grund- 
flichen, die durch einen Strahl p von C? gehen, gehdren einem linearen 
Complexe an, der mit C? ein in p einen Doppelstrahl besitzendes 
Strahlensystem 2. Grades gemein hat; wir nennen diesen Complex 
einen Tangentialcomplex von p.“ 

Sei nun p ein beliebiger Strahl des Raumes, so lege man durch 
ihn und die Grundflichen eines Systems von C? Strahlensysteme 
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1. Grades. Jedes von ihnen wird dann mit C? noch eine Grundfliche 
des andern Systems gemein haben und man suche nun wie in Cap. 3, 
§ 2. in jedem Strahlensysteme zu p die 4, harmonische Fliche in Be- 
zug auf die beiden in ihm liegenden Grundflichen; diese Regelflachen 
beschreiben dann einen linearen Complex S, einen Polarcomplex von 
von p in Bezug auf C?. Sei niamlich P ein solches Strahlensystem, 
das mit C? die Flaichen } und © gemein haben mag und { die zu 
p gehérige 4. harmonische Fliche in ihm; jeder lineare Complex durch 
P schneidet dann C? in einem Strahlensysteme 2. Grades, in Bezug 
auf welches dem p immer ein durch T gehendes Polarsystem entspricht. 
Da ferner die Strahlen, welche diese Polarsysteme durch einen Punkt 
a von p schicken, die Polarebene von p in Bezug auf den durch a 
gehenden Kegel von C? bilden, so sind die Polarsysteme alle in einem 
linearen Complexe S enthalten, welcher das Strahlensystem 1. Grades 
TT enthilt, das diejenigen Strahlen bilden, die p in Bezug auf die 
Kegel 2. Grades von C? durch die Punkte von p conjugirt sind. Sei 
nun St; irgend eine in den Complexen durch P nicht enthaltene Grund- 
fliche von C?, die mit Jt zu einem Systeme gehére, dann wird diese 
zu p ebenso wie {%t einen durch TT gehenden Complex S, bestimmen. 
In jedem linearen Complexe durch p und §R, ist aber eine in C? 
liegende Regelfliiche St, enthalten, welche mit © demselben Strahlen- 
systeme 1. Grades angehért, woraus folgt, dass S, mit S ausser TT 
noch eine in dem linearen Complexe durch p, ©, St, liegende Regel- 
fliche gemein hat, also mit S zusammenfallt. Hiermit ist also be- 
wiesen, dass die harmonischen Flichen von p in Bezug auf die Paare 
%, S einen linearen Complex S erfiillen. 

Offenbar gilt in Bezug auf die Polarcomplexe folgender Satz: 

,, Geht der Polarcomplex von p durch q, so geht der Polarcomplex 
von qg durch p.“ 

Ferner hieraus: 

»Beschreibt p ein ebenes Strahlenbischel, so beschreibt der Complex 
ein dazu projectivisches Complexbiischel.“ 

Endlich: 

, Beschreibt p ein Biindel durch a, so beschreibt S ein dazu polares 
Biindel durch eine Regelfliiche %, die wir eine Polarfliiche von a in 
Bezug auf C? nennen wollen; ebenso wenn p eine Ebene £ beschreibt, 
beschreibt S ein dazu polares Biindel durch eine Regelfliche 8, die 
Polarflache von B in Bezug auf C?.“ 

Ist p ein Strahl von C*, so ist S offenbar der zugehérige Tan- 
gentialcomplex; denn jedes Strahlensystem 1, Grades P durch p und 
eine Grundfliche von C? hat mit C? noch eine zweite durch p gehende 
Regelfliche gemein, die nach der Definition von S in.S legen muss. 
Den Strahlen p einer Regelfliche I entsprechen die Polarcomplexe 
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S, die durch die Strahlen q einer zweiten Regelfliiche % gehen; denn 
irgend 3 Complexe S haben eine Regelfliche  gemein, deren Strahlen 
q Polarcomplexe durch I entsprechen miissen, also gehen auch die 
Polarcomplexe aller Strahlen von It durch N. N enthilt also zugleich 
alle Strahlen, deren Polarcomplexe durch Wt gehen, es miissten denn 
die Polarcomplexe der Strahlen p auf WM alle ein Strahlensystem 1. 
Grades N gemein haben. Das kann aber nur dann eintreten, wenn 
jede Grundfliche des einen Systems von C? mit jeder des andern in 
einem linearen Complexe liegt. Dann liegen nimlich in N unendlich 
viele solche Regelfliichen, deren Strahlen die Polarcomplexe durch ein 
Strahlensystem 1.Grades entsprechen und zwar geht durch je zwei Strahlen 
von N eine solche Regelfliiche; sie entspricht einem Strahlensysteme 
1. Grades durch Wt. Beschreibt dies durch WM ein Biischel, so be- 
schreibt die entsprechende Regelfliiche in N ebenfalls ein Biischel, in 
welchem es also immer eine Fliche giebt, die mit irgend zwei Strahlen 
des Raumes in einem Strahlensysteme 1. Grades liegt. Daraus folgt 
also, dass durch irgend zwei Strahlen des Raumes eine Regelfliiche 
geht, deren Strahlen Polarcomplexe zugehéren, die durch ein Strahlen- 
system 1. Grades gehen. Liegen nun diese beiden Strahlen p und q 
auf einer Grundfliche % von C?, so ist Mt diese Regelfliiche. Denn 
wire sie es nicht, so miissten doch die Polarcomplexe der Strahlen von 
® durch ein Strahlensystem 1. Grades gehen, weil sie an und fiir sich 
durch § gehen. Aus der Definition der Tangentialcomplexe erkennt 
man aber leicht, dass die Tangentialcomplexe der Strahlen einer Grund- 
fliche nur dann durch ein Strahlensystem 1. Grades gehen kénnen, 
wenn ft mit jeder Grundfliche © des ihm zugehérigen Systems in 
demselben linearen Complexe liegt. Dann enthilt also jedes Strahlen- 
system 1. Grades durch © und einen Strahl p von noch einen 
zweiten Strahl p’ von Rt, sodass also der Tangentialcomplex von p 
auch Tangentialcomplex von p’ ist, dieser also mit C? ein Strahlensystem 
2. Grades gemein hat, das p und p’ zu Doppelstrahlen hat (vergl. 
2. Cap. § 7, 3.). Diesen Fall werden wir spater niher zu erértern haben; 
wir sehen vorliufig von ihm ab, da ja die Grundflichen der erzeugen- 
den Systeme in ganz allgemeiner Lage vorausgesetzt sind. 


. 


§ 3. 
Das volistandige System der in C® enthaltenen Regelflichen. 


Durch die Erzeugung von C? waren zwei Systeme zusammenge- 
hériger Grundflaichen von selbst gegeben. Nun enthilt aber C? jeden- 
falls noch andere Regelflichen, und aus jeder derselben kénnen wir, 
wie in § 1. geschehen, zwei Systeme zusammengehériger Grundfliichen 
ableiten, Jedes wird zu einem Strahle p einen Polarcomplex bestim- 
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men, diese werden aber alle durch das im vorigen Paragraphen definirte 
Strahlensystem 1. Grades TT gehen miissen. Ist p ein Strahl von C2, 
so ist TT bestimmt durch die 4 in C? enthaltenen ebenen Strahlen- 
biischel, welche ihre Centren auf p und ihre Ebenen durch p haben 
(vergl. 2. Cap. § 7, 1.). Jeder Complex S durch TT hat also mit C? 
ein Strahlensystem 2. Grades mit einem Doppelstrahl in p gemein und 
die Regelfliichen in demselben durch p gehéren einem Systeme an, 
welches S als Tangentialcomplex zu p zuordnet. Hieraus ist ersichtlich, 
dass es in C? einfach unendlich viele Paare von Systemen zusammen- 
gehériger Grundflichen giebt. Halten wir zwei Paare fest, so ordnen 
beide den Strahlen p durch einen Punkt a in einer Ebene @ zwei pro- 
jectivische Biischel von Polarcomplexen durch zwei Strahlensysteme 
1. Grades A und A’ zu. Diese erzeugen also einen Complex 2. Grades 
A?, in welchem alle zu den Strahlen p gehérigen Strahlen TT enthalten 
sind. Nehmen wir daher ein drittes Paar von Systemen zusammen- 
gehériger Grundflichen, so ordnen diese zu den Strahlen p ein drittes 
Complexbiischel durch A” zu, das sowohl mit dem durch A als mit 
dem durch A’ denselben Complex A? erzeugt. Zu irgend zwei Strahlen 
p und p’ in @ durch a ordnet daher jedes Paar von Systemen zusam- 
mengehoriger Grundflichen zwei Polarcomplexe S und S’ zu, welche 
immer ein Strahlensystem 1. Grades von A? gemein haben, die also, 
wenn successive alle Paare genommen werden, zwei einander pro- 
jectivische Complexbiischel durch TT und TT’ bilden. Daraus ergiebt 
sich dann leicht, dass die Polarcomplexe, welche irgend zwei Strahlen 
p und p tir alle Paare von Systemen zusammengehoriger Grundflichen 
entsprechen, zwei projectivische Biischel durch TT und TT’ bilden. 


§ 4. 
Zwei mit dem gegebenen Complexe 2. Grades verbundene Complexe 
2. Grades. 


In dem Folgenden nehmen wir nun wieder nur auf ein Paar von 
Systemen zusammengehoriger Grundflichen Riicksicht. Nach § 2. ent- 
spricht dann jedem Punkte a eine Polarflache & und ebenso jeder Ebene 
6 eine Polarfliche 8. Durchlaufen a und 6 den ganzen Raum, so be- 
schreibt 2 ein System von Grundflichen eines Complexes 2. Grades 
K? und % das zugehérige System desselben Complexes, Ordnet man 
niimlich die Punkte einer Ebene a den durch sie gehenden Strahlen 
eines Punktes » zu, so ist dadurch das Biindel von Polarcomplexen, 
das den Strahlen von » entspricht, reciprok auf das den Strahlen von 
a entsprechende Biindel von Polarcomplexen bezogen, indem jedem 
Polarcomplexe eines Strahles » durch » das Strahlensystem entspricht, 
welches die Polarcomplexe der Strahlen in x durch den Schnittpunkt 
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von p mit x gemein haben. Diese beiden Biindel erzeugen dann den 
Complex K?, wie man einsieht, wenn man folgenden Satz zu Hiilfe 
nimmt: ,, Beschreibt a eine Punktreihe in p, und £6 ein Ebenenbiischel 
um p, so beschreiben 2% und B die beiden Schaaren eines Paares eines 
Strahlensystems 2. Grades in S.“ 

Welche Bedeutung hat nun der Complex K? fiir C?? Er ist der 
Ort der Strahlen p, deren Polarcomplexe in Bezug auf C? specielle 
sind. Ist 7 seine Directrix, so ist der Polarcomplex von / Tangential- 
complex von p fiir K?. Denn da die / treffenden Strahlen alle dem 
Polarcomplexe von p angehdren, so miissen die Polarflichen der Ebenen 
durch 7 und der Punkte in 7 alle durch p gehen. Die Directricen / 
bilden einen zweiten Complex 2. Grades L?, der mit K? in Involution 
liegt, wenn die Polarflichen &% und B das Paar der Systeme von 
Grundfliichen sind. Beschreibt p den Kegel von K? durch a, so be- 
schreibt / die zu %& in Involution liegende Regelfliche, und beschreibt 
1 den Kegel von LZ? durch a, so beschreibt p die Fliiche & selbst; 
Aehnliches gilt von den in einer Ebene £ gelegenen Strahlen. Beschreibt 
iiberhaupt p eine Regelfliiche 2 in K?, so beschreibt / die zu NX in 
Involution liegende Regelfliiche in LZ? (S. 455 u. 456), und beschreibt / 
eine Regelfliche in L?, die zu % in Involution liegt, so beschreibt p 
die Regelfliiche I% in K?. Denn die den Strahlen von N entsprechen- 
den Polarcomplexe haben hier nur die Regelfliche St gemein, den 
Strahlen dieser miissen also die speciellen durch M gehenden Polar- 
complexe entsprechen. Beschreibt Mt ein System von Grundflichen in 
K?, so beschreibt die zu % in Involution liegende Regelfliiche in L? 
eben ein solches. — Diese projectivische Abbildung der beiden Com- 
plexe K? und L? auf einander wird fiir den schon erwiihnten speciellen 
Fall, wo die Grundfliichen verschiedener Systeme von C? immer dem- 
selben linearen Complexe angehéren, von besonderem Interesse sein. 
Dann degenerirt niimlich ZL? in einen linearen Complex. 


§ 5. 
Die Singularitétenfliche und das System der singularen Strahlen. 


Geht die Polarfliche & eines Punktes a durch ihn selbst, so zer- 
fallt der durch « gehende Kegel von C? in zwei ebene Strahlenbiischel. 
Denn die Polarcomplexe aller Strahlen von a miissen dann den durch 
a gehenden Strahl s von % enthalten, diesen haben also auch die beiden 
ebenen Strahlenbiischel gemeinschaftlich. Der Punkt a heisst jetzt ein 
singulirer Punkt und s der zugehdrige singulire Strahl. Man erkennt 
auch leicht, dass umgekehrt, wenn der Kegel von C? durch einen Punkt 
a in zwei ebene Strahlenbiischel durch s zerfallt, die Polarfliche von 
a durch s geht. Der Strahl s gehért offenbar auch dem Complexe K? 
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an, Ebenso folgt: Hat die Polarfliiche 8 von B einen Strahl s mit 
6B gemein, so zerfallt das Tangentenbiischel 2. Ordnung von C? in B 
in zwei ebene Strahlenbiischel mit s als gemeinschaftlichen Strahl; s 
ist ein Strahl von K*. Die Ebene £ heisst eine singulire Ebene, s 
der zugehorige singulére Strahl. 

Ist umgekehrt s ein gemeinsamer Strahl von C? und K?, so ist 
der Tangentialcomplex S von s ein specieller mit der Directrix 1, die 
s in a schneiden mag und mit s in einer Ebene # liegen mag. Nun 
hat (vergl. 2. Cap. § 7, 2.) das Strahlensystem, das S mit C? gemein 
hat, in s zwei singulire Punkte, deren Ebenen mit 6 zusammenfallen 
und durch s zwei singuliire Ebenen, deren Punkte mit q zusammen- 
fallen. Daraus folgt, dass a ein singulirer Punkt und £ eine singuliire 
Ebene von C?, beide mit s als dem zugehdérigen singuliren Strahl. 
Es folgt dies auch daraus, dass die Polarfliche von a, da a auf l 
liegt, und ebenso die Polarfliiche von 6, da 6 durch / geht, s ent- 
halten miissen (vergl. 8. 458). Das Strahlensystem TT, durch welches 
alle die einfach unendlich vielen Polarcomplexe von s gehen miissen, 
besteht jetzt erstens aus den Strahlen, welche in # liegen, und dann 
aus denen, welche durch a gehen. Daraus folgt, dass bei Zugrunde- 
legung irgend eines andern Systems von Grundflichen dem Strahle s 
doch immer ein specieller Complex mit seiner Directrix / in 6 durch 
a als Polarcomplex entspricht; / durchliuft offenbar das Biischel durch 
a in 8, wenn man successive alle Systeme von Grundfliichen zu Grunde 
legt. Die Complexe K?, welche man so erhilt, gehen also alle durch 
dasselbe Strahlensystem 4. Grades ©‘, das aus den singuliren Strahlen 
von C? besteht. 

Die singuliiren Punkte erfiillen eine Fliche 4. Ordnung y‘. Denn 
das Strahlensystem 2. Grades, das aus den Strahlen von (? besteht, 


~ die eine Gerade p treffen, liegt mit dem im 2. Cap. § 7, 1. beschrie- 


benen in Involution, es liegen daher auf p 4 singulire Punkte desselben, 
von denen jeder zwei singuliren Ebenen zugehért. Aber auch 4 singulire 
Ebenen gehen durch p, also werden die singuliren Ebenen von einer 
Fliche 4. Classe umhiillt; jedoch sind beide Flichen identisch. Denn 
die singulire Ebene B, die zu s gehdrt beriihrt y* in dem zu s ge- 
hérigen singuliiren Punkte a, weil jede Gerade 7 durch a in B ausser 
a nur noch zwei singulire Punkte enthilt (vergl. 2. Cap., §. 7, 2, Ende). 
Diese Fliche 4. Ordnung und 4. Classe, welche die singuliiren Punkte 
enthilt und von den singuliren Ebenen beriihrt wird, heisst die Singu- 
laritiitenfliche von C?. Die 4 singuliren Punkte auf einer Geraden p 
bilden dasselbe Doppelverhiltniss, wie die 4 singuliren Ebenen durch p. 

Die Polarfliche des singuliren Punktes a geht durch s und J, be- 
rihrt also die singulire Ebene B, also auch wy‘ in «; dasselbe gilt von 
der Polarfliche von p. 
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Offenbar ist a ein Brennpunkt von s in dem Strahlensysteme 
und die Tangentialebene von s an den durch a gehenden Kegel von 
K? ist die zugehérige Brennebene; 6 ist dann die zweite Brennebene 
von s und der Beriihrungspunkt des in # liegenden Tangentenbiischels 
2. Ordnung von K? der zugehérige Brennpunkt. 


§ 6. 
Die sechs Fundamentalcomplexe. 


Die singulire Ebene 6 hat mit der Singularititenfliche y* eine 
Curve ct 4. Ordnung gemein, welche in a einen Doppelpunkt hat. 
Jede Gerade J durch a in B schneidet also c* noch in zwei Punkten, 
welche singulire Punkte eines zu s gehérigen Tangentialcomplexes 
sind, der 7 zur Directrix hat. Beriihrt daher / die c*, so fallen diese 
beiden singuliren Punkte zusammen und der zugehérige Tangential- 
complex S von s hat daher mit C? das in Cap. 2 § 7, 4, Ende be- 
schriebene Strahlensystem 2. Grades gemein, das ausser s noch einen 
zweiten Doppelstrahi s’ hat. S ist daher Tangentialeomplex von s und 
s', und wir kommen also hier auf das specielle System von Grund- 
flichen von der Eigenschaft, dass jede Grundfliche des einen Systems 
mit jeder des zugehérigen in einem linearen Complexe liegt. Denn 
eine durch s und s' gehende Grundfliiche des einen Systems muss mit 
jeder Grundfliche des andern Systems in einem linearen Complex 
liegen, also gilt dasselbe auch von jeder Grundfliiche des ersten Systems. 
Die beiden Systeme zusammengehériger Grundfliichen gehen also in 
einander iiber. Der Tangentialcomplex, der irgend einem Strahle p, 
von C? entspricht, ist auch Tangentialcomplex eines andern Strahles 
Pp, Die Strahlen, die irgend zwei Grundflichen gemein haben, sind 
solch’ ein Strahlenpaar. Daraus folgt, dass die Strahlen eines Paares 
Pi» Pe, die in einem eine Grundfliche enthaltenden linearen Complexe 
I liegen, einander in Bezug auf einen linearen Complex C conjugirt 
sind. Da nun hierbei jedes Paar p,, p, ein Paar von Leitgeraden eines 
in C enthaltenen Strahlensystems 1. Grades ist, so folgt, dass die 
Strahlen der Paare, die in frgend einem eine Grundfliche ® in L 
enthaltenden linearen Complexe liegen, einander in Bezug auf den- 
selben Complex C conjugirt sind; denn die in LZ enthaltenen Paare von 
Leitgeraden bestimmen C vollstiindig. D.h.: die Strahlen jedes Paares 
P1, P2 von C* sind einander in Bezug auf denselben linearen Complex 
C conjugirt; er heisse ein Fundamentaleomplex von C®. In Bezug 
auf diesen ist also C? sich selbst conjugirt. Da hierbei jede Grund- 
fliche sich selbst conjugirt ist, so erfiillen die zu ihnen in Involution 
liegenden Regelflachen den Complex C, dieser ist also ein specieller 
zu C? in Involution liegender Complex 2. Grades. 
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Aus der Definition des Polarcomplexes S einer Geraden p, folgt 
leicht, dass er auch Polarcomplex der p, in Bezug auf C conjugirten 
Geraden p, ist. 

Ist 7’ ein durch p,, p, gehender Tangentialcomplex von ¢,, ¢,, so 
gehen durch p,, p, in TJ zwei Strahlensysteme 1. Grades, welche mit 
C? nur je eine Regelfliche gemein’ haben, durch welche also auch S 
gehen muss. Jeder Polarcomplex S enthilt daher Grundfliichen und 
ist also sich selbst in Bezug auf C conjugirt; jedes Strahlensystem 
1. Grades durch p,, p, und eine dieser Grundflichen hat daher mit 
C? nur diese eine also doppelt zu zihlende Grundfliche gemein. Daraus 
beweist man auch leicht, dass jeder eine Grundfliche enthaltende 
lineare Complex ein Polarcomplex ist. Ebenso enthilt jede Regel- 
fliche durch p,, p, und ¢,,¢, nur das doppelt zu zihlende Strahlen- 
paar ¢,, ¢, von C, 

Auch existiren jetzt Regelflichen, deren Strahlen die Polarcomplexe 
eines Biischels entsprechen, und zwar geht durch je zwei Strahlen- 
paare p,, p, und q,, q, eine solche; es sind dies also alle Regelflichen, 
welche zu Regelflichen von C in Involution liegen. Die Strahlen- 
systeme, durch welche die den Strahlen einer solchen Regelfliche ent- 
sprechenden Polarcomplexe jedesmal gehen, sind die Congruenzen 
irgend zweier Polarcomplexe. 

Da nun von a aus an c! i. A. 6 Tangenten gehen, so giebt es 
6 solche specielle Systeme von Grundflichen in C? und ihnen ent- 
sprechen 6 Fundamentalcomplexe C, fiir welche C? sich selbst con- 
jugirt ist. Der folgende Paragraph wird die weiteren Beziehungen 
dieser 6 Fundamentalcomplexe erliutern. 


§ 7. 
Die Singularititenfliche als Brennfliche von 6 auf das System der 
singuliren Strahlen abgebildeten Strahlensystemen 2. Grades. 


Die Polarfliiche 2 jedes Punktes a ist nun auch Polarfliche der 
Ebene a, welche zu a in Bezug auf den Complex C gehiért. Daraus 
folgt, dass die beiden Systeme von Polarflichen in K? in ein eben- 
solches specielles System wie das zu Grunde gelegte System von C? 
iibergehen. Da nun iiberdies 2% alle Strahlenpaare enthalten muss, 
deren Polarcomplexe ihre Directrix | durch a schicken, so ist 2% in 
Bezug auf C sich selbst conjugirt und der Complex L? fallt mit C 
zusammen; was auch schon daraus folgt, dass | jedesmal auch in « 
liegen muss. Jetzt ist also der Complex K? auf einen linearen Complex 
C abgebildet so, dass jedem Strahle p, von K? ein Strahl 7 von C 
c enispricht, aber umgekehrt jedem Strahle 7 von C ein Strahlenpaar 
P\, Pp, von K*. Beschreiben p,, p, eine Polarfliiche in K*, so beschreibt 
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l eine Complexebene in C. Beschreibt iiberhaupt p, eine Regelfliche 
von K?, also p, die conjugirte, so beschreibt / eine Regelfliiche in C; 
aber nicht umgekehrt, i. A. entspricht jeder Regelfliiche 2. Grades 
von C eine in einem Strahlensysteme 1. Grades enthaltene Regelfliiche 
4, Grades. 

Hier ist es nun von besonderem Interesse, nach dem Strahlen- 
systeme zu fragen, welches dem Systeme der singuliren Strahlen 0! 
entspricht. Wir werden zeigen, dass es sich durch zwei reciproke 
Biindel von Strahlensystemen 1. Grades erzeugen lisst, also ein Strahlen- 
system 2. Grades ist. Man wihle nimlich irgend zwei Grundfliichen 
R und © von C?; dieselben mégen mit 4 die Strahlenpaare p, p.,, 
r, 7%, und q; q, 8; 8 gemein haben, denen in C die Strahlen p, r und 
q, 8 entsprechen mégen. Ist M ein Strahlensystem 1. Grades durch 
KR, so liegen die den M und $* gemeinsamen Strahlen entsprechenden 
Strahlen von C in einer Regelfliiche Y%. Dieselben beschreiben, wenn 
M sich um WW dreht, ein dazu projectivisches Biindel durch p, r. Ist 
ferner N der M entsprechende Complex durch ©, so liegen die den 
N und ® gemeinsamen Strahlen entsprechenden Strahlen von C in 
einem Strahlensystem 1. Grades, dessen Leitgeraden die Geraden n,, n, 
sind, deren Polarcomplex N ist. Beschreibt N das Biindel um ©, so 
beschreibt N ein dazu projectivisches Biindel durch g,s, wihrend die 
Strahlenpaare n,,, das zu © gehdrige Strahlensystem 1. Grades be- 
schreiben. Jedes Strahlensystem N hat nun mit der ihm entsprechenden 
Regelfliche St zwei Strahlen des ©! entsprechenden Strahlensystems 
gemein, dieses wird also in der That durch zwei reciproke Biindel 
von Strahlensystemen 1. Grades erzeugt, ist also ein Strahlensystem 
2. Grades *. 

Ist nun a, ein singuliirer Punkt, s, der zugehérige singulire Strahl 
und / die Directrix des s,, s, entsprechenden Polarcomplexes, so ist 
a, ein Brennpunkt von 7 und a,, der Schnittpunkt von s, mit J, der 
andere. Denn die Polarfliche U%, von a, geht durch s,, s, und 7 und 
enthilt alle Strahlenpaare, auch die von *, deren Polarcomplexe ihre 
Directricen durch a, schicken. Da diese aber, wenn ihr zugehdériges 
Strahlenpaar O‘ angehdrt, dieses Strahlenpaar schneiden muss, so kann 
nur | selbst wieder ein solcher durch a, gehender Strahl von ©? sein. 
U, hat also mit ®* das doppelt zu ziihlende Strahlenpaar s,, s, gemein, 
und q, ist daher Brennpunkt von ©? fiir 1; dasselbe gilt fiir a,. Wir 
erhalten also das wichtige Resultat, dass die Singularitiitenfliiche 
Brennfliche von ©? ist, also 16 Knotenpunkte und 16 singuliire 
Tangentialebenen von der in Cap. 2. § 2. beschriebenen Lage besitzt. 
Ebenso enthalten die 5 anderen Fundamentalcomplexe je ein Strahlen- 
system 2. Grades, dessen Breunfliiche w‘ ist. Es ergiebt sich also, 
dass die 6 Fundamentaleomplexe zu einander in Involution liegen. 
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Ist nun a, ein in einer singuliren Tangentialebene 8, von ~ ge- 
legener singulirer Punkt, so muss der zugehdrige singulire Strahl s, 
in B, liegen. Beschreibt dann a, den in #, liegenden Kegelschnitt k? 
von ¥*, so muss dieser Strahl s, mit den 6 von a, nach den in #, 
gelegenen Knotenpunkten von y* gerichteten Strahlen immer dasselbe 
Doppelverhiltniss bilden (cfr. § 3.). Daraus ergiebt sich, dass die in 
B, gelegenen singuliren Strahlen durch einen und denselben Punkt b, 
von k? gehen. Dies sind zugleich alle Strahlen von C?, die in p, 
liegen, und alle, die durch b, gehen. Ebenso liegen diejenigen Strahlen 
von C?, die durch einen Knotenpunkt von y‘ gehen, in einer Tangential- 
ebene seines Qsculationskegels und sind alle singulir. 


g 8. 


Die zu C? in Involution liegenden Complexe haben dieselbe Singularititen- 
fliche wie C. 


Denken wir uns nun wieder irgend ein Paar von Systemen zu- 
sammengehdriger Grundfliichen von C? zu Grunde gelegt, so erfiillen 
die zu diesen Grundflichen in Involution liegenden Regelflichen einen 
Complex 2. Grades A?, welcher dieselbe Singularitiitenfliche y* wie 
C? hat. Denn hat man ein in C? enthaltenes ebenes Strahlenbiischel 
durch a in a, so bildet dieses mit einem zweiten Strahlenbiischel durch 
a in @& eine Grundfliiche unseres Systems und die zu dieser in Invo- 
lution liegende Regelfliiche besteht aus den Strahlenbiischeln durch a 
resp. a in @ resp. a. 

Sei nun s wiederum ein singulirer Strahl von C? und q der zu- 
gehorige singulire Punkt, 6 die zugehdrige singulire Ebene, endlich 
1 die Directrix des s entsprechenden Tangentialcomplexes S. Hat nun 
s mit w' noch die Punkte 6 und ¢ gemein, so sind die Strahlenbiischel 
durch } und ¢ in # in C? enthalten, die Strahlenbiischel also, welche 
mit ihnen Grundfliichen unseres Systems bilden, haben ihre Centren 
auf 7 (vergl. 8. 27). Also ist 7 der zu a gehdrige singulire Strahl 
von A?; ebenso gehért er auch zu 6. D, h. das System der singu- 
liren Strahlen von A? besteht aus den A? und L? gemeinsamen 
Strahlen. 

Legt man nun successive alle Paare von Systemen zusammen- 
gehériger Grundfliichen zu Grunde, so durchlaufen die Geraden 7 in 
den Tangentialebenen 6 von #* durch deren Bertihrungspunkte q ein- 
ander projectivische Strahlenbiischel (vergl. § 3.); sobald also diese 
projectivische Zuordnung etwa durch die Fundamentalcomplexe fixirt 
ist, ist jeder Complex A* durch einen singuliiren. Strahl J und natiir- 
lich w* bestimmt. Denn mit / sind dann auch alle singuliiren Strahlen 
gegeben und auf jedem zwei singuliire Punkte bestimmt, welche je 
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ein Strahlenbiischel in der zu dem singuliren Strahl zugehdrigen 
singuliren Ebene haben. Daraus ergiebt sich nun sogleich, dass die 
zu A? in Involution liegenden Complexe dieselben sein miissen, wie 
die zu C? in Involution liegenden; denn die 6 Fundamentalcomplexe 
sind dieselben geblieben, also auch die projectivische Zuordnung der 
Geraden 1. D. h. also: 

»Die zu C? in Involution liegenden Complexe liegen wieder zu * 
einander in Involution.“ 

Dies folgt auch daraus, dass, wenn A? und B? zwei solche zu den 
Grundflichensystemen (a) und (b) gehérige Complexe sind, man immer 
dreifach unendlich viele lineare Complexe construiren kann, die Grund- 
flichen beider Systeme enthalten. Diese haben also mit C? Strahlen- 
systeme 2. Grades gemein, denen Strahlensysteme von A? und B? con- 
jugirt sind , die wieder in Involution liegen. Nun miissen aber die Regel- 
flichen, welche diese Involution vermitteln, immer demselben Systeme 
von A? resp. B? angehdren; denn da es in A? resp. B? nur eine ein- 
fache Mannigfaltigkeit verschiedener Systeme giebt, so miissen die 
Regelflichen von mehr als zwei dieser Strahlensysteme 2. Grades 
demselben Systeme angehéren, also alle. 

Dass die 6 Fundamentalcomplexe zu einander in Involution liegen, 
ist also nur ein specieller Fall dieses allgemeineren Satzes. 

Dass die zu C? in Involution liegenden Complexe auch alle Com- 
plexe sind, deren Singularititenfliche yp‘ ist, ist nach der fiir sie aus 
w* gegebenen Construction evident. 

Durch jeden Strahl p des Raumes gehen 4 von diesen Complexen 
2. Grades. Denn das Strahlensystem, das aus den p treffenden Strahlen 
von C? besteht, enthilt ausser den Kegeln und Tangentenbiischeln 
2. Ordnung noch 4 Paare von Regelflichenschaaren (vergl. 2. Cap., 
§ 7, 1.). 














Beitrige zur Theorie der Minimalflichen.*) 


II. Metrische Untersuchungen tiber algebraische Minimalflachen. 
Von 


Sorpuus Lim in Christiania. 


Bjérling bestimmte zuerst diejenige Minimalfliche, die eine vor- 
gelegte Developpable nach einer vorgelegten Curve beriihrt. Spiiter 
gab Bonnet eine selbstiindige Lésung des Bjérling’schen Problems, 
Hiermit war, wie Bonnet ausdriicklich bemerkt, insbesondere auch 
die Bestimmung derjenigen Minimalfliiche, die eine vorgelegte Curve 
als Kriimmungslinie, Haupttangentencurve oder geodiitische Curve ent- 
hilt, geleistet. Endlich gab auch Weierstrass eine schéne und 
strenge Erledigung des besprochenen Problems, indem er sich auf den 
Fall einer reellen Developpable und einer reellen Beriihrungscurve be- 
schrinkte. Er zeigte, dass es dann immer eine und nur eine reelle 
Minimalfliche giebt, die die gestellten Forderungen erfiillt.**) 

Unter den verschiedenen expliciten Formeln, die zur Erledigung 
des Bjérling’schen Problems dienen, sind die folgenden von Schwarz 
herriihrenden oft besonders zweckmissig: 


U=x-+if(Zdy — Ydz), 
Va=y+if(Xdz— Zax), 
W=2+i/(Ydx — Xdy), 
z2=RU, y=RU, 2=—RW. 
Hier sind x, y, 2 die Coordinaten der vorgelegten reellen Curve, 
X, Y, Z die Richtungscosinus der lings dieser Curve gegebenen Tan- 


gentenebenen; FR bezeichnet den reellen Theil der complexen Grissen 
U, V, W; x, y, # sind die Coordinaten der Punkte der bestimmten 


*) Vergl. die erste Abhandlung in Bd. XIV pag. 331—416. 
**) Aus einem Citate sehe ich, dass auch Mathet sich mit dem Bjérling- 
schen Probleme beschiiftigt hat. 
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Fliche. Diese Formeln dehnen sich ohne grosse Aenderung auf den 
Fall aus, dass x, y,z, X, Y, Z imaginiir sind, wie im § 1. der nach- 
stehenden Abhandlung gezeigt wird. In diesem allgemeinen Falle 
bleibt aber der soeben genannte Satz von Weierstrass nicht mehr 
giiltig. 

Im Jahre 1872 wurde den mathematischen Schiilern des Ziiricher 
Polytechnikums folgende Aufgabe gestellt: ,,Eine Minimalfliche ist 
durch die Bedingung analytisch zu bestimmen, dass eine vorgeschriebene 
ebene Curve eine kiirzeste Linie derselben sein soll.‘‘ Nun ist diese 
Aufgabe allerdings, wie Bonnet lingst bemerkt hat, nur ein sehr 
specieller Fall des Bjérling’schen Problems, dessen allgemeine Lésung 
man kennt. Nichts destoweniger sind die von Henneberg und 
Herzog gegebenen Beantwortungen des speciellen Problems bemerkens- 
werth. Und insbesondere sind die beiden meas Siitze, die von 
Henneberg herriihren, sehr schén: 

I, Enthalt eine reelle Minimalfliche eine reelle ebene geodiitische 
Curve, so ist die Fliche nur dann algebraisch, wenn die Curve die 
Evolute einer ebenen algebraischen Curve ist. 

II. Der orthogonale Querschnitt eines jeden um eine reelle alge- 
braische Minimalfliche umgeschriebenen reellen Cylinders ist die Evolute 
einer ebenen algebraischen Curve. 

Ich habe mir die allgemeine Aufgabe gestellt, zu untersuchen, 
ob in eine vorgelegte algebraische Developpable algebraische Minimal- 
flichen eingeschrieben werden kénnen. Ich frage ferner, wie man in 
jedem einzelnen Falle saimmtliche eingeschriebenen algebraischen 
Minimalflichen findet. Nun ist es mir allerdings nicht gelungen, diese 
beiden Probleme vollstindig zu erledigen. Doch habe ich eine Reihe 
allgemeiner Resultate, die mir wichtig scheinen, gefunden, wie ich 
in der nachstehenden Abhandlung zeigen werde. Wenn die vorgelegte 
Developpable ein beliebiger algebraischer Kegel ist, so giebt es immer 
co” eingeschriebene algebraische Minimalflichen, die durch eine elegante 
Construction bestimmt werden. In jede um eine algebraische Minimal- 
fliche umgeschriebene Developpable kénnen oo” algebraische Minimal- 
flichen eingeschrieben werden. Auch diese Flichen lassen sich durch 
eine gemeinsame Construction bestimmen. Beispiele soleher Develop- 
pablen sind einerseits alle Developpable, deren Ebenen Normalebenen 
einer beliebigen algebraischen Raumcurve sind, andererseits alle Develop- 
pable, deren Ebenen eine feste Gerade unter constantem Winkel 
schneiden. [Diejenigen Nummern der nachstehenden Abhandlung, die 
eingeklammert sind, mag der Leser zuniichst iiberspringen. | 

Den Schluss meiner Abhandlung bilden einige Noten. In der 
ersten Note bestimme ich alle reellen Minimalflichen, deren Classenzahl, 
dividirt durch 2, eine vorgelegte Primzahl ist. In der zweiten Note gebe ich 
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Formeln zur Bestimmung der Classe einer algebraischen Minimalfliche, 
die eine ebene geodiatische Curve enthilt. Endlich in der dritten Note 
bestimme ich jede Minimalfliche, die auf oo’ mit ihr ahnliche Flichen 
abgewickelt werden kann.*) 

In meiner nichsten (dritten) Abhandlung iiber Minimalflichen 
bestimme ich alle reellen und imaginiren Minimalflichen, die durch 
Translationsbewegung einer reellen oder imaginiren Curve erzeugt 
werden kénnen. Gleichzeitig bestimme ich jede Minimalfliche, die 
durch unendlich viele lineare Transformationen wiederum in eine 
Minimalfliche iibergefiihrt wird. Dabei brauchen diese Transforma- 
tionen keineswegs den imaginiren Kugelkreis invariant zu lassen. 

In weiteren Abhandlungen gedenke ich eine vollstindige Trans- 
formationstheorie der partiellen Differentialgleichung der Minimalfliichen 
zu entwickeln. Diese Theorie subsumirt sich unter umfassende Unter- 
suchungen, die ich tiber die Transformationstheorie der allgemeinen 
Gleichung 

rt—s?+ Ar+ Bs+Cit+ D=0 
angestellt habe. Zugleich werde ich einen interessanten Zusammen- 
hang der Theorie der Minimalfliichen mit der Theorie des linearen 
Liniencomplexes und mit der Theorie des tetraedralen Liniencomplexes 
nachweisen. 


§ 1. 


Bestimmung derjenigen Minimalfliche, die eine gegebene Developpable 
nach einer gegebenen Curve beriihrt. 


Nach Weierstrass giebt es immer eine und nur eine (reelle) 
Minimalfliche, die eine vorgelegte reelle Developpable nach einer ge- 
gebenen reellen Curve beriihrt. Dies bleibt nicht mehr immer wahr, 
wenn die gegebene Developpable oder die gegebene Curve imaginir 
sind. Fiir das Folgende ist es mir nothwendig, zuerst die hiermit 
angedeutete kleine Liicke in der analytischen Theorie der Minimal- 
flichen auszufiillen.**) 

1. Indem wir die developpablen Minimalfliichen, die den Kugel- 
kreis enthalten, vorliufig ausschliessen, kéunen wir bekanntlich die 
Gleichungen einer jeden Minimalfliche auf die Form bringen 


a= U,(t)+ U,(rt)} y= V{OH4+ V,(t); 2= Wi) + W,(), 
wo 


(l) dUZ+dv2+dW2=0, dU2+4+dV2+adW2=—0 


*) Diese Flichen gestatten eine Gruppe linearer Transformationen, die den 
Kugelkreis invariant lassen. 

**) Auch nicht Bjérling oder Bonnet sind, soviel mir bekannt, auf die 
betreffenden Ausnahmefiille eingegangen. 
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ist. Soll diese Fliche die gegebene Curve x, y, z enthaiten, so 
muss es mdglich sein, eine solche Relation zwischen ¢ und t anzu- 
nehmen, dass 

(2) x=U,+0,, y=V,+ 0,2, z= W,+ W, 

wird. Soll andererseits die Fliche lings der gegebenen Curve die ge- 


gebenen Richtungscosinus X, Y, Z besitzen, so ist hierzu nothwendig 
und hinreichend, dass die Gleichung 


Xdz+ Ydy+ Zdz=0 
oder die beiden aquivalenten Gleichungen 
(3) XdU,+ YdV,+ Z2dW,=0, XdU,+ YdV,+ ZdwW,=—0 
bestehen. Unser Problem wird daher analytisch formulirt durch die 
vereinigten Gleichungen (1), (2), (3). Wie man sieht, befriedigen so- 


wohl die Gréssen U,, V,, W, wie die Gréssen U,, V,, W, die 
Gleichungen 


dU?+ dV?+ dw?=—0O, 
XdU+ YdV+ ZdwW =0, 
(dx—dU)* + (dy—dV)* + (dz—dW)? —0, 
die im Allgemeinen jene Gréssen vollstindig bestimmen. Man erhiilt 
zuerst die fiquivalenten Gleichungen 
dU?+ dvV?+ adwWw?=—0, 
(4) XdU+ YdV+ ZdW=0, 
2(dxdU+dydV+dzudW) = ds? = dx’? + dy’ + dz’, 
aus denen folgt: 
Zds* — 2(Zdy— Ydz)dV = 2(Zdx— Xdz)dU, 
Xds? — 2(Xdy — Ydx)d V= 2(Xdz—Zdx)dW, 


und 
Z we i! ? 
[z ds? — (Zdy — Ydu)d v] + [ X as? — (Xdy—Yax)d v| 
+ (Zdx — Xdz)*dV? =0, 
oder durch Ausfiihrung, indem man die Identitiit 
Xdz+ Ydy+ Zdz=0 
beriicksichtigt, 


dst {(X?4 ¥?422(aV*—dyaV) 4+ “(224 x»} 0. 
Jetzt setzen wir voraus: einerseits, dass die vorgelegte Curve nicht 
die Gleichung ds? = 0 erfiillt, andererseits, dass der Ausdruck X*? + Y? 
+Z? von Null verschieden ist, geometrisch ausgesprochen, dass die 
lings der Curve x, y, 2 gegebenen Tangentenebenen nicht simmtlich 
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den Kugelkreis beriihren. Wir kénnen daher mit ds? dividiren und 
darnach X? + Y?~-+ Z? gleich 1 setzen. Dies giebt 


av?—dy -dV + (224 X% =0, 
woraus folgt 
2dV =dy +i (Xdz—Zdx). 
Durch analoge Rechnungen findet man die Gréssen dU und dW. 
Die Gleichungen (4) werden daher in allgemeinster Weise befriedigt, 
indem man setzt 
2dU =dx+i(Zdy — Ydz), 
2dV =dy + i(Xdz — Zdx), 
2dW = dz+i(Ydx — Xdy), 
wo man entweder iiberall das Zeichen + oder iiberall das Zeichen — 
zu nehmen hat. Nimmt man das eine Zeichen, so erhilt man die Gréssen 
dU,, dV, und dW,; nimmt man das andere Zeichen, so erhalt man 
die Gréssen dU,, dV,, dW,. Durch Quadratur findet man darnach 
die Gréssen U,, V,, W,; U,, V., Wy selbst. 
Denkt man sich die bekannten Gréssen x, y, z, X, Y, Z als 
Functionen eines Parameters « gegeben, so sind hiermit die Werthe 
der Gréssen U, --- W, lings der gegebenen Curve als Functionen von 


«% gefunden. Und dies geniigt zur Erledigung unseres Problems. Man 
setze in der That 

(5) =U, (uy) + U2 (ug); y= Vi (uy) + Vo(me); 2—= Wi (u,)+ We(uy), 
und fasse dabei wu, und u, als wnabhidngige Variabeln auf. Alsdann 
definiren unsere Gleichungen eine Minimalfliche, die die gestellten 
Forderungen erfiillt. 

Nimmt man daher eine beliebige (reelle oder imagindre) Develop- 
pable, die jedoch den Kugelkreis nicht enthalt, und wahlt eine beliebige 
auf derselben gelegene Curve, die die Gleichung ds* = 0 nicht befriedigt, 
so giebt es immer eine und nur eine Minimalfliche, die jene Develop- 
pable nach der gewdhlten Curve beriihrt. 

[2. Ich werde jetzt voraussetzen, dass die vorgelegte Curve die 
Gleichung ds* = 0 befriedigt, wihrend der Ausdruck X? + Y?+ Z? 
von Null verschieden ist. Alsdann lehren die Sitze 3. und 9. meiner 
ersten Abhandlung iiber Minimalflichen (Math. Aun. Bd. XIV, S. 336 
und 338), dass simmtliche lings der vorgelegten Curve gegebenen 
Tangentenebenen durch einen gemeinsamen Punkt des Kugelkreises 
hindurchgehen miissen. Ist dies der Fall, so giebt es unbeschrinkt 
viele Minimalflichen, die die gestellten Forderungen erfiillen.*) Man 


*) Betrachtet man eine jede Minimalcurve als eine Minimalfliche, was bei 
einer dualistischen Auffassung. erlaubt ist, so miissen die Entwickelungen des 
Textes modificirt werden. 
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findet dieselben, indem man die vorgelegte Minimalcurve nach den 
Regeln meiner Abhandlung mit einer ganz beliebigen zweiten Minimal- 
curve in passender Weise verbindet. 

Sei andererseits 

d?=0, X*+Y?+Z77=—0. 

In diesem Falle giebt es nach den Entwickelungen meiner soeben 
citirten Abhandlung ebenfalls unbeschriinkt viele Minimalfliichen, die 
unsere Forderungen erfiillen. Liasst man in der That eine ganz be- 
liebige Minimaleurve lings der vorgelegten Minimalcurve in Traus- 
lationsbewegung gleiten, so erzeugt die bewegliche Curve immer eine 
Minimalfliche, die die gestellien Forderungen erfiillt. 

Wir haben also nur noch die Hypothese 


de? 20, X?+ Y?+Z?=—0 


zu betrachten. Da eine Developpable, die gleichzeitig um den Kugel- 
kreis und eine Minimalflache von der Gleichungsform (5) umgeschrieben 
ist, die betreffende Minimalfliche immer nach einer Minimalcurve be- 
riihrt, so schliessen wir, dass unsere Hypothese durch diejenige De- 
veloppable, die gleichzeitig um die vorgelegte Curve x, y, z und den 
Kugelkreis geschrieben ist, und nur durch diese Developpable be- 
friedigt wird. 

3. Zugefiigt mége hier der Vollstiindigkeit wegen noch das 
Folgende werden. 

Im Vorangehenden ist, kénnen wir sagen, eine Minimalfliche 
durch eine continuirliche Schaar von oo' auf der Fliche liegenden 
Flichenelementen bestimmt worden. Dabei setzten wir ausdriicklich 
voraus, dass diese Flichenelemente nicht durch einen gemeinsamen 
Punkt gehen. Es liegt nahe zu fragen, ob eine Minimalfliche sich 
auch durch oo! durch einen gemeinsamen Punkt gehende Flichen- 
elemente bestimmen lasst. Dieser Punkt wiire dann ein Doppelpunkt 
mit gegebenem Tangentenkegel. 

Die soeben aufgeworfene Frage ist mit Nein zu beantworten. 
Denn nach einer Bemerkung von Geiser muss der Tangentenkegel 
eines auf einer Minimalfliche gelegenen Doppelpunktes immer den 
Kugelkreis enthalten. Es giebt andererseits unbeschrankt viele Minimal- 
flichen mit einem solchen conischen Punkt und es wire leicht, die- 
selben simmtlich zu bestimmen.*) | 

4. Ich will nun annehmen, dass eine algebraische Minimalfliche 


*) Bewegt man eine beliebige Minimalcurve derart, dass sie immer durch 
einen festen Punkt hindurchgeht, so beschreibt sie immer eine Minimalfliche mit 
einem conischen Punkt der verlangten Art. Und in dieser Weise werden alle 
derartigen Flichen beschrieben. 
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a=U,(t)+ U,(t)) y= VU+V,; 2=W,+ W, 

in eine algebraische Developpable eingeschrieben ist. Alsdanu kénnen 
wir bekanntlich voraussetzen, dass U,, V,, W,, U,, V., W, algebraische 
Functionen bez. von ¢ und t sind. Die Beriihrungscurve, deren Punkte 
die Coordinaten x,y, 2 besitzen mégen, wird dann bestimmt durch 
eine gewisse algebraische Relation zwischen ¢ und t. Also sind x, y, Z 
algebraische Functionen von ¢ (oder von t). Ist daher x keine Con- 
stante, so ist eine jede der Gréssen U,, V,,---, W, eine algebraische 
Function von x. Diese Bemerkung wird uns spiter niitzlich sein. 


§ 2. 
Algebraische Minimalflichen mit einer ebenen Kriimmungslinie. 


In diesem Paragraphen beschiftige ich mich mit algebraischen 
Minimalflichen, die einander unter constantem Winkel schneiden. 
Dabei setze ich zunichst voraus, dass die eine Fliiche eine Ebene ist. 
Alsdann hat die zweite Fliche eine ebene Kriimmungslinie. 

5. Ich suche die Minimalflichen, die eine vorgelegte krumme Linie 
als Kriimmungslinie enthalten. Dabei setze ich voraus, dass diese Curve 
in einer Ebene liegt, und dass diese Ebene nicht den Kugelkreis be- 
rihrt. Die gesuchten Flichen schneiden die Ebene nach einem be- 
kannten Satze unter constantem Winkel. Und daher lehren die Ent- 
wickelungen des vorangehenden Paragraphen, dass es einfach unendlich 
viele Flichen giebt, die die gestellten Forderungen erfiillen. 

Da die vorgelegte Ebene den Kugelkreis nicht beriihrt, kann ich 
durch eine zweckmiissige (reelle oder imaginiire) Bewegung immer 
erreichen, dass jene Kbene mit der Ebene z = 0 eines Cartesischen 
Coordinatensystems zusammenfiallt. Alsdann wird die vorgelegte Curve 
definirt durch zwei Gleichungen der Form 

= 0, p(x y)=0. 
Und da die Tangentenebene lings dieser Curve einen constanten Winkel 
mit der z-Axe bilden soll, kénnen wir setzen 
Z=y=Const., Xdx + Ydy =0, 
woraus, wenn wir die Bogenliinge der Curve xy mit s bezeichnen, 
S&L te 
ye = Fie). io 
Also werden die Minimalcurven der gesuchten Fliche bestimmt (Nr. 1.) 
durch die Gleichungen 
2U=x+tipy, 
2V =y +iyx, 
2W= +isyYl—y/. 
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Soll nun die Flache algebraisch sein, so ist (Math. Ann. Bd. XIV, 
S. 345, Satz 20) hierzu erforderlich und hinreichend, dass U, V und 
W (welches Vorzeichen wir auch wihlen mégen) sich als algebraische 
Functionen einer Hiilfsgrésse ¢ ausdriicken lassen. Und also werden 
sowohl x und y wie s algebraische Functionen von ¢. Was wieder 
zeigt, dass die Curve x, y die Evolute einer algebraischen ebenen 
Curve sein muss, indem s eine algebraische Function von x oder y 
sein soll. Dies giebt: 

Satz 1. Schneidet eine Minimalfliche eine Ebene unter constantem 
Winkel, so ist die Flache algebraisch, wenn die Durchschnittscurve, die 
eo ipso eine Kriimmungslinie der Fliche ist, die Evolute einer ebenen 
algebraischen Curve ist, sonst nicht. 

Dieser Satz ist eine erste Verallgemeinerung des ersten Henne- 
berg’schen Satzes (vergl. die Einleitung). Denn eine ebene geodiitische 
Curve ist an sich eine Kriimmungslinie, wihrend eine ebene Kriim- 
mungslinie im Allgemeinen keine geodiitische Curve ist. 

6. Der Satz 1. hingt genau zusammen mit einem allgemeineren 
Satze, den ich hier entwickeln werde, da derselbe im Folgenden ge- 
legentlich angewandt wird. 

Ich will iiberhaupt annehmen, dass zwei algebraische Minimal- 
flichen einander unter constantem Winkel schneiden, und seien x, y, z 
die Coordinaten eines laufenden Punktes der Schnittcurve. Ich bezeichne 
mit X,, Y,, Z, die Richtungscosinus der Tangentenebene der einen 
Fliche lings der Curve x, y,% und ebenso mit X,, Y,, Z, die ent- 
sprechenden Gréssen der zweiten Fliche. Da nun die beiden Flichen 
algebraisch sind, so lassen die Gréssen x, y, z sich als algebraische 
Functionen einer Hiilfsgrésse ¢ ausdriicken. Andererseits miissen sowohl 
die Integrale (§ 1., Schluss) 


[Z,dy —Y,du, {X,du—Z,dx, f{Y¥,dx — X,dy 
wie die entsprechenden Integrale 
{[Z,dy — Y,du, [X,d1—Z,dx, [Y,dx — X,dy 
algebraische Functionen von ¢ sein. 
Ich setze 


A,X, +4,X,=—&, 4¥%,+4,¥%,—9, 4,2,4+4,2,=—6 


und bemerke, dass die Constanten 4,, 4, sich derart bestimmen lassen, 


dass §,,€ die Richtungscosinus einer Ebene werden. Es ist in der 
That 


P+ Pt =A? + A,? + 24,4,(X, X,+ Y, Y,+2,2Z,), 
ferner ist nach Voraussetzung 


X,X,+ Y,¥,+ 2,2, =k = Const. 
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Man braucht daher nur 
A? + 4,2 + 24,4,k = 1 
zu setzen, um das erwiinschte Resultat zu erreichen. Hierbei wird 


4, bestimmt als Function der Grésse 4,, die selbst unbestimmt bleibt. 
Andererseits ist klar, dass die drei Integrale 


fédy ea ndZ, fed penn fdx, Snax et Edy 
simmtlich algebraische Functionen von ¢ sind. Und also geben unsere 
Entwickelungen den folgenden bemerkenswerthen Satz: 


Satz 2. Schneiden zwei algebraische Minimalflichen einander unter 
constantem Winkel, so giebt es einfach wnendlich viele algebraische 
Minimalfldchen, die durch die Schnittcurve hindurchgehen und einander 
dabet gegenseitig unter constantem Winkel schneiden. 

Aus diesem Satze, verbunden mit dem ersten Henneberg’schen 
Satze folgt mein Satz 1., den ich soeben direct bewiesen habe, als 
Corollar. 


§ 3. 
Algebraische Minimalflichen, die eine Cylinderfliche nach einer geo- 
datischen Curve beriihren oder schneiden. 


~ 


7. Sei vorgelegt eine Cylinderfliche, deren unendlich entfernte 
Spitze jedoch nicht auf dem Kugelkreise liegen darf.*) Ich suche die 
Minimalfliiche, die die Cylinderfliiche nach einer beliebigen geoditischen 
Curve beriilirt. 

Durch eine (reelle oder imaginiére) Bewegung lisst sich immer 
erreichen, dass die Erzeugenden des Cylinders mit der z-Axe eines 
Cartesischen Coordinatensystems parallel werden, sodass der Cylinder 
durch eine Relation der Form 


p(xy) = 0 
dargestellt wird. Der Kiirze wegen setze ich 
da? + dy? = ds’, 
so dass s die Bogenlinge des orthogonalen Querschnittes der Cylinder- 
fliche darstellt. 
Suche ich nun die Minimalfliche, die den Cylinder nach einer be- 
liebigen Curve x, y, % beriihrt, so muss ich (Nr. 1.) setzen 
Z=0, Xdx+ Ydy=0 
woraus 
dx dy _ds _ Ydx—Xdy 
(6) ae ee ee 





*) Eine Cylinderfliiche, deren Erzeugende siimmtlich den Kugelkreis in dem- 
selben Punkte schneiden, ist eine Minimalfliche. 
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Und also wird die gesuchte Minimalfliche bestimmt (Nr. 1.) durch die 
Gleichungen 

2U =x +ifYdz, 
(7) 2V =y+ifXdz, 

2W—=—2-+is. 


Soll diese Minimalfliche algebraisch sein, so muss sowohl der Cylinder 
(xy) = 0 wie die Beriihrungscurve x, y, z algebraisch sein. Endlich 
sahen wir in § 1. (Schluss), dass W eine algebraische Function von z 
sein muss. Also wird s eine algebraische Function von z und zu- 
gleich eine algebraische Function von x oder y. Hiermit ist nach- 
gewiesen, dass der Querschnitt eines jeden um eine algebraische Mini- 
malfliche umgeschriebenen Cylinders die Evolute einer ebenen alge- 
braischen Curve sein muss, wie der zweite Henneberg’sche Satz lehrt. 

Diese nothwendige Forderung ist indess keineswegs hinreichend, 
indem iiberdies die beiden Integrale f Ydz, / Xdz algebraisch sein 
miissen. Ich werde spiiter zeigen, wie man die allgemeinste Curve 
X, y, 2 findet, die diese Forderungen erfiillt. Hier beschriinke ich 
mich auf das Folgende. 

Ich werde annehmen, dass die Curve x, y, Z eine geoditische 
Curve des Cylinders ist. Alsdann besteht eine Relation der Form 

z=ks, (k = Const.) 
und also kommt (6), (7) 
2U =x + tkx = (1+ ik)x, 
2V my iky = (1Fiby, 
2W—=—kstis = (k+i)s, 
sodass die gesuchte Minimalfliche algebraisch wird. Dies giebt 

Satz 3. Die Minimalfliche, die einen Cylinder nach einer geo- 
ditischen Curve*) beriihrt, ist algebraisch, wenn der Querschnitt des 
Cylinders die Evolute giner ebenen algebraischen Curve ist, sonst nicht. 

‘Dieser Satz kann iibrigens auch folgendermassen ausgesprochen 
werden: 

Die Minimalfliche, die einen Cylinder nach einer (nicht ebenen) 
geodiitischen Curve beriihrt, ist algebraisch, wenn die Curve selbst alge- 
braisch ist. 

8. Ich suche jetzt die Minimalfliche, die die geoditische Curve 
einer Cylinderfliche als Haupttangentencurve enthilt. 

Seien wie friiher x, y, z die Coordinaten einer geodiitischen Curve 
eines Cylinders, und sei s die Bogenliinge des orthogonalen Quer- 


*) Ist die vorgelegte geodiitische Curve selbst eine Minimalcurve, und also 
k=+i, so reducirt sich die gesuchte Flache auf die vorgelegte Minimalcurve. 
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schnitts und 7 = ks. Bezeichne ich dann mit X , Y, Z die Richtungs- 
cosinus einer Osculationsebene der Curve, so finde ich durch elementare 
Ueberlegungen, dass 


— ae Kk 5 sey PE. 2 a 
ds VitR’ ds VitR’ - Vite 


ist. Und also kommt (Nr. 1.) 
2U =x FiyY1+F, 
2V=y+ixyi+P, 
2W =z. 


Ist daher die Curve x, y, z algebraisch, so ist dasselbe der Fall mit 
der gesuchten Minimalfliche. 

Die gefundene Minimalfliche schneidet den Cylinder und also 
zugleich die in der vorangehenden Nummer betrachtete Minimalfliche 
orthogonal. Also erhalten wir durch Anwendung von Satz 2. den 
folgenden Satz: 

Satz 4. Ist der Querschnitt eines Cylinders die Evolute einer ebenen 
algebraischen Curve, so giebt es einfach wnendlich viele algebraische 
Minimalflichen, die einander nach einer beliebigen geoditischen Curve 
des Cylinders schneiden. Je zwei Flichen schneiden einander dabei unter 
constantem Winkel. 

9. Ich nehme eine beliebige Raumcurve C, deren Osculations- 
ebenen einen festen (doch nicht rechten) Winkel mit einer Geraden L 
bilden, Alsdann ist C geodiitische Curve auf einem Cylinder, dessen 
Erzeugende mit ZL parallel sind. Soll daher die Minimalfliche, auf der 
C Haupttangentencurve ist, algebraisch sein, so ist hierzu nothwendig 
und hinreichend, dass der Querschnitt des Cylinders die Evolute einer 
algebraischen Curve ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass die 
Curve C algebraisch ist. Dies giebt 

Satz 5. Enthdlt eine Minimalfliiche eine Haupttangentencurve, 
deren Osculationsebenen constanten Winkel mit einer festen Geraden 
bilden, so ist die Fliche algebraisch, wenn die Curve algebraisch ist; 
sonst nicht. 


§ 4. 
Ueber eine Transformation der Minimalflichen, die die Biegung als 
speciellen Fall umfasst. 
[10. Sei vorgelegt die Minimalfliche 
a= U,(t)+ U(r), y= V(t) + Vi(t), 2 = W(t) + W,(r). 
Ich fiihre die Minimalcurve 
t= U; ? 


y=V,, #«=W, 
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durch eine orthogonale Transformation in eine neue Lage 

=U, y=V\, 2=W, 
iiber. Ebenso fiihre ich die Minimalcurve 

z=zU,, y= V,, s=W, 
durch eine andere orthogonale Transformation in die Lage 

a=U,, y=Vz, #«=W, 
iiber. Ich bilde die Minimalfliche 
=U, )+ Ut), y= VWO+VM(t), = W/O+ Wy (2) 
und betrachte dieselbe als die transformirte der urspriinglichen Fliache. 
Dabei betrachte ich zwei solche Punkte dieser Flichen, die demselben 
Werthsysteme ¢, t gehéren, als einander entsprechend. 

Die hiermit definirte allgemeine Kategorie von Transformationen, 
unter denen bis jetzt nur specielle Fille betrachtet sind, verdient, 
wenn ich nicht irre, allgemein untersucht zu werden. Hier beschrinke 
ich mich auf einige Bemerkungen, die, wenn es sich darum handelt, 


die einfachsten algebraischen Minimalflichen zu studiren, nicht ohne 
Interesse sind. 


Satz 6. Ist sowohl die urspriingliche wie die transformirte Fliche 
eine Doppelfliche, so haben beide Flichen dieselbe Classe. Ebenso wenn 
beide keine Doppelfliichen sind. Ist dagegen die eine und nur die eine 
Doppelfliiche, so ist ihre Classe nur halb so gross wie diejenige der 
zweiten Fliiche. 

Ist die urspriingliche Flaiche reell, und sind dabei die beiden 
orthogonalen Transformationen imaginiir-conjugirte Operationen, so 
ist auch die neue Fliche reell. 

Sind die beiden orthogonalen Transformationen Aehnlichkeits- 
transformationen, so sind die Tangentenebenen in je zwei entsprechen- 
den Punkten parallel. 

Sind die beiden orthogonalen Transformationen imaginiir -con- 
jugirte Aehnlichkeitstransformationen : 


2 —=(a+ai)z, y =—(ateiy, # =(a+ai)z, 
“’=(a—ai)x, y’ =(a—ai)y, 2 =—(a—ai)z, 
und ist dabei a? + «@ gleich 1, so ist das Bogenelement der neuen 
Fliche gleich dem entsprechenden Bogenelement der urspriinglichen 
Fliche*). Daher nennt man eine solche Transformation eine Biegung. 
(Die Theorie der Biegung der Minimalflichen riihrt von Bonnet her.) 





*) Dabei braucht die vorgelegte Fliiche keineswegs reell zu sein. 
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11. Die Bemerkungen der letzten Nummer finden eine interessante, 
wenn auch particulare Anwendung auf die in den vorangehenden Para- 
graphen betrachteten Flachenfamilien. 

Die Minimalflaichen, die eine vorgelegte ebene Curve z= 0, 
(xy) =0 als Kriimmungslinie enthalten, werden nach dem Voran- 
gehenden bestimmt durch die Formeln 
(83) 2U=x+iyy, 2V=—yFiyx, 2W=+isyYl1 — 7’. 
Setzt man insbesondere y = 0, so erhdlt man die Minimalfliche 
(9) 2U,=x, 2V,=—y, 2W,—-+is, 
die die vorgelegte Curve als geoditische Curve enthalt. Nun aber ist 
klar, dass die Minimaleurve (8) aus der Minimaleurve (9) durch eine 
imaginire orthogonale Transformation hervorgeht. 

Also hat die Minimalfliiche, die eine gewisse ebene Evolute als 
Kriimmungslinie enthilt, dieselbe Classe wie die Minimalfliche, die 
jene Evolute als geodiitische Curve enthdlt, dabei vorausgesetzt, dass ent- 
weder beide Fliichen Doppelflichen, oder auch dass keine unter ihnen 
Doppelfliiche ist. Ist nur die eine Fliche Doppelfliiche, so ist ihre Classe 
nur halb so gross. 

Jetzt betrachte ich den Cylinder g(zy) = 0, eine geodiitische 
Curve desselben, und die nach dieser Curve beriihrende Minimalfliche, 
die nach Nr, 7. durch die Gleichungen 

20, =(1+Fik)x, 2V,—(i+ik)y, 2W,—(k+i)s 
bestimmt wird. Auch diese Minimalcurve geht aus der Minimalcurve 
(9) durch eine orthogonale Transformation hervor, 

Die Minimalfliiche, die einen Cylinder nach einer nicht ebenen 
geodiitischen Curve beriihrt, geht durch Biegung verbunden mit einer 
Aehnlichkeitstransformation iiber in die Minimalfliiche, die den ortho- 
gonalen Querschnitt des Cylinders als ebene geodétische Curve enthiilt. 

Endlich sahen wir, dass die Minimalflache, auf der die besprochene 
geoditische Curve Haupttangentencurve ist, durch die Gleichungen 

2U,=xFiyVitR, 2V,=y+ixyl+FR, 2W,—ks 
bestimmt wird. Auch diese Minimalcurve geht aus der Curve (9) durch 
eine orthogonale Transformation hervor. Dasselbe gilt fiir die einfach 
unendlich vielen Minimalflichen, die sich (Satz 4.) nach unserer geodi- 
tischen Curve unter constantem Winkel schneiden. 

Also haben die im Satze 4. betrachteten einfach unendlich vielen 
algebraischen Minimalflichen im Allgemeinen dieselbe Classe. Und zwar 
bleibt diese Classenzahl invariant, wenn man von einer geoddtischen 

Curve des vorgelegten Cylinders zu einer anderen solchen Curve tibergeht. 

Zu einem Cylinder, dessen Querschnitt die Evolute einer ebenen 

algebraischen Curve ist, gehéren somit dreifach unendlich viele alge- 
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braische Minimalflichen, die im Allgemeinen dieselbe Classe be- 
sitzen. ‘ 

Wenn man z. B. auf die Henneberg’sche Minimalfliiche fiinfter 
Classe die angegebenen Operationen ausfiihrt, so erhilt man oo reelle 
Minimalflichen zehnter Classe. 

12. Man nehme eine beliebige reelle ebene Curve mit Mittelpunkt. 
Ihre Evolute besitzt dann ebenfalls einen Mittelpunkt und liisst sich 
daher darstellen durch die beiden aiquivalenten Gleichungen 

9(Xy)=9, p(—x, —y) =9. 
Diejenige Minimalfliche, die diese Evolute als geodiitische Curve ent- 
halt, wird bekanntlich bestimmt durch die Gleichungen 


(10) 2U=x, 2V=y, 2W=-+ is. 
Ihre Bonnet’sche Biegungsfliche wird bestimmt durch 
(11) 2U,—=tx, 2V,=ty, 2W,——s. 


Bestimmen nun die Gleichungen (10), wie ich annehmen werde, eine 
irreductible Minimaleurve, so entspricht jedem Punkte x, y, + is auf 
dieser Curve ein anderer Punkt mit den Coordinaten — 2, — y, + is. 
In Folge dessen ist die durch die Gleichungen (11) dargestellte Curve 
sich selbst conjugirt, indem zu jedem Punkte ix, iy,-—s ein anderer 
Punkt — iz, —iy, — s zugeordnet ist. 

In Folge dessen sind die beiden genannten Flaichen Doppelfliichen 
und haben somit dieselbe Classe. } 


§ 5. 
Die Minimalfliche, die die Evolute einer algebraischen Raumcurve nach 
dem Orte der Krimmungsmittelpunkte berihrt, ist algebraisch. 


Die Normalebenen einer Raumcurve umbhiillen bekanntlich eine 
Developpable, die ich der Kiirze wegen die Evolute der Raumcurve 
nennen werde. In diesem Paragraphen bestimme ich einfach unendlich 
viele algebraische Minimalflichen , die in die Evolute einer algebraischen 
Raumeurve eingeschrieben sind. Alle diese Flichen sind aihnlich mit 
den Biegungsflichen einer beliebigen unter ihnen gewihlten Fiche. 

13. Seien x yz die Coordinaten eines Punktes einer algebraischen 
Raumeurve. Die Coordinaten a, y,2, des Kriimmungsmittelpunktes 
sind -bekanntlich bestimmt durch die Gleichungen 


mot Type 
%=yYt+ py 72? 


z 
ay = Z + “et 4 yt 4 22 . 
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wo die Bogenlinge s der Raumcurve als unabhiingige Variable gewahlt 
ist. Die Tangentenebene der Evolute in einem Kriimmungsmittelpunkte 
besitzt die Richtungscosinus 2’, y’, 2’. Daher wird die Minimalfliche, 
die die Evolute nach dem Orte der Kriimmungsmittelpunkte beriihrt, 
bestimmt durch die Formeln 


2U=2, if dy, — y dz,), 

2V—=y, +i f(a dz, —# dzx,), 

2W=2, tif (y dx, — a dy,). 
Man findet 


20mm ti f (Pod i 


am CE: 
etpytpet etpytpe? ); 
oder wenn man die Integration ausfiihrt, und darnach die analogen 
Ausdriicke der Gréssen V und W hinzufiigt: 








, a’ 4 2 y” o. y’ 2” 
2U=2+ etpy?+ 7? +i ety? 2? 
y" , a2” i ga’ 
2V= y+ eet y+ 2% > ‘a +y?*4+22 ? 
‘ 2” - ya" —ay” 
2W=z -- re -yt+e? + v- x? + ye + 72 


Diese Formeln zeigen, dass die gesuchte Minimalfliche algebraisch 
ist. Also 

Satz 7. Die Minimalfliche, die die Evolute einer algebraischen 
Raumeurve nach dem Orte der Kriimmungsmittelpunkte beriihrt, ist 
algebraisch. 

14. Alle auf der Evolute gelegenen Punkte &, 7, € werden be- 
kanutlich erhalten, wenn man in den Formeln 


= x” vr «t 
§ —_ x + a2 +. y+ an + k * a’? + y”? + 2? ’ 











y” a's” — sa” 
g=¥+ ei+y?+e2 +k et+y?+e%” 

2” , ya — ay” 
f= 8s +. eepy?+e + k etty?t 7? 


der Grésse k successiv alle méglichen Werthe ertheilt. Giebt man 
dagegen k einen bestimmten Werth, so erhiilt man eine auf der Evolute 
gelegene Curve. Die nach dieser Curve beriihrende Minimalfliche 
wird bestimmt durch die Formeln 


2U,=Etif (dy — yds), 
2V, =n +i f (a'dg — dé), 
2Wi=t+if(ydk — adn), 
woraus durch Ausfiihrung 
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20, = (1Fik) («+ ate +t git yt et)? 
(12) 2V, = (1Fik) (y + ar hare +1 yaytpa ), 





2W, = (1+ ik) (2 > x <9 4 72 +i ey? a ): 
Hiermit ist nachgewiesen, dass diese Minimalfliche algebraisch ist, 
welchen Werth auch die Constante k haben mag. Also: 

Satz 8. In die Evolute einer algebraischen Raumcurve kann 
man jedenfalls einfach unendlich viele algebraische Minimaljlichen ein- 
schreiben. 

In spiteren Paragraphen zeige ich, dass es oo” algebraische 
Minimalflichen giebt, die in unsere Evolute eingeschrieben sind. 


[15. Wie man sieht, bestehen Relationen der Form 

U,=(1+0k) U, V,=(1Ftk) V, W,=(i+-ik) W 
In Folge dessen geht die in Nummer 13. betrachtete Minimalfliche 
durch Biegung verbunden mit einer reellen Aehnlichkeitstransformation 
in die Flichen der Nummer 14. iiber. 

Die Beriihrungscurven §7€ dieser letzten Flichen kénnen folgender- 
massen geometrisch definirt werden. Durch die Tangenten der vor- 
gelegten Curve xyz legen wir Ebenen, die mit den entsprechenden 
Osculationsebenen constanten Winkel bilden. Jede solche Ebene 
schneidet die entsprechende Kriimmungsaxe in einem Punkte, der 


sicher auf der Evolute ar Der Inbegriff der hiermit erhaltenen Punkte 
ist eine Curve &, , §.*)] 


§ 6. 
Jede algebraische Minimalfliche ist eingeschrieben in oo‘ Evoluten von 
algebraischen Raumcurven. 

Die Entwickelungen des vorangehenden Paragraphen fiihren zu 
der Frage: Wie viele algebraische Raumcurven giebt es, in deren 
Evolute eine vorgelegte algebraische Minimalfliiche eingeschrieben ist? 
Mit dieser Frage werde ich mich jetzt beschiftigen. 

16. Sei 


a= Ut) + U(t), y= VO + Vt), = WO) + W,%(r) 
eine vorgelegte Minimalfliiche. Ich setze 


*) Wickelt man die Evolute in eine Ebene ab, so wird die Curve &, 7, £ 
die schiefe Fusspunktcurve eines gewissen Punktes hinsichtlich derjenigen Curve, 
in welche die Riickkehrkante tibergegangen ist. 
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U+A=U,, U,—A=U,, 
V°+B=SJ,, V,,— B= D,, 
W,/°+C—=W,, WwW, —C=W,, 
wo A, B und C arbitriire Constanten bezeichnen sollen. Alsdann 
definiren die Gleichungen 
«=U,+ U0, y=V,;+),, «e=W,+ W, 
wiederum die vorgelegte Minimalfliche. 
Ich fiihre drei neue Gréssen &, 7, § ein, indem ich setze 








—§&—2U, ve n—2V, eh ¢—2W, 
;  _— a oo 
(13) &é—2U, 1-29, f—2W, . 
—_— i... — 


hierdurch werden die Parameter ¢ und t durch eine Relation verbunden. 
Die variablen Gréssen &, », € interpretire ich als die Coordinaten der 
Punkte einer algebraischen RKaumcurve. Ich werde zeigen, dass die 
vorgelegte Minimalfliiche in die Evolute dieser Curve eingeschrieben ist. 


Ks ist 
dU? +aV?°+dw? =0=dULf+dv2+dw,, 
also kommt 
(§—2U,)? + (n—2Vi)? + 6-2 Wi)? = 0 
(14) | (E—2U;)* dU; + (y—2Vi) dV; + (§€—-2Wi) dW; =90 
(¢ = 1, 2) 
und durch Differentiation der Gleichungen (14), indem man die iibrigen 
Relationen beriicksichtigt 
duU,§ + dViy + dW, =0=—dU~,§ + dV, +dwW,f, 
(E—2U,)F + (y—2V,) 9 + (§—2W,) 6 =0 = (E—20,) 8 +---- 
Durch Differentiation dieser letzten Gleichungen kommt 
(§—2U,)8"+ (y—2V,) y+ C—2 Wi) 8+ (E?-+-?-+ &) = 0, 
(§—2U,)&" + (yn —2V,.)n" + (€—2 W,) f+ (6?-+? +87) = 0. 
Wir wihlen die Bogenliinge der Curve § 4 § zur unabhiingigen Variable. 


Alsdann wird 
a he See 


In Folge dessen werden die Gleichungen 


| (§—2U? +(—2V? +(¢—-2WyP =0, 
(15) (6-2U)& + (n—2V)y +(6-2W)& =O, 
(§—2U)8"+ (g7—2V)n" + 6-2 W)+1—0 
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sowohl durch U, V, W, wie durch U, V, W, befriedigt. Die drei 
letzten Gleichungen geben durch Auflésung 





e+ a +e" 
‘ o” . x ag peel , ,” 
2V—at pep yeper +! “ + re ‘lil 
7 oe ae ae | ae 
Wetter fips 


Diese Gleichungen zeigen in der That (Nr. 13.), dass die vorgelegte 
Minimalfliiche in die Evolute der Raumcurve §  € eingeschrieben ist. 
Und da diese Curve von den drei arbitriiren Parametern A, B, C ab- 
hingt, erhalten wir den Satz: 

Satz 9. Jede algebraische Minimalfliche beriihrt dreifach unendlich 
viele Evoluten algebraischer Raumcurven nach dem Orte der Kriimmungs- 
mittelpunkte*). 

Zerfillt die Raumeurve § 7 £, so nennt man bekanntlich jeden 
Theil derselben Focalcurve der iibrigen Theile. Dies giebt den Satz: 

Satz 10. LBeriihrt eine Minimalfliiche die Evolute einer Raum- 
curve nach dem Orte der Kriimmungsmittelpunkte, so steht sie in dem- 
selben Verhiiltniss zu den Evoluten aller Focalcurven. 

17. Ich betrachte wiederum eine beliebige algebraische Minimal- 
fliiche 
(16) «= U/@)+ Ut), y= V+ VY, = W,+ W,’. 


Ich setze 
m +s (U,+ A) = U,, ate (U,%— A) = U,, 
m te (V.O4B =m V,, 2% (V,9—B)—J,, 


S - 


=+ " (W,O+C)=W,, ™t* (WC) = W,, 


wo A, B,C und ~ arbitrére Constanten bezeichnen solleu. Alsdann 


definiren die Gleichungen 


m n 
t= en Ut pw Ue 


m 


n 
I~ ate Ntape > 


m n 
a +n Wit m+n W, 


wiederum die vorgelegte Minimalfliche. 


*) Vergleiche hierzu Satz 12. 
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Sodann fiihre ich drei Variable &, 7, € ein, indem ich setze 











§-JU, pee n— V; jag f— W, 
aU, dV, aw, ’ 

Ss | eee ee ee 
qa, ~~ aY¥;z aw, °? 


hierdurch werden die Parameter ¢ und t durch eine Relation verbunden. 
Ausserdem ist 

dU?+dV2+ dW, =(0=—dU,7+dV,+dw,?. 
Also erhilt man, indem man ganz wie in der vorangehenden Nummer 
verfihrt, die Formeln 








& yee f hoa f eee 

Um t+ ry . ae er re ae 
= 4+ 4. je 

nae aS ete 

aia + +e 

Ctoirger tine 


wo das eine Zeichen die Gréssen U,, V,, W,, das zweite Zeichen die 
Gréssen U,; V,, W, liefert. 
Es giebt nun immer eine Constante k, die die beiden Relationen 








m _. 1—sk 

m+n 2 ’ 
(17) n _ 1+itk 

m+n 2 


befriedigt. Also ist unsere Minimalfliiche (§ 5., Nv. 14.) eingeschrieben 
in die Evolute der Raumeurve § 7 §. Und da diese Curve vier arbitrdre 


Parameter, A, B, C, ~ enthilt, erhalten wir den Satz: 


Satz 11. Jede algebraische Minimalfliche ist jedenfalls in vier- 
fach unendlich viele Evoluten algebraischer Raumcurven eingeschrieben. 
Ich will insbesondere annehmen, dass die Minimalfliche (16) reell 
ist, und dementsprechend setzen 
A=ia, B=ib, C=ic, m=u+vi, n=pe— nr, 
wo a,b,c, w und v reelle Constanten bezeichnen. Alsdann kommt (17) 
Rie 
u 
und folglich ist die Curve & 7 € reell, das heisst, sie wird bestimmt 
durch reelle Gleichungen. 
Jede reelle algebraische Minimalfliche ist daher eingeschrieben in 
co! Evoluten von reellen algebraischen Raumcurven. 
Auch bei den Entwickelungen dieser Nummer ist zu bemerken, 
dass die Raumeurve — 7 € in mehrere Curven, deren jede Focalcurve 
zu den iibrigen ist, zerfallen kann. 


? 


31* 
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§ 7. 
Synthetische Betrachtungen. 


[Ich werde kurz zeigen, wie ich die interessanten Theorien der 
letzten Paragraphen urspriinglich fand. 


18. Seien 
(18) a =2U,(), 4 =2V,4, 2,=2W,() 
und 
(19) m= 2U,(2), f= 2V,(t), = 2Wy(2) 


die Gleichungen zweier algebraischer Minimalcurven. Ich verbinde 
einen beliebigen Punkt 2, y, 2, mit einem beliebigen Punkte x, y, z, 
und suche den Mittelpunkt 


= ; (yj +2,), y= ; (Y+%), 2= + (4, + 2.) 
dieser beiden Punkte. Der Ort dieser Mittelpunkte 
(20) a=U,+ U,, y= V,+ V2, 2=W,+ W, 
ist bekanntlich eine Minimalfliiche (Math. Ann. Bd. XIV, p. 334 u. 337), 

Zu bemerken ist hierbei, dass die Tangentenebene der Fiche 
zwei Gerade enthilt, die mit den entsprechenden Tangenten der Curven 
(18) und (19) parallel sind. Construirt man daher die um diese beiden 
Curven umgeschriebene Developpable D, so beriihrt dieselbe die Mini- 
malfliiche nach einer gewissen Curve S. 

Ich werde zeigen, dass die Developpable die Evolute einer alge- 
braischen Raumecurve ist, und dass S der Ort der Kriimmungsmittel- 
punkte ist. 

Man construire in der That die beiden Developpablen, deren Riick- 
kehrkanten die Minimaleurven (18) und (19) sind. Diese Flichen 
schneiden sich nach einer Raumcurve C, deren Evolute bekanntlich 
eben D ist. Dabei ist die Curve S der Ort der Kriimmungsmittel- 
punkte. 

Hiermit erkennen wir also wie friiher, dass die Minimalfliche (20) 
in die Evolute der Curve C eingeschrieben ist. Und da die Gleichungen 
unserer Minimalfliche auch folgendermassen geschrieben werden kénnen, 


«= (U,+A)+(U,—A), 
y=(V,+ B)+ (V,—B), 
2e=(W,4+C)+(W,—0), 
wo A, B,C arbitriire Constanten sind, so sehen wir, dass unsere 
Minimalfliche dreifach unendlich viele Evoluten algebraischer Raum- 
curven nach dem Orte der Kriimmungsmittelpunkte beriihrt. 
Es ist méglich, diesen schon friiher bewiesenen Satz zu vervoll- 
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stindigen. Soll in der That die Minimalfliiche (20) die Evolute einer 
Raumeurve C’ nach dem Orte der Kriimmungsmittelpunkte beriihren, 
so miissen nach dem Vorangehenden die auf der Minimalfliiche ge- 
legenen Minimalcurven mit denjenigen beiden Minimalcurven, deren 
Developpablen durch C’ hindurchgehen, ahnlich und gleichgestellt sein. 


Und dabei soll das Aehnlichkeitsverhiiltniss gleich + sein. Hieraus aber 


fliesst, dass es nicht mehr als dreifach unendlich viele Curven C’ giebt, 
die die gestellten Forderungen erfiillen. 

Satz 12. Jede Minimalfliche beriihrt co3 und auch nicht mehr 
Ewoluten von algebraischen Raumcurven nach dem Orte der Kriimmungs- 
mittelpunkte. 

Ist insbesondere die vorgelegte Fliiche reell, so kénnen wir an- 
nehmen, dass U, und U,, V, und V,, W, und W, conjugirte Func- 
tionen ihrer Argumente sind. Setzen wir daher 

A=ia, B=ib, C=ie, 
wo a,b und ¢ beliebige reelle Gréssen sind, so erhalten wir oo? um- 
geschriebene Evoluten, deren jede durch eine reelle Gleichung dar- 
gestellt wird. 

Zerfallt die Schnittcurve zwischen den Developpablen der Minimal- 
curven (18) und (19), so ist jede Theilcurve Focalcurve zu den iibrigen 
Theilen. Alsdann zerfillt eo ipso die umgeschriebene Evolute in 
die Evoluten der gegenseitigen Focalcurven. 

Man wihle z. B. eine Raumcurve mit einer Symmetrieebene, die 
wir als yz-Ebene wiihlen. Es ist dann klar, wenn wir voraussetzen, 
dass die Developpable, die gleichzeitig um die Curve und den Kugel- 
kreis umgeschrieben ist, irreductibel ist, dass danu ihre Gleichung die 
Grésse x nur als Quadrat enthilt. Und da die Developpable die 
yz-Ebene weder beriihrt, auch nicht orthogonal schneidet, so ist die 
betreffende Schnittcurve eine Doppelcurve der Developpable. 

Nimmt man daher eine Raumcurve mit einer Symmetrieebene und 
construirt diejenige Minimalfliche, die ihre Ewvolute nach dem Orte der 
Kriimmungsmittelpunkte beriihrt, so hat diese Fliche immer dann eine 
ebene geodiitische Curve in der Symmetrieebene, wenn die um die Raum- 
curve und den Kugelkreis wmgeschriebene Developpable irreductibel ist. 

Ist z. B. die vorgelegte Curve eine Parabel, so erkennen wir, dass 
die Minimalfliche, die die Evolute dieser Parabel als ebene geodiitische 
Curve enthilt, zugleich die Evolute der Focalparabel als ebene geodi- 
tische Curve enthilt. (Vergleiche Henneberg’s friher citirte Arbeit.) 

Andererseits ist klar, dass die Minimalfliche, die die Evolute 
einer Ellipse oder Hyperbel als ebene geodiitische Curve enthilt, zu- 
gleich die Evoluten der beiden Focalkegelschnitte als ebene geoditische 
Curven enthiilt. 
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An dieser Stelle scheint es mir niitzlich den folgenden Satz, der 
an und fiir sich ziemlich selbstverstindlich ist, der iibrigens im Voran- 
gehenden schon als bekannt vorausgesetzt worden ist, ausdriicklich 
auszusprechen : 

Satz 13. Enthdlt eine Developpable zwei algebraische Minimal- 
curven (oder eine solche, die alle Erzeugende zweifach schneidet), so ist 
die Developpable die Evolute einer algebraischen Raumcurve , nédmlich 
der Schnittcurve zwischen den Developpablen der beiden Minimalcurven. 

17. Seien wiederum 

za=U,, y=, 4 = W, 
und 
%=U,, Y= V,, = W, 
zwei Minimalcurven. Alsdann bestimmen die Gleichungen 


n 


m 
oe m+n UO, + m+n U;, 

m n 
ame Se “+ -% +n Vr, 

m n 

m+n W. + m+n W,, 
was auch die Constanten m und m sind, immer eine Minimalfliche. 
Construirt man nun diejenige Developpable, die gleichzeitig um jene 
beiden Minimaleurven umgeschrieben ist, so erkennt man wie in der 
vorangehenden Nummer, dass die Minimalfliche in diese Developpable 
eingeschrieben ist. Und andererseits lehrt der vorangehende Satz, dass 
die Developpable die Evolute einer algebraischen Raumcurve ist. Hier- 
mit haben wir eine syuthetische Begriindung der Satze 8. und 11. er- 


halten. | 


saz - 


§ 8. 
Bestimmung aller algebraischen Minimalflachen, die in einen algebraischen 
Kegel eingeschrieben sind. 


Der zweite Henneberg’sche Satz lehrt, dass algebraische Mini- 
malflichen sich nicht in alle algebraische Cylinder einschreiben lassen. 
Es liegt somit nah zu vermuthen, dass sich auch nicht in alle alge- 
braische Kegel algebraische Minimalflichen einschreiben lassen. Merk- 
wiirdigerweise stellt sich die Sache anders. Ich werde in der That 
jetzt zeigen, dass sich in jeden algebraischen Kegel, dessen Spitze im 
endlichen Raume liegt, und welcher dabei keine infinitesimale Kugel 
ist, unbeschrankt viele (co”) algebraische Minimalflichen einschreiben 
lassen. Gleichzeitig bestimme ich alle diese Flaichen. 

20. Sind z, y, 2 die Coordinaten der Punkte einer algebraischen 
Raumeurve, so wird die Minimalfliche, die die Evolute nach dem Orte 
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der Kriimmungsmittelpunkte beriihrt, bestimmt durch die friiher ge- 
fundenen Formeln: 


a” : 2 y” . y 2” *. 
v= x + xz? + y? + 72 -}. a eet y”® +22 = 2 + Xo, 





Veyt+ Fay +7 pyaar =" tH, 

W=e+ a? vr -?: yt = % tie: 

Die Bonnet’sche Biegungsfliiche wird bekanntlich bestimmt durch 
die Gleichungen 

UO, = —%+i4,, Vi=—ytiy, Wi=—% tin. 
Hierbei ist die Curve 2, y, 2, der vorgelegten Fliiche in die Curve 
%y Yo 2, der neuen Fliiche iibergegangen. Die Tangentenebenen der 
neuen Fliche lings dieser Curve besitzen die Richtungscosinus 2’, y’, 2’, 
das heisst dieselben Richtungscosinus wie die entsprechenden Tangenten- 
ebenen der vorgelegten Fiche. 

Wir werden zeigen, dass die besprochenen Tangentenebenen der 
neuen Flaiche durch einen gemeinsamen Punkt, namlich den Coordi- 
natenanfangspunkt gehen. Dies geht unmittelbar daraus hervor, dass 
die Gleichung 

U ho + YY, +22, =, 
wie man durch Ausfiihrung findet, identisch besteht. So folgt: 

Satz 14. Beriihrt eine Minimaifliche die Ewvolute einer Raum- 
curve lings dem Orte der Kriimmungsmittelpunkte , so ist die Bonnet’ sche 
Biegungsfliche eingeschrieben in einen Kegel, dessen Tangentenebenen 
mit den Tangentenebenen der Evolute parallel sind. Die Distanz der 
Kegelspitze von einem beliebigen Punkte x, y, 2, der Beriihrungscurve 
ist gleich dem Kriimmungsradius der urspriinglichen Raumcurve in dem- 
jenigen Punkte, dessen Tangente zu der betreffenden Tangentenebene der 
Biegungsfliche senkrecht steht. 

Der letzte Theil dieses Satzes beruht darauf, dass die Gleichung 


‘ 1 
a? + YQ? + 2.7 = o?t+y?+e2? 





wie man durch Ausfiihrung zeigt, identisch stattfindet. 

Friiher fanden wir, dass eine jede (algebraische) Minimalfliiche 
co* Evoluten von (algebraischen) Raumeurven nach dem Orte der 
Kriimmungsmittelpunkte beriihrt. Den betreffenden Berithrungscurven 
entsprechen dabei auf der Bonnet’schen Biegungsfliiche die oo Curven, 
nach denen diese Fliche von ihren Tangentenkegeln beriihrt wird. 
Und da die Beziehung zwischen den beiden Minimalflichen eine gegen- 
seitige ist, folgt, dass auch die Beriihrungscurven der urspriinglichen 
Fliche mit ihren Tangentenkegeln diejenigen Curven der Biegungs- 
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fliche liefern, nach denen dieselbe von umgeschriebenen Evoluten nach 
dem Orte der Kriimmungsmittelpunkte beriihrt wird. 
21. Ist nun gegeben ein beliebiger algebraischer Kegel 


f( = ? % ) _ 0, 


2 


der jedoch keine infinitesimale Kugel sein darf, so findet man folgender- 
massen vermdge des letzten Satzes unbeschriinkt viele algebraische 
Minimalflichen, die in ihn eingeschrieben sind. Ich setze 


t u 

f(< _— )\= 0 
und interpretire dabei mit Pliicker die Gréssen ¢, u,v als Coordi- 
naten der allgemeinen Ebene 


tx, + uy, + ve, —1=0. 
Sodann fiige ich eine arbitriire algebraische Relation zwischen ¢, u, v 
gy (tuv) = 0 

hinzu. Alsdann bestimmen die vereinigten Gleichungen f= 0, g = 0 
die Osculationsebenen einer algebraischen Raumcurve, deren Binormalen 
mit den Erzeugenden des vorgelegten Kegels parallel sind. Sodann 
nehme ich auf jeder Erzeugenden einen Punkt p, dessen Distanz vom 
Coordinatenanfangspunkte, das heisst von der Kegelspitze, gleich dem 
entsprechenden Kriimmungsradius der Raumcurve ist. Der Inbegriff 
der Punkte p bildet eine Curve, und diejenige Minimalfliche, die den 
Kegel nach dieser Curve beriihrt, ist nach den Entwickelungen der 
voraugehenden Nummer die Biegungsfliiche einer algebraischen Mini- 
malfliche, und in Folge dessen selbst algebraisch. Also 

Satz 15. Es giebt wnendlichfach unendlich viele algebraische Mini- 
malfliichen, die in einen beliebigen algebraischen Kegel eingeschrieben 
sind. Um eine solche Fliche zu finden, nimmt man eine beliebige alge- 
braische Rawmcurve, deren Binormalen mit den Erzeugenden des vor- 
gelegten Kegels parallel sind. Auf jeder Erzeugenden bestimmt man 
denjenigen Punkt p, dessen Distanz von der Kegelspitze gleich dem ent- 
sprechenden Kriimmungsradius der Raumcurve ist. Diejenige Minimal- 
fiche, die den Kegel nach dem Orte der Punkte p beriihrt , ist algebraisch. 

Ist der vorgelegte Kegel insbesondere reell, so ist es immer midg- 
lich eine solche reelle Gleichung g(tuv) = 0 zu wihlen, dass die 
Gleichungen f = 0, mg =O die Osculationsebenen einer reellen Raum- 
curve bestimmen. Alsdann giebt die Methode des vorangehenden 
Satzes eine algebraische Minimalfliiche, die den vorgelegten Kegel nach 
einer reellen Curve beriihrt, das heisst eine reelle eingeschriebene 
Minimalflache. 
22. Der letzte Satz erhilt dadurch eine noch gréssere Wichtig- 
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keit, dass die angegebene Construction sémmtliche algebraische Mini- 
malflachen liefert, die in den vorgelegten Kegel eingeschrieben sind. 
Seien in der That 
§=—2,, N= %, f=—2, 
die Gleichungen der Beriihrungscurve zwischen dem vorgelegten Kegel 
und einer beliebigen eingeschriebenen algebraischen Minimalfliche. 
Die Richtungscosinus X, Y, Z der Tangentenebenen des Kegels, dessen 
Spitze im Anfangspunkte liegen mag, sind bestimmt durch die Gleichungen 
Xa,+ Yy,+ Z2,=0, Xda,+ Ydy,+ Zdz,=—0, 
woraus 
x Y ‘a Z 
Yo | % eo hoe | & “Ye ? 

| dy, dz | | da, da, | | dit, dy, | 


Setze ich dann 
(21) da,—Zdy,—Ydz,, dy,=Xdz,—Zdzx,, dz,= Ydxz,— Xdy, 
so wird die nach der Curve a, y,2, beriihrende Minimalfliche be- 
kanntlich bestimmt durch die Gleichungen 

U=2,+ia,, Ve=y,tiy,, W=2,+ t4. 


Es bestehen, wie man leicht verificirt, die folgenden Formeln 


dz, = Ydz,— Zdy,, 
dy, = Zdx, — Xdz,, 
dz, = Xdy,—- Ydz,, 
(22) Xx, + Yy, + Ze, =0, 
Xdx, + Ydy, + Zdz,=0, 
xdX +y,dY+2,dZ7=—0, 
Xda, + Ydy, + Zdz,=—0. 
Wir fiihren drei neue Gréssen 2, y, 2 ein, indem wir setzen 
w=2,+ Ye,— Zy, 
y=, + 2x, — Xz,, 
e=2,+Xy, — Ya; 
dabei interpretiren wir x,y,z als Coordinaten der Punkte einer Raum- 
curve, deren Bogenliinge s heissen mag. Diese Raumcurve ist alge- 
braisch. Durch Beriicksichtigung von (21) folgt 
dz =2,dY — y,dZ, 
(23) dy = x,dZ —2,dX, 
dz =y,dX—2,dY, 


woraus 


(24) a ,dx + y,dy + 2,dz2=—0. 
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Andererseits findet man (23), (22) 


= (2,4, Z — 2,2 Y — z,? Y + %y,X) adY 

+ (%_2,X— 2,?Z —y,? Z+ y,2, ¥) dZ 

+ (Y2% Y— y,?X— 2,2>X + 2,%,Z) dX 

= — (x,?+ y,? + 2,") (XdX + YdY+ ZdZ)=0. 
Diese Gleichung driickt aus, dass die drei Geraden, deren Richtungs- 
cosinus bez. 2,y,2,; X YZ; dxdydz sind, in derselben Ebene 
Und da nach (22), (24) die beiden letzten Richtungen auf 


ersten senkrecht stehen, so miissen sie identisch sein, das heisst, 
es ist 


liegen. 


Also kommt 


a dx a dy ~ a = dz acd 


Die obenstehenden Formeln erlauben die Groéssen 2, y, 2;, 2, Yo 2 
als Functionen von xyz, ay 2, x’ y” 2” auszudriicken. 

Setzt man in der That 
U;=2,+ie,, V=ytiyn, Wy=4, tig, 
U, V, W, zwei Gréssensysteme darstellt, so bestehen, wie 


man durch Ausfiihrung ohne Schwierigkeit verificirt, die drei folgenden 
Relationen 


wobei 


(25) 
(26) 


Differentiirt man die niachstletzte und beriicksichtigt dabei die letzte 
Gleichung, so findet man 


(U,—2) 2” + (V,—y) 9” + (W,—2) 2” —1=0. 
Die Gleichungen (25), (26), (27) geben durch Auflésung 


(27) 


t+ apy gaet typ yg? KU tin, 
5 y” : a's” — 22” - . 
y+ etpy?t+7? +t eetpty?t+22 — Yi ety 5 
=e 9 2” ‘ ya’ — avy” _ ‘ 
s+ ax y?pe +i ettyttaet + té, 


woraus 





S. Li. 


Yo 4 











| 
YSlaet+|% Zl ayt |Z yl as 





dx dy dz ds 
— ew <a . 3 





ds ds ds 


(U,—z? + (V,—-y? +(W,-—2? =0, 
(U,—=2)a'+ (V,—y)y+ (W,—2)e =0, 
vdU,+ydV,+¢dWw,=0. 
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on Se Sas fy" — y's" 
i= 2+ Re 47 3 =a + eety?tee ? 
y" a2” =e 2a" 
4=yt+ wetytte? %2= + w?+y?+e" ? 
x tr 2 Ve yf a” ae a y” 
fy = 8+ 3 +ytpe? ? = + 3 eepytte? 


1 
ay? + yp? + 2,7 = a? py?+e2 





Diese Formeln zeigen, dass die vorgelegte eingeschriebene Minimal- 
fliche erhalten wird, wenn die Operationen der vorangehenden Nummer 
auf die Raumcurve 2 yz angewendet werden. Dies giebt 

Satz 16. Die Operationen der vorangehenden Nummer liefern alle 
algebraischen Minimalfliichen, die in einen vorgelegion algebraischen 
Kegel eingeschrieben sind. 

Insbesondere findet man alle reellen algebraischen Minimalflichen,; 
die sich in einen reellen algebraischen Kegel f = 0 einschreiben lassen, 
wenn man, wie im Schlusse der vorangehenden Nummer geschehen, 


zu der reellen Gleichung f (— *) = 0 eine arbitrire reelle Gleichung 


y (tuv) = 0 hinzufiigt. 


§ 9. 
Ueber die in eine algebraische Developpable eingeschriebenen 
algebraischen Minimalflichen. 


In diesem Paragraphen zeige ich, dass in jede um eine algebraische 
Minimalfliche umgeschriebene Developpable unbeschriinkt viele (co”) 
algebraische Minimalflichen eingeschrieben werden kénnen. Ich gebe 
ferner eine bemerkenswerthe Construction dieser eingeschriebenen 
Flichen. 

23. Sei ¢ ein Parameter, dessen verschiedene Werthe den ver- 
schiedenen Erzeugenden einer algebraischen Developpablen zugeordnet 
sind, und seien X, Y, Z die Richtungscosinus der Tangentenebenen 
der Developpable. Da eine Developpable nur oo' Tangentenebenen 
besitzt, und da jede Ebene lings einer Erzeugenden beriihrt, so sind 
X, Y, Z Functionen von ¢, und von ¢ allein. 

Seien §,, 4,, §, die Coordinaten der Punkte, in denen eine vor- 
gelegte algebraische Minimalfliiche die Developpable beriihrt. Ebenso 
seien §,,,€ die Punktcoordinaten der Beriihrungscurve unserer Deve- 
loppable mit einer beliebigen anderen Minimalfliche. Dabei sind so- 
wohl £,, ,, & wie &, 7), € Hunctionen von ¢. 

Unsere Voraussetzung, dass die erste Minimalfliiche algebraisch 
sein soll, kommt darauf hinaus, dass die drei Integrale 
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f (Zan, — Ydg,), J (Xdg, — Zdé,), J (vdé, — Xdy,) 
algebraische Functionen von ¢ sind. Und die Forderung, dass auch 
die zweite Fliche algebraisch sein soll, kommt darauf hinaus, dass 
auch die drei Integrale 


J (Zdn, — Yat), Jf (Xd, —Zdk,), f(Ydt, — Xdn,) 
algebraische Functionen von ¢ sein sollen. Diese Forderung ist aber, 
wenn wir 


f& — FS, t— MH, & —b —% 
setzen, und darnach 2,, y,, 2, als unbekannte Gréssen anstatt &, 7,, 6, 
einfiihren, mit der Forderung fiquivalent, dass die drei Integrale 
(28) fZdy,-- Ydz,, f{Xdz,—Zdz,, fYdx,— Xdy, 
algebraische Functionen von ¢ sein sollen 

Es ist 

Xdé, + Ydn, + Zdé, =—0, 
Xdé, + Ydn, + Zdé, =0, 
woraus folgt 
Xdz, + Ydy, + Zdz,=0. 
Ks ist ferner | 
X (&,—§)) + Y(m.—m) + Z (&—§,) = 9, 
da —&,—&,, yn. —n,, & — §, mit den Richtungscosinus der Erzeugenden 
proportional sind. Also kommt 
Xa, + Yy, + Ze, = 0. 
Endlich sind die Richtungscosinus der Erzeugenden durch eine Relation 
“( &2— & Ne — % 
f Se e fh bs —o ) a ” 
verbunden*), und daher sind die Verhiiltnisse der Gréssen x,, y,, 2, 
durch die eutspyechende Gleichung 
. x, y . 
=. 
verbunden. 

Hiermit gewinnt unser Problem die folgende Gestalt: 

Man soll drei Gréssen 2, y,,2,, deren Verhiiltnisse durch eine 
vorgelegte algebraische Relation / = 0 verkniipft sinc, in allgemeinster 
Weise als algebraische Functionen einer Hiilfsgrésse bestimmen derart, 
dass die drei Integrale (28), in denen X, Y, Z durch die Gleichungen 


Xa, +Yy, +22 =0, 
Xdz, + Ydy,+ Zdz, =0, 
X*°+Y+ 7 =1 
bestimmt sind, algebraische Functionen der Hiilfsgrésse werden. 


*) Wiire die Developpable eine Cylinderfliiche , so giibe es zwei solche Rela- 
tionen. Diesen Ausnahmefall schliessen wir daher vorliufig aus. 
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Nach den Entwickelungen des letzten Paragraphen kann dieses 
letzte Problem auch folgendermassen formulirt werden. 

Vorgelegt ist ein algebraischer Kegel 

x 
1 Ze. 

Man soll in allgemeinster Weise eine auf diesem Kegel gelegene Curve 
Ly Yo % bestimmen derart, dass die nach dieser Curve beriihrende 
Minimalfliiche algebraisch ist. 

Und da diese letzte Aufgabe eben in dem letzten Paragraphen 


erledigt wurde, so ist auch die in diesem Paragraph gestellte Aufgabe 
als erledigt zu betrachten. Dies giebt den folgenden merkwiirdigen Satz: 


Satz 17. Ist eine algebraische Developpable und eine eingeschriebene 
algebraische Minimalfliche vorgelegt, so findet man folgendermassen be- 
liebig viele (o0”) eingeschriebene algebraische Minimalfliichen. Man 
nimmt eine algebraische Raumcurve, deren Binormalen mit den Erzeugen- 
den der Developpable parallel sind. Sodann bestimmt man auf jeder 
Erzeugenden einen Punkt p, dessen Distanz von dem Bertihrungspunkte 
der Erzeugenden mit der vorgelegten Minimalfliche dem entsprechenden 
Kriimmungsradius der Raumcurve gleich ist. Diejenige Minimalfliche, 
die die Developpable nach dem Orte der Punkte p beriihrt, ist algebraisch, 
und in dieser Weise werden alle eingeschriebenen algebraischen Minimal- 
fltichen erhalten. 

Ist insbesondere die vorgelegte Developpable und die vorgelegte 
eingeschriebene Minimalfliche reell, so lehrt der vorangehende Satz 
beliebig viele und sogar alle eingeschriebenen reellen algebraischen 
Minimalflichen zu finden. 

24. Friiher zeigte ich (§ 5., Nr. 13.), dass in die Evolute einer 
algebraischen Raumcurve eine algebraische Minimalfliche eingeschrieben 
werden kann. Hieraus ergiebt sich nach dem Vorangehenden der Satz: 

Satz 18. In die Evolute einer algebraischen Raumcurve C kann 
man immer unendlichfach wunendlichviele (20”) algebraische Minimal- 
[lichen einschreiben. 

Um eine solche Fliche zu finden, benutzt man nach dem Satze 17. 
als Hiilfseurve eine beliebige Raumeurve, deren Tangenten beziiglich 
mit den Tangenten der Curve C parallel sind. Wiahlt man insbeson- 
dere als Hiilfscurve eine mit C thnliche und gleichgestellte Curve, so 
erhilt man die in Nummer 14. betrachteten eingeschriebenen Minimal- 
flichen. 

Ist eine Developpable die Evolute einer algebraischen Raumcurve, 
so enthiilt sie (§ 7.) zwei algebraische Minimaleurven. Enthilt auf 
der anderen Seite eine Developpable zwei algebraische Minimalcurven, 
so ist sie die Evolute einer algebraischen Raumcurve. In Folge dessen 
kann der letzte Satz auch folgendermassen formulirt werden: 


~ 
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Satz 19. Enthdlt eine Developpable zwei algebraische Minimal- 
curven, so giebt es wnendlichfach unendlichviele algebraische Minimal- 
fliichen, die in die Developpable eingeschrieben sind. 

Erinnert man sich jetzt, dass eine Minimalcurve, als Ebenenge- 
bilde aufgefasst, eine Minimalfliiche ist, so erkennt man einerseits, 
dass der letzte Satz eine unmittelbare Consequenz von Satz 17. ist, 
andererseits, dass man den allgemeineren Satz aussprechen kann: 

Satz 20. Enthiilt eine algebraische Developpable eine algebraische 
Minimaleurve, so giebt es co” eingeschriebene algebraische Minimal- 
fliichen. 

Bei dieser Gelegenheit méchte ich auch den folgenden Satz aus- 
sprechen : 

Satz 21. In eine algebraische Developpable, deren Ebenen eine 
feste Ebene unter constantem Winkel (doch nicht senkrecht) schneiden, 
kann man immer co” algebraische, Minimalflachen einschreiben. 

Denn die Riickkehreurve ist geoditische Curve auf einer Cylinder- 
fliche (Nr. 9.), und daher ist die Minimalfliche, auf der diese Riick- 
kehreurve Haupttangentencurve ist, algebraisch. Hiermit kennen wir 
eine in die vorgelegte Developpable eingeschriebene algebraische Mini- 
malflache, und also ist unser Satz richtig. 

Dieser Beweis hat keinen Sinn, wenn die Ebenen der vorgelegten 
Developpable die feste Ebene senkrecht schneiden. Und in diesem 
Falle ist unser Satz, wie der zweite Henneberg’sche Satz uns lehrt, 
auch nicht mehr richtig. 

25. Die vorangehenden Entwickelungen dieses Paragraphen bleiben 
nicht mehr giiltig, wenn die vorgelegte Developpable eine Cylinder- 
fliche ist. Wir behandeln nunmehr diesen Ausnahmefall. 

Ist m(xy) = 0 die Gleichung einer vorgelegten Cylinderfliiche, so 
wird jede eingeschriebene Minimalfliche bestimmt durch Gleichungen 
der Form 


U=x+ié, Voytin, W=2+¢6. 


Und da 
dU?+dvV?+dw?=0 
ist, folgt 
(28) dxd§ + dydyn+ dzdg—0, 
dx? + dy? + dz? — (d&*+dn?+d%) = 0. 


Bezeichnen wir andererseits die Richtungscosinus der Tangentenebenen 
des Cylinders wie gewohnlich mit X, Y, Z, so ist 


XdU+ YdAV+ ZdW=0, Z=0, 
woraus : 


Xdx + Ydy=0, Xd§+ Ydy=0. 


Wenn wir daher voraussetzen, dass der vorgelegte Cylinder sich 
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nicht auf eine Gerade reducirt, und dass daher nicht dx und dy beide 
gleich Null sind, so kénnen wir setzen 
d&=odz, dyn= ody, 
dz=ids=iAVYdzx?+dy?, d=uds, 


wo die Functionen g, 4, w im Allgemeinen endliche Werthe haben. 
Durch Substitution in (28) kommt 


ds*(o+Au) =0, 
ds?(1— 9? 4?— uw?) = 0, 
woraus, da ds nicht verschwindet, 
etip=0, 1-@+VP—wW=0. 
Ist nun 4 2 0, so kommt 


w—— 4, (14a) U9) =0, 
wo wir zuniichst annehmen werden, dass 
42 = 9? 


ist. In diesem Falle kommt, wenn wir die Bogenliinge der Curve &y 
mit 6 bezeichnen 


U=x+ii, V=ytiyn, W=o+is. 
Nimmt man zweitens an, dass 
V+1=0 
ist, so wird A= und z = is. 

Es bleibt somit nur die Hypothese 4 = 0 zu discutiren. Als- 

dann wird ga=0, 

U=x, V=y, W=+is, 
was dem Henneberg’schen Falle einer ebenen geodiitischen Curve 
entspricht. 

Hiermit ist der folgende allgemeine Satz gefunden: 

Satz 22. Ist der Querschnitt eines Cylinders p(xy) = 0 die Evolute 
einer ebenen algebraischen Curve, so findet man folgendermassen alle 
eingeschriebenen Minimalflichen. Man nimmt eine andere Evolute 
w(Ey) =O einer ebenen algebraischen Curve und betrachtet je zwei 
solche Punkte dey beiden Evoluten, die parallele Tangenten haben, als 
zusammengehirend. Bezeichnet man sodann die Bogenlinge der Curve 
wv = 0 mit o und construirt die Curve 

Xx=2, YoY, 4=6, 
so ist diejenige Minimalfliiche, die den Cylinder nach dieser Curve be- 
riihrt, immer algebraisch. 

Die allgemeine Methode der Nummer 23. bleibt also noch giiltig, 
wenn die vorgelegte Developpable eine Cylinderflache ist. 








496 S. Lie. 


Zugefiigt mége endlich noch sein, dass der Satz 22. sich derart 
formuliren lisst, dass derselbe giiltig bleibt, wenn die vorgelegte 
Cylinderflache sich auf eine gerade Linie reducirt. 


§ 10. 
Synthetische Betrachtungen. 


{Auch die Theorie des letzten Paragraphen fand ich urspriinglich 
durch synthetische Betrachtungen , die ich hier kurz reproduciren werde, 
da sie an und fiir sich Interesse darbieten. 

26. Legendre gab zuerst der partiellen Differentialgleichung 
der Minimalflichen durch Kinfiihrug vori Ebenencoordinaten 


2— pi—qy=W, p,q 
eine lineare Form. Hieraus folgt sogleich, wie Weierstrass zuerst 
explicite bemerkt hat, dass die Auffindung zweier (reeller) Minimal- 
flichen 
w= F(pq) und w= (pq) 

die Bestimmung von einfach unendlich vielen solchen F lichen 

w=F+ A (A = Const.) 
leistet; sind dabei die vorgelegten Flichen algebraisch, so werden auch 
die derivirten Flaichen algebraisch. 

Kine solche Construction von neuen Minimalflichen vermége zweier 
gegebenen Fliichen wird geliefert durch den folgenden Satz, den ich 
vielleicht zuerst in dieser Form aufgestellt habe: 

Gleitet eine Minimalfliche in Translationsbewegung lings einer 
festen Minimalfliiche, so beschreibt jeder mit der beweglichen Fiche 
fest verbundene Punkt wiederum eine Minimalfliche. 

Diese Form der Construction ist deswegen wichtig, weil sie un- 
mittelbar eine ausgedehnte Kategorie von Beriihrungstransformationen 
liefert, die Minimalflachen in Minimalflichen iiberfiihren.*) 

Man fiilire in der That auf eine vorgelegte (algebraische) Mini- 
malfliiche 

f(a, y, 2) =9 
und einen mit derselben fest verbundenen Punkt z’y'z’ alle méglichen 
Translationen aus. Alsdann erhialt die Fliche oo* Lagen 


f(z+a, y+b, e+c)=0 
und gleichzeitig erhailt der Punkt a’y'¢ die Lagen 
e=—a, y¥=—bdb,e =-e. 
*) In meiner vierten Abhandlung iiber Minimalflichen bestimme ich simmt- 


liche Beriihrungstransformationen, die alle Minimalflichen in Minimalflichen um- 
wandeln, 
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Daher wird das Entsprechen zwischen den verschiedenen Lagen der 
Fliche und des Punktes durch die Gleichung 
f(e—2, y—y, 2—#) =0 

bestimmt. Aber diese Gleichung definirt eine Beriihrungstransformation. 
Wenn insbesondere der Punkt ’y'z eine Minimalfliche durchliuft, so 
umhiillt die entsprechende Flache nach unserem Satze eine Minimal- 
fliche. Die aufgestellte Beriihrungstransformation besitzt daher wirk- 
lich die Eigenschaft, Minimalflichen in Minimalflichen iiberzufiihren. 

Hieraus folgt insbesondere, was iibrigens schon aus der Form der 
partiellen Differentialgleichung der Minimalflichen hervorgeht, dass die 
Punkte des Raumes, als Ebenengebilde aufgefasst, Minimalflichen sind. 

Man erkennt ferner, dass jede Ebene in eine parallele Ebene 
tibergeht, und dass in Folge dessen jede Developpable in eine Develop- 
pable mit parallelen Ebenen umgewandelt wird. 

27. Dies vorausgesetzt nehme man einen beliebigen algebraischen 
Kegel und siimmtliche algebraische Minimalflichen, die nach § 8.*) 
in diesen Kegel eingeschrieben sind, und fiihre sodann unsere Be- 
riihrungstransformation, die nach unserer Voraussetzung algebraisch 
ist, aus. Hierbei geht der Kegel in eine algebraische Developpable 
mit parallelen Ebenen iiber; die in den Kegel eingeschriebenen alge- 
braischen Minimalflichen liefern algebraische Minimalflichen, die in 
die Developpable eingeschrieben sind. 

Hiermit erkennen wir sogleich, dass es méglich ist, beliebig viele 
algebraische Develuppable, in die sich oo” algebraische Minimalflichen 
einschreiben lassen, anzugeben. Die vorangehenden Entwickelungen 
fiihren indess weiter. 

Sei in der That eine algebraische Developpable mit einer einge- 
schriebenen algebraischen Minimalfliche gegeben. Ich behaupte, dass 
es oo” algebraische Minimalfliichen giebt, die in die Developpable ein- 
geschrieben sind. Zum Beweis fiihre ich diejenige Beriihrungstrans- 
formation der friiher besprochenen Art aus, bei welcher die vorgelegte 
Minimalfliiche in einen beliebig gewihlten Punkt p tibergeht. Hierbei 
wird die vorgelegte Developpable eine um den Punkt p umgeschriebene 
Developpable, das heisst ein Kegel, dessen Spitze eben p ist. In 
diesen Kegel lassen sich jetzt co” algebraische Minimalflichen, die 
sich siimmtlich angeben lassen, einschreiben. Fiihrt man daher die 
inverse Transformation aus, so erhilt man oo” algebraische Minimal- 
flichen, die in die urspriinglich vorgelegte Developpable eingeschrieben 
sind. Und es ist andererseits klar, dass man in dieser Weise simmt- 


*) Auch die Theorien des Paragraphen 8. liessen sich in einfacher Weise 
aus synthetischen Betrachtungen herleiten, worauf ich jedoch in dieser Abhand- 
lung nicht eingehen werde. 


Mathematische Annalen. XV. 32 
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5. Lm. 


liche in unsere Developpable eingeschriebenen algebraischen Minimal- 
flichen wirklich erhiilt.*) 

Die Betrachtungen dieses Paragraphen bilden eine Methode, ver- 
moége deren Sitze iiber Minimalfliichen in neue Siitze iiber Minimal- 
flichen iibergefiihrt werden kénnen. |} 


§ 11. 
Enthalt jede um eine algebraische Minimalfliche umgeschriebene alge- 
braische Developpable eine algebraische Minimalcurve? 

Die Entwickelungen des Paragraphen 9. sind geeignet auf die 
Vermuthung zu fiihren, dass jede um eine algebraische Minimalfliche 
umgeschriebene algebraische Developpable eine algebraische Minimal- 
curve enthalt. Wiire diese Vermuthung richtig, so liesse sich leicht 
nachweisen, dass jede um eine reelle algebraische Minimalfliiche um- 
geschriebene Developpable die Evolute einer algebraischen Raumcurve 
sein miisste. Der Zweck dieses Paragraphen ist die hiermit aufge- 
worfene interessante Frage zu beantworten.**) 

28. Ich stelle mir tiberhaupt die Aufgabe, die auf unserer um- 
geschriebenen Developpable gelegenen Minimalcurven zu bestimmen. 

Ich bezeichne mit 2, y, 2 die laufenden Punktcoordinaten der 
Beriihrungscurve, mit 2’, y’, 2 die laufenden Punktcoordinaten der 
umgeschriebenen Developpable, mit 4, wu, v die Richtungscosinus der 
Erzeugenden der Developpable, mit X, Y, Z die Richtungscosinus der 
Ebenen der Developpable, mit @ den Abstand eines Punktes 2, y, ¢ von 
einem auf der hindurchgehenden Erzeugenden liegenden Punkte z’, y’, 2’, 
mit dg den Winkel zwischen zwei benachbarten Erzeugenden. 

Das Bogenelement 


dS’ = dx? + dy? + dz? 
ist bestimmt durch die Gleichung 
dS’? = [doe+(Adx+udy+vdz)/ 
4 lodg+ VadS?— (Adx+udy+vdzey| 
dz? + dy? + dz’ = dS? 


wo 


gesetzt ist. Die auf unserer Developpable gelegenen Minimalcurven — 


sind daher bestimmt durch die lineare Differentialgleichung 
do + (Adz+udy+vdz) + iodg 
+ i~dS*?— (Adx+udy+rvdz)? =0, 


*) Wenn man hierzu die Bemerkung hinzufiigt, dass unsere Beriihrungs- 
transformation eine jede Ebene und eine in derselben gelegene Figur in eine 
parallele Ebene und eine congruente Figur iiberfiihrt, so erhilt man den Satz 17. 

**) Die Schnittcurve einer Fliche mit der unendlich entfernten Ebene ist 
immer eine Minimalcurve. Von derselben wird jedoch im Texte abgesehen. 
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die wir jetzt durch Einfiihrung von zweckmiissigen unabhingigen 
Variabeln auf eine bemerkenswerthe Form bringen werden. 
Unsere Minimalfliche ist durch die Formeln gegeben: 
dx = (1—s*)F’’(s)ds + (1— 6”) 0” (e)de, 
dy = i(1+s*) F’" (s)ds—i(1+ 6°) 0” (6)do, 
dz = 2sF'"(s)ds + 260” (6)de; 
ferner ist 
Xd«x+ Ydy+ Zdz=0, 
x +Y? +2? =1, 
daher findet man 
o+s - o—S8 so—1 
X= Yrithe 2th 
X+tY _ X-stY 2 
1—Z’ — 1-2 
Liings der Beriihrungscurve sind s und 6 verbunden durch eine 
Relation, die 6 als Function von s bestimmt. Giebt man daher s einen 
bestimmten Werth, so erhilt man einen bestimmten Punkt x, y, 2 der 
Beriihrungscurve, und zugleich eine bestimmte hindurchgehende Er- 
zeugende, Giebt man darnach @ einen bestimmten Werth, so erhiilt 
man einen bestimmten Punkt 2’, y’, 2 auf jener Erzeugenden. Daher 
kann man 2’, y’, 2 als Functionen von s und g auffassen; und da nach 
dem Vorangehenden x, y,2; 4,u,v; X, Y, Z, dp Functionen von 
s und ds sind, so kénnen wir die Gréssen s und g als unabhingige 
Variable in die Differentialgleichung der gesuchten Minimaleurven 
einfiihren. 


und 


s== 











Ks ist 
x— oe 
adY =i bende + beige | 
ag, 


AX+u4Y +7Z =0, 
AdX + wdY+ vdZ =0, 

e+ w+ otal, 
(&—1)ds + (1\—#) de 


also kommt 





A=i a 
2(1+s6)Vdsde 
= — (ite*)ds + (1+8) do 
she 2(14+-80)Vdsde 
—26ds+ 2sde — 


vt eee 
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Durch Einsetzung findet man 


(1-+-s6) (—F” ‘ds*+" oF) 
A = 
da + wdy + vde =i. rare 


dS? = da? + dy? + dz? = 4(1+se) FPF" 0" dsdo, 


VdS? — (Adatpdy+vds? = + Chee te =. 
8aeé 


Es bleibt iibrig die Grosse 
dp =) (udi—Adu)* + (vdu—udv)? + (Adv—vday? 
zu berechnen. Es ist 


wdi—idw _ vdu—udvy _ idv—vdi dg 
Z 


x Y ae 








und 
i(1— se) ,/ de 
wda—Adpm— O80) {4 +o) d (log /4°) + cds—sdo , 
also kommt 
; de ds—sd 
dp = +i}a(log / 42) + 8 = see]. 


Durch Einsetzung der gefundenen Werthe erhiilt die Differential- 
gleichung der gesuchten Minimalcurven die folgende Gestalt 


de + efa(logy/ $2) 4 *48= 840} 4 9; Lt ee pr as —o, 


1+ so Vdasde 
woraus durch Multiplication mit 
8 
ods — sde Q: we i 


oder, wenn man @ yi a = tt setzt, 


duu sa aids + 2i(1+s0) FF’ ds = 0*) 


Die im Anfange dieses Paragraphen gestellte Frage kommt nun 
darauf hinaus, ob die gefundene Differentialgleichung immer dann eine 
algebraische Particularlésung besitzt, wenn 6 und F' algebraische 
Functionen von s sind, Zur Entscheidung dieser Frage geniigt es das 
folgende Beispiel zu betrachten. 

Ich will voraussetzen, dass die Ebenen der umgeschriebenen De- 
veloppablen constanten Winkel mit der z-Axe bilden, dass also 


*) In diesem Paragraphen sind an mehreren Stellen zweideutige Zeichen vor- 
gekommen. Ich bin nicht auf die Zeichenbestimmung eingegangen, da es keinen 
wesentlichen Einfluss auf die Rechnungen des Textes haben wiirde, wenn man 
die Zeichen anders gewihlt hatte. 
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so = Const. 


ist; und sei 


F(s) = —*_. (L = Const.) 


a 


Alsdann nimmt unsere Differentialgleichung die Form an 


ds Bds 
7 ?¢ (s—a)* on, 
wobei ¢ und B Constanten sind. Setze ich nun z. B. ¢ =3, s0 be- 
sitzt das allgemeine Integral die Form 
u = Ds~* log (s—a) + A(s), 

wobei A eine algebraische Function von s und der Integrationscon- 
stanten bezeichnet, waihrend D nur von B und a abhingt, und 
dabei im Allgemeinen von Null verschieden ist. In diesem Falle existirt 
somit keine algebraische Particularlésung. 

Die Evoluten von algebraischen Raumcurven sind somit nicht die 
einzigen Developpablen, in die sich eine, und in Folge dessen oo” alge- 
braische Minimalfliichen einschreiben lassen. 


du + eu 


Note 1. 


Bestimmung aller reellen Minimalflachen, deren Classenzahl dividirt 
durch 2 eine Primzahl ist. 


In meiner ersten Abhandlung iiber Minimalflaichen (Bd, XIV.) be- 
stimmte ich alle Minimalflichen, deren Classenzahl eine Primzahl 
ist. Ich werde jetzt alle Minimalfliichen, deren Classenzahl dividirt 
durch 2 eine vorgelegte Primzahl ist, bestimmen. 

Die Classe einer reellen Minimalfliche, die keine Doppelfliche ist, 
wird nach der citirten Abhandlung gegeben durch die Formel 

2M(R--M), 
wo R den Rang einer auf der Fliiche gelegenen Minimalcurve bezeichnet, 
wihrend M die Maultiplicitét des Kugelkreises auf der Developpable 
einer solchen Minimalcurve darstellt. Die Classe einer Doppelfliche 
ist gleich 

M(R—M). 
Ich werde zeigen, dass eine Relation der Form 

M(R—M) = 2P, 

wo P eine Primzahl ist, nicht bestehen kann. Wir wissen niamlich, 
dass 

R—MS3 
ist. Also kime entweder 

M=2, R=2+P 

oder 


M=1, R=2P+1, 
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so dass der Rang eine ungerade Zahl sein miisste. Wenn aber eine 
imaginire Developpable sich selbst imaginir-conjugirt ist, so muss ihr 
Rang eine grade Zahl sein. Die Annahme M(R—M) = 2P fihrt 
somit auf Widerspruch. 
Wir miissen daher 

2M(R—M)=2P 
setzen. Also kommt 

M(R—M)=P, 
woraus bekanntlich folgt, dass 

M=1, R=P+1 
ist. Und es ist leicht, wie ich in meiner vorigen Abhandlung zeigte, 
die allgemeinste Minimalcurve, die der Annahme M= 1, R= P+ 1 
entspricht, anzugeben. Die in dieser Weise gefundenen Flichen er- 
‘illen die gestellten Forderungen, wenn sie nicht zufalligerweise 
Doppelflichen sind; in welchem Falle ihre Classe gleich P, und nicht 
gleich 2 P wiire. Meine friiher gegebenen Regeln erlauben fiir jeden 
Werth von P unter den gefundenen Fliichen alle Doppelfliichen aus- 
zuscheiden. Dies giebt: 
Ist die Classe einer reellen Minimalfliiche gleich 2P, wo P eine 

Primzahl bezeichnet, so ist 

2P=—2M(R—N) 
und in Folge dessen M=1, R= P+ 1. Die der Annahme M = 1, 
R= P+ 1 entsprechenden Fliichen, die stimmilich bestimmt werden 
kinnen, besitzen die Classenzahl 2P, wenn sie nicht zufdlligerweise 


Doppelfliichen sind. In jedem einzelnenFalle ist es méglich alle Doppel- 
flaéchen auszuscheiden. 


Note 2. 
Bestimmung der Classe einer Minimalfliche mit einer ebenen geodatischen 
Curve. 


Wir werden jetzt insbesondere Minimalflichen mit einer ebenen 
geodatischen Curve E 
2=0, f(xy) =0 
betrachten. Dabei setzen wir mit. Henneberg voraus, dass FE die 
Evolute einer reellen algebraischen Curve C 
z=0, p(ay)=0 
ist. Sei o, und ¢, die Ordnung und Classe der Evolute; und sei « die 


Zahl der parallelen Tangenten, die an die Curve C gezogen werden 
kénnen, 


Wiinscht man diejenige Minimalfliche, auf der E geoditische 
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Curve ist, zu bestimmen, so muss man die gleichzeitig um C und den 
Kugelkreis umgeschriebene Developpable construiren. Die zugehdrige 
Riickkehreurve ist ihnlich und gleichgestellt mit den auf der gesuchten 
Fliche gelegenen Minimalcurven. 

Dabei sind zwei Fille denkbar, je nachdem diese Riickkehrcurve 
in Theile zerfallt oder nicht zerfillt. Ist sie irreductibel, so ist die 
gesuchte Fliche eine Doppelfliiche und ihre Classe also gleich 

M(R—M); 
dabei ist R im Allgemeinen gleich 2c, (siehe den Schluss dieser Note), 
wihrend M immer gleich « ist. Man ziehe in der That die Tangente 
des Kugelkreises in einem Punkte x. Diese Tangente trifft die Ebene 
z= 0 im Punkte p. Durch p gehen ¢ Tangenten der Curve C, deren 
Beriihrungspunkte g im endlichen Raume liegen. Die ¢ Geraden xq sind 
die durch wx gehenden Tangenten der friiher besprochenen Riickkehr- 
curve. Also ist wirklich M =. Unter der gemachten Voraussetzung 
ist daher die Classe der Minimalfliiche gleich 
é(2¢,—é). 

Wir wollen jetzt voraussetzen, dass die Riickkehreurve in zwei 

Theile zerfiallt. Alsdann ist im Allgemeinen 
R=¢ 
und jedenfalls 


1 
M=-;:. 


Also wird die Classe der Fliiche in diesem Falle gleich 
2M(R—M) =«(c, — <). 

Wiinscht man die Ordnung der Fliche zu bestimmen, so ist es 
niitzlich, zu bemerken, dass die Ordnung der gesammten Riickkehr- 
curve gleich 20, ist. Im Uebrigen kann ich auf die betreffenden Ent- 
wickelungen meiner ersten Arbeit tiber Minimalfliichen verweisen. 

Die friiher benutzten Formeln R = 2c, und R = ¢, sind, wie man 
leicht verificirt, richtig, wenn die Curve C nicht durch die Kreispunkte 
der Ebene z= 0 hindurchgeht. Auch wenn C diese specielle Lage 
hat, kénnen jene Formeln richtig bleiben. Es hat keine Schwierig- 
keit diese Ausnahmefille zu erledigen. 


Note 3. 
Minimalflachen, die unendlich oft mit sich selbst ahnlich sind. 


Es ist bekannt, dass die Minimalfliche, auf der ein vorgelegter 
Kreis geodiitische Curve oder Kriimmungslinie ist, selbst eine Rotations- 
fiche ist. Dies lisst sich a priori daraus schliessen, dass der Inbegriff 
aller Flichenelemente, die den Kreis beriihren und dabei die Ebene 
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dieses Kreises unter constantem Winkel schneiden, dieselbe Rotation 
wie der Kreis gestattet. 

Man nehme andererseits eine Schraubenlinie und oo' Fliichen- 
elemente, die diese Curve beriihren und welche dabei mit der ent- 
sprechenden Osculationsebene constanten Winkel bilden. Der Inbegriff 
dieser Flichenelemente gestattet dieselbe Schraubenbewegung wie die 
Curve. Daher ist die Minimalfliche, die durch diese Elemente be- 
stimmt wird, selbst eine Schraubenfliche. 

Diese Schlussweise fiihrt indess weiter. Man nehme in der That 
eine logarithmische Spirale r = Ae”* und oo! Flichenelemente, die 
diese Curve beriihren, und welche dabei die Ebene derselben unter 
constantem Winkel schneiden. Der Inbegriff dieser Elemente gestattet 
dieselben oo' Aehnlichkeitstransformationen wie die Curve. Daher ist 
die Minimalfliche, die eine logarithmische Spirale als geodéitische Curve, 
oder als Kriimmungslinie enthdlt, unendlich oft mit sich selbst dhnlich. 

Fiihrt man auf diese Fliche eine Biegung aus, so erhilt man nach 
meinen friiheren Entwickelungen Minimalflichen, die sich auch folgender- 
massen definiren lassen. Man nehme einen Cylinder, dessen orthogonaler 
Querschnitt eine logarithmische Spirale ist, und lege durch eine be- 
liebige geoditische Curve derselben eine Minimalfliiche, die den Cylinder 
uater constantem Winkel schneidet. Alle in dieser Weise erhaltenen 
Minimalflichen sind unendlich oft mit sich selbst cihnlich. Und es giebt 
auch keine- andere Minimalflichen, die diese Eigenschaft besitzen. 
Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dass man die Grenzfille mitnimmt. 

Man erhiilt die in Rede stehenden Flichen, wenn man der W eier- 
strass’schen Function F's) die Form 

F(s) = (C, + C, i) stm 
ertheilt. 

Die hiermit angedeutete Theorie subsumirt sich unter eine viel 
allgemeinere Theorie. Sei in der That das Bogenelement einer be- 
liebigen Fliiche durch die Gleichung 


ds* = e’dydz 


gegeben. Alsdann werden die geodiitischen Curven dieser Fiche be- 
stimmt durch 
ay dw dy dw (dy\ 


dx dx dz dy \dx/~ 
Ich verlange, dass diese Differentialgleichung eine infinitesimale Trans- 
formation gestatten soll. Anders ausgesprochen, es soll méglich sein 
jedem Punkte der Fliche eine solche benachbarte Lage zu geben, dass 
vermdge dieser Verschiebung jede geodiitische Curve in eine ebensolche 
Curve iibergefiihrt wird. Diese Forderung wird z. B. erfiillt von jeder 
Rotations- oder Schraubenfliche, wie auch von jeder auf einer solchen 
Fliche abwickelbaren Flaiche, zugleich aber von jeder Fiiiche, die 
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unendlich oft mit sich selbst tihnlich ist, wie auch von allen auf einer 
solchen Fiche abwickelbaren Fliichen. Es giebt aber noch weitere 
hierher gehérige Flaichenfamilien, wie ich in einer Arbeit tiber diesen 
Gegenstand nachgewiesen habe.*) 

Hier beschrinke ich mich auf das Folgende. Ich suche die all- 
gemeinste reelle Minimalfliche, die in unendlich viele mit ihr ihnliche**) 
Flichen gebogen werden kann. Eine solche Fliche gestattet unendlich 
viele Transformationen in sich selbst, und zwar sind diese Umformungen 
conforme Transformationen, bei denen geodiitische Curven in eben- 
solche Curven iibergehen. Seien r und r’ die Kriimmungsradien in 
einem Punkte der Flache; und seien R und RF die Kriimmungsradien 
desjenigen Punktes, in den der gewihlte Punkt durch eine solche 
Transformation iibergefiihrt wird. Alsdann ist 


RR = K*.-rr (K = Const.), 
R+R=r+r=0, 


woraus 


R=Kr, R= Kr. 
Hieraus folgt, dass das sphirische Bild der transformirten Figur mit 
dem sphirischen Bilde der urspriinglichen Figur congruent ist. Definirt 
man nun, wie Weierstrass, das Bogenelement durch die Gleichung 
dS? = (1+so)? F’”’ (s) 9" (6) dsdo 
und setzt dabei 
s=a2+yi, F’'(s)=X+iY, 
so erkennt man ohne Schwierigkeit, dass man 
y 

X44 Y= Vatpyje 
setzen kann. Diese Functionalgleichung geniigt zur Bestimmung von 


X und Y. 


Setzt man in der That 


log (X?+ Y*?) = W=f(a#?+y’) + mare tg y, 


so ist - 
a*w a 
wT dy =, 
woraus ; ,; iad i 
f+(et+y)f =0 
und 


f =n- log (a+ y") + Const. 


*) Classification der Flachen nach der Transformationsgruppe ihrer geodii- 
tischen Curven, Universititsprogramm 1879, Christiania. 

*t) Ersetzt man das Wort ,,ahnlich“‘ durch ,,congruent“, so reducirt sich 
unser Problem auf ein von Bour erledigtes Problem, welches Schwarz neuer- 
dings in seinen Miscellen, Crelle, Bd. 80 in neuer Weise behandelt hat, 
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oder 


und endlich 


Christiania 20. Juni 1879. 
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Ueber Minimalflachen. 


arc tg y 


X24 V2 A(ettyye*. 


Setzt man andererseits + =, so kommt 


d® aw 
2 = (1+ 0?) oY, 
9 a® ay 
2 oO (1+?) i 
oder 
25 — —*y— me 
3G, eet ?)——aty > 
a 2 ie 
iy tae) RE, 
woraus 
aah : — + log (a?+y*) + Const. 
Nun ist 


X+iY=—/X? + Fife -. 


also kommt 


Ee *+in) are tg 
2 x 


X+iY=(C,4C,i)@%+y)* ‘Se 


FF 


X+i¥—(G+Gje+iyy” *", 


so dass wir nur die im Anfange dieser Note betrachteten Flichen 
wiederfinden.*) 


*) Es ist leicht, zugleich alle imaginiiren Minimalfliichen, die die gestellte 
Forderung erfiillen, zu bestimmen. 
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Ueber die Schnittpunktsysteme einer algebraischen Curve mit 








nicht -adjungirten Curven. 


Von 


M. Norruer in Erlangen. 


Auf einer algebraischen Curve f wird die allgemeinste Schaar gg 
von Gruppen von je Q@ Punkten, welche einer gegebenen solchen 
Gruppe Ge corresidual ist, als Schnitt von f mit einer Schaar von f 
adjungirten Curven — d. h. solchen Curven, die jeden vielfachen, 
x;-fachen, Punkt von f zum (x;—1)-fachen Punkt haben — erhalten. 
Legt man durch Gg eine beliebige f adjungirte Curve irgend einer 
Ordnung s, welche f noch in einer Gruppe Gz treffe, so wird gg aus 
f von den adjungirten Curven s'** Ordnung ausgeschnitten, welche man 
durch Gp legen kann. Ueber diese Punktgruppen existirt eine Reihe 
von Sitzen von unbeschrinkter Giltigkeit, welche in der Abhandlung 
von Herrn Brill und mir ,,Ueber die algebraischen Functionen und 
ihre Anwendung in der Geometrie“, d. Ann. VII., geometrisch aus- 
gesprochen und algebraisch begriindet worden sind. 

Sobald die durch Gg gelegte, f in einer Gruppe G, treffende Curve 
und die durch Gz gelegten Curven solche sind, welche f nicht- adjungirt 
sind, gelangt man im Allgemeinen nur zu einem Theil yg der Schaar 
Ja, Welcher auch noch von Gz abhingt. Die Frage, ob trotz der 
speciellen Bedingungen, welchen diese Schaaren yg unterliegen, fiir 
dieselben noch Sitze von derselben unbeschrinkten Giltigkeit existiren, 
wie fiir die allgemeinsten Schaaren ge, ist zwar von Herrn Lindemann 
untersucht, aber nicht entschieden worden.*) Indem ich nun denselben 


*) §. dessen Programmschrift: ,,Untersuchungen iiber den Riemann- 
Roch’schen Satz‘*, Teubner 1879. Diese Schrift bezweckt die Erweiterung des 
Hauptsatzes der Theorie, des Riemann-Roch’schen, auf nicht-adjungirte 
Curven. Aber in der auf dem Roch’schen, nicht algebraischen Wege gegebenen 
Beweisfiihrung findet sich (p. 29) eine Liicke, und die beiden Siitze der Schrift, 
pag. 30 u. 35, verlangen daher Modificationen. — Diese kénnen dem Satze (VII’) 
des vorliegenden Aufsatzes entnommen werden; danach ist der Satz pag. 30, ausser 
fir 6, = 0, nur fiir 6; = x; — 2 richtig. 
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algebraischen Weg verfolgte, der in der o. c. Abhandlung, diese Annalen 
Bd. VII., eingeschlagen worden ist, bin ich in der That dahin gelangt, 
die Sitze dieser Abhandlung, insbesondere also den Restsatz und den 
Riemann- Roch’ schen Satz, der die Constantenzahl einer algebraischen 
Function bestimmt, auf die Schaaren yg in einer in allen Fallen giltigen 
Form zu erweitern. Diese Erweiterung bildet den Inhalt der §§ 1—7. 
der vorliegenden Abhandlung*); durch Einfithrung zweier Zahlen x 
und x’ an Stelle des Geschlechts p der Grundcurve (§ 4.) nehmen die 
Siitze denselben einfachen Ausdruck an, wie bei adjungirten Curven, 
mit dem Unterschiede, dass sich hier jeder Satz in eigenthiimlicher 
Weise in zwei einander entsprechende Siatze auflést. In § 8. wird 
noch die Aufsuchung einiger specieller Punktgruppen behandelt. 


§ 1. 
Nicht-adjungirte Curven. 
Die zu Grunde gelegte irreducible Curve f/f, 
f (&,, %, #3) = 0, 
sei von der Ordnung » und dem Geschlecht p. Die vielfachen Punkte 
von / seien @,, @,,4,,--++, und zwar a; ein x;-facher Punkt; so dass 


1 1 
p =~ (n—1) (n—2) — %;(%; —1)- 
: 2 os 2 ) 
Im Folgenden werden die Schnittpunktsysteme von f mit solchen Curven 
betrachtet, welche die Punkte a,, a,,a,,--- bez. zu 6,,6,, 63,-+-- 
fachen Punkten haben, wo 6; =< x; — 1 sei; und diese Curven werden 
zur Abkiirzung als ,,6-Curven“ bezeichnet. Dieselben sind fiir o—x—1 
f adjungirte, andernfalls nicht-adjungirte Curven. Es handelt sich zu- 
niichst um die Aufstellung der Bedingungen, durch welche aus der 
allgemeinsten einer Gruppe Gg auf f corresidualen**) Schaar gg von 
Gruppen von je Q Punkten eine solche Schaar yg ausgeschieden wird, 
die durch 6-Curven aus f ausgeschnitten wird. 
Sei Gi, eine Gruppe, welche der Schaar yg angehdren soll. Man 


lege nun durch diese Gruppe Gi, eine o-Curve y,***), von einer 


*) Die Resultate sind im Auszuge schon in den Erlanger Ber., Juli 1879, 
mitgetheilt. 

**) Vgl. fiir die hier gebrauchten Ausdriicke immer die o. c. Abhandlung, 
Math. Ann. VII. 

***) Unter solchen ausgezeichneten Curven y,,-%,, g;, welche hier und 
in den folgenden §§ auftreten, sind immer eigentliche o-Curven gemeint, d. h, 
solche, welche die Punkte a; auch nicht zu héheren vielfachen Punkten als 
6;-fachen haben. 
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beliebigen Ordnung s, und nehme eine ganz beliebige (x — 6 — 1)- Curve 
, von irgend einer Ordnung s’. x, treffe f noch in einer Gruppe Ga, 
y treffe f (ausser in den Punkten a;) in einer Gruppe Gy. Dann wird 
nach dem Restsatze die ganze G}, corresiduale Schaar gq durch die 
(f adjungirten) (x — 1)-Curven (s+ s’)'*" Ordnung, welche durch Gz und 
Gr hindurchgehen: 

X= 4, X, + 4,X,+---=—0 


ausgeschnitten. ine dieser Curven ist X, = 4, 9. 
Die Schaar von 6-Curven s'* Ordnung, welche durch Gz geben 
und die in gg enthaltene Schaar yg ausschneiden, sei 


%=Aiti + Arm +--- = 9, 
so dass also die Schaar yg in der Schaar X enthalten ist. Soll sich 
nun X auf diese Schaar reduciren, so hat man die Identitiit zu er- 
fiillen : 
(1) X=1-9+A-f. 
Ist umgekehrt diese Identitait (1) bei gegebener Function f, gegebener 
(x—-o—1)-Curve » und gegebener Schaar von (x—1)-Curven X 
durch Bestimmung von ganzen Functionen x und A zu erfiillen, so 
ist in Bezug auf f—0 die Schaar X durch diese Schaar x ersetzt, 
welche sodanu, wie (1) sogleich zeigt, eine Schaar von o-Curven wird. 
Damit diese Bestimmung von xy und A méglich wird, herrschen Be- 
dingungen fiir X, welche man dem Satze zu entnehmen hat, welchen 
ich in diesen Annalen, Bd. VI., p. 351, entwickelt habe und den man 
so aussprechen kann: 

(I) Zum Bestehen von (1) ist erforderlich und geniigend, X so 
zu bestimmen, dass fiir jeden einzelnen Schnittpunkt b; von 
gm und f zwei ganze Functionen 7, A“ von unbegrenzter 
Ordnung existiren, derart, dass in 

X= 799 + AMF 
die beiderseitigen aufsteigenden Entwickelungen im Punkte 
x; identisch gemacht werden kénnen. 

Da X durch die einfachen Schnittpunkte von g mit f hindurch- 
gelegt ist, so entstehen nach diesem Satze nur in den vielfachen 
Punkten a; von f Bedingungen fiir X. Man erhilt dieselben, indem 
man in a; die Glieder (x;—1)'", x", - ++, (2%;— 6;—3)" Dimension 
auf beiden Seiten vergleicht und die unbestimmten Coefficienten von 
x4), A® eliminirt. Dies giebt fir die Coefficienten dieser Glieder 
von X bez. 

%—6,—1, “,—6,—2,---2,1 


lineare Relationen; so dass man iiberhaupt 
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+ aA (x; — 6;) (%;— 6;— 1) 


lineare Relationen fiir die Coefficienten von X vermége der Beziehung 
(1) erhalt. Diese Relationen brauchen nicht von einander unabhingig 
zu sein; ausserdem ist zu beachten, dass bei besonderer Singularitit 
von f in a; (wenn mehrere der vielfachen Punkte in a; zusammen- 
riicken) der Satz (1) noch den Vergleich von Gliedern héherer Dimen- 
sion, als der (2%;—o6;—3)'" fordert und noch weitere Relationen in 
a; fir X mit sich bringt. Die Gesammtheit der so fiir die Identitit 
(1) folgenden Bedingungen sei als Relationssystem (A) bezeichnet. 
Diese Relationen (A) sind die erforderlichen und hinreichenden Be- 
dingungen, dass die Schaar adjungirter Curven X sich auf eine Schaar 
von 6-Curven x reducirt. Wihrend jedoch die ganze Schaar gg von 
Punktgruppen durch eine Gruppe G}, vollstiindig bestimmt und unab- 
hiingig von den weiteren festen Schnittpunkten der Curve X, ist, ist 
die in gg enthaltene specielle Schaar yg durch eine Gruppe Gi und 
durch die Bedingungen (A) fiir die X noch nicht festgelegt; dieselbe 
hangt dann zwar nicht von der willkiirlich gewiihlten (x—o—1)- 
Curve g ab, aber wesentlich von den festen Grundpunkten, welche 
man fiir y,, also fiir die Schaar xy, gewihlt hat, und enthilt somit 
noch eine Reihe von willkiirlichen Parametern in nicht linearer Weise. 
Zur Angabe dieser zweiten Reihe (B) von Bedingungen, welche zur 


Ausscheidung der Schaar yg aus gg dienen, fiihrt der erste der jetzt 
zu entwickelnden Restsitze. 


§ 2. 
Erster Restsatz der o-Curven. 
Eine Schaar yg von Punktgruppen von je Q Punkten: 
Ger Go, Gar - 
sei aus f durch die Schaar von o-Curven: 
YS A, + And, + Ag¥3 +--+- = 0, 


welche alle weiter durch eine feste Gruppe Gz von f hindurchgehen, 
ausgeschnitten; und zwar Gi, von y;. 

Man lege durch G}, eine weitere o-Curve 7,, welche f ausserdem 
noch in einer Gruppe Gs treffe. Die Schaar der o-Curven, von gleicher 
Ordnung mit y,, welche durch Gs gehen, sei 


LA Ht Agde + AgMgs ts =O. 
Diese Curven treffen nun f ebenfalls in der Schaar ye, d. h. die 
Schaar x wird, fiir f= 0, véllig aquivalent der Schaar w, sobald die 
Gleichung 
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(2) wv =14%,+ Bf 


bei gegebenen Functionen 7,, ~, f auf eine solche Weise identisch 
erfiillt wird, dass x, unabhiingig wird von den Parametern 4. Denn 
alsdann treten diese in w~ linear und homogen enthaltenen Parameter 
ebenso in x auf. 

Zuniichst ergeben sich nun die Bedingungen fiir y,, vermége 
welcher 7,¥ bei gegebenen Functionen’ y,, f,  iiberhaupt in die Form 
(2) gesetzt werden kann, aus dem oben angefiihrten Satze (1). Da 
%¥ durch die einfachen Schnittpunkte Gj, und G, von y, mit f hin- 
durchgeht, folgen aus (1) nur Bedingungen in den vielfachen Punkten 
a; von f. In einem solchen Punkte a;, der x,;-facher Punkt von f, 
6;-facher Punkt von y, ist, ergeben sich nach (I) lineare Relationen 
fiir die Coefficienten der Glieder von y,~, bis zur (x; -+ 6; — 2)! 
Dimension inecl., d. h. — da die Glieder (6; — 1)'* und niedrigerer 
Dimension von w identisch 0 sind — Relationen fiir die Coefficienten 
der Glieder von y, bis zur (x;—2)'*" Dimension incl. 

Diese Relationen lassen sich nun ganz unabhiingig von den Coef- 
ficienten von w erfiillen. In der That, sei wy’ irgend eine ganze Func- 
tion, so sind die Bedingungen, dass sich y,~' in der Nihe von a, in 
die Form setzen lisst 


(3) UY = LOY, + BOF, 

so zu befriedigen: y, hat in a; einen 6;-fachen Punkt; die Glieder 
6" Dimension von 4, stimmen iiberein mit denen von y,, d. h. die 
Tangenten der 6; Zweige von yz, fallen mit denen der 6; Zweige von 
v, in a; zusammen; die Glieder (6,-+-1)'* Dimension von 4, sind durch 
6; Relationen so bestimmt, dass die 6; Zweige von y, noch je einen 
weiteren Schnittpunkt mit den entsprechenden Zweigen von w, gemein 
haben, ebenso die Glieder (6;+2)'", ---, (%;—2)'", (#;— 1) Dimen- 
sion; sodann folgen Relationen anderer Art fiir die Glieder ~;'*, 
(x;+ 1)", ++, (%;-+-6;— 2)" Dimension von x, in a;. Man hat also 
hier fiir die Glieder bis zur (x;—2)'" Dimension incl. von 4, die Be- 
stimmung getroffen, dass die Curve x, den Punkt a; ebenfalls zum 6;- 
fachen Punkt haben und dass ihre 6; Zweige in a; je einen entsprechen- 
den der 6; Zweige von w, in a; noch ausserdem in x; — 6; — 1 auf- 
einanderfolgenden Punkten treffen sollen. Diese Bestimmung ist vollig 
unabhingig von den Coefficienten von y’; sie befriedigt also auch noch 
die Relationen, welche fiir die Coefficienten von y, bis zur (%;—2)'" 
Dimension in a; aus der Identitit (2) fliessen: Und da nach dem 
Obigen die Identitit (2) auch keine hdheren Relationen fiir y, in a; 
verlangt, als bis zu den Gliedern (x;—2)'«" Dimension inel., so haben 
wir eine von den Coefficienten von w, also den Parametern 4, ganz 
unabhingige Bestimmung von 4;. 
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Eine derartig bestimmte o-Curve y,, welche in jedem Punkte a; 
von f eine zweite o-Curve y, in (x;—1)6; Punkten so trifft, dass auf 
jeden der 6; Zweige von y,, ausser den vom 6;-fachen Punkte von , 
herriihrenden 6; Schnittpunkten, noch weitere x; — 6; — 1 Schnitt- 
punkte fallen, wird im Folgenden als ,,mit y, gleichsinguldr“ bezeichnet.*) 


Wenn x, als mit wy, gleichsingulir bestimmt ist, so besteht die 
Identitat (2). Es folgt sodann* weiter aus (2), dass alsdann jeder der 
6; Zweige der Curve y, in a; von y,¥%, also auch von Bf, in x;+6;—1 
Punkten getroffen wird; also von B in 6; —1 Punkten, was nur 
mdglich ist, wenn B in a; einen (6;—1)-fachen Punkt hat. Hieraus 
ergiebt sich weiter, dass 4 den Punkt a; zum o;-fachen Punkt haben 
muss, und dass jeder der 6; Zweige der o-Curve x in a; von x,¥, weil 
von Bf, in x; + 6; — 1 Punkten getroffen wird, also von y in x;,—1 
Punkten. Dies letztere sagt aber aus, dass die 6-Curve x mit der o- 
Curve w gleichsingulér wird. Gugleich ist die ganze lineare Schaar » 
durch die lineare Schaar x ersetzt, von welch letzterer jede einzelne 
Curve mit der entsprechenden der Schaar y gleichsingulir wird. Man 
hat daher den folgenden ersten Restsate der 6-Curven: 


(Il). Hine Schaar ye von Punktgruppen von je Q Punkten: 
1 2 

Go, G, 

— ausgeschnitten aus f durch die ganze Schaar von 6-Curven, 
welche noch weiter durch eine feste Gruppe Gp von f gehen: 


o 


V=AYy tht +---=0, 
und ewar Gt, durch ~, —, wird auch durch die Schaar von 
6-Curven 

4=4t + aamt:::=0 


aus f ausgeschnitten, wenn x, eine beliebige durch Gt, gehende, 
mit w, gleichsinguldre o-Curve ist und unter x die ganze 
Schaar der durch die iibrigen festen Schnittpunkte Gs von f 
mit x, gehenden o-Curven, gleicher Ordnung mit y,, verstan- 
den ist. — Jede Curve der Schaar x wird dann mit der 
entsprechenden Curve der Schaar w gleichsingulir. 


*) Diese Definition ist hier fiir den Fall ausgesprochen, dass nicht mehrere 
der vielfachen Punkte von f zusammenriicken. Wie in diesem letzteren Falle die 
Definition von ,, gleichsingulir“ zu modificiren ist, ergiebt sich entweder aus der 
Identitit (2) und (3), oder durch die Principien meines Aufsatzes tiber singuliire 
Punkte, s Math, Annalen Bd. IX. Mit dieser Modification bleiben alle Resultate 
des vorliegenden Aufsatzes erhalten. 
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§ 3. 


Zweiter Restsatz der o-Curven. 


Die Art, wie in § 2. die Relation (2) bei geyebenen Functionen 
f, v, identisch erfiillt wurde, lisst sich so aussprechen: Die Curve 
av geht durch die einfachen Schnittpunkte von y, mit f hindurch; 
sowohl y, als w sind o-Curven und eine von diesen beiden Curven ist 
mit y, gleichsingulir. Enthilt alsdann eine dieser beiden Curven noch 
eine Anzahl von willkiirlichen Parametern, so treten dieselben noth- 
wendig, und in derselben Weise, auch in x auf. 

Nimmt man demnach an, dass in (2) w eine Schaar von Curven 
vorstellt, die alle mit ~, gleichsingulir sind, so hat y, keiner weiteren 
Bedingung zu unterliegen, als eine 6-Curve zy sein, die durch die 
Schnittpunkte von w, mit f hindurchgeht, welche nicht allen w ge- 
meinsam sind. Man erhilt dann an Stelle von ~ vermége (2) eine 
neue Schaar zy von 6-Curven, welche alle mit der einen Curve x, 
gleichsingular sind. Dieses liefert einen gweiten Restsatz der 6-Curven, 
der sich auf besondere Punktgruppen bezieht: 

(Il) Eine Schaar yp von Punktgruppen von je R Punkten: 

Gi, G.» ef he 
— ausgeschnitten ‘aus f durch eine Schaar von 6-Curven, 
welche durch eine feste Gruppe Ge von f gehen und alle mit 


irgend einer von ihnen gleichsingulir sind —, wird auch 
durch die Schaar von 6-Curven 
P = 4%, + HoM +°-+ = 0 

aus f ausgeschnitten, wenn q, eine ganz beliebige durch G} 
gehende 6-Curve ist, und unter pm die Schaar der durch die 
tibrigen festen Schnittpunkte Gg von f mit g, gehenden 
6-Curven, gleicher Ordnung mit y,, welche zugleich alle mit 
der Curve gy, gleichsingulér sind, verstanden ist. 


§ 4. 
Bestimmung von linearen Schaaren von o-Curven. 


Um eine Schaar y, von Gruppen Gt, G? 


2, °*+, Welche von einer 
Schaar von o-Curven 


AM + And, +++ = 9, 
und zwar Gi vou %,, aus f ausgeschnitten wird, festzulegen, muss 
erstens eine Gruppe, Gi, der Schaar gegeben sein; sodann sind nach 
§ 1. fiir die dort betrachtete Schaar X adjungirter Curven die Be- 
dingungen (A) des § 1. zu erfiillen; und endlich folgt aus dem ersten 


Mathematische Annalen. XV. 33 
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Restsatz, § 2., dass man fiir die durch Gt, gelegte 6-Curve x, eine solche 
au wiihlen hat, welche mit y, gleichsinguldr ist. Dies giebt die zweite 
Reihe (B) der Bedingungen, welche in § 1. noch verlangt war. 
Diese zweite Reihe besteht, da jeder der 6; Zweige von y, in a; 
mit je einem der 6; Zweige von y, noch x; — 6; — 1 weitere auf a; 
folgende Schnittpunkte gemein haben soll, aus 
(4 6;—1) 
linearen Relationen fiir die Coefficienten der Schaar X. Diese Relationen 
kénnen natiirlich, ganz oder theilweise, ersetzt werden durch die Angabe 
von entsprechenden festen Grundpunkten fiir die Schaar X, bez. x. 
Die Relationen (A) und (B), an Zahl 


SS 6) (ws —6;—1) + > 64(x%1—6;—1) 


=+ > u(m—1)— 2 > 66,41) 


werden im Allgemeinen von einander und von denen, welche durch 
die Gruppe Gt, gegeben sind, nicht unabhiingig sein. Man kann daher 
fiir die Anzahl der Curven, welche die Bedingungen (A) erfiillen, d. h. 
der 6-Curven, und zugleich durch eine gegebene Punktgruppe hin- 
durchgehen, desgleichen fiir die Anzahl der o-Curven, welche durch 
eine gegebene Punktgruppe gehen und weiter auch den Bedingungen 
(B) unterworfen sind, zunichst nur wntere Grenzen angeben. Die Auf- 
gabe der folgenden Paragraphen ist es sodann, an Stelle dieser Grenzen 
Siitze zu liefern, welche in allen Fiillen Giiltigkeit haben. 

An Stelle des Geschlechts p der zu Grunde gelegten Curve n' 
Ordnung 

f=0 

fiihre ich zuniichst die Zahlen 


a =p+i > («:—0,)(«—6,—1), 
a —=p+i > x (0 —1) —3 >? 6,(6:-+ 1) =} (n—1) (n—2)—3 S"6,(6;-++1) 
=at > 6:(%:—6,— 1) 


ein. 
Die o-Curven x, von der Ordnung s, treffen f in Punktgruppen 


von je 
ns — > * 6; 
Punkten. Um die Anzahl der o-Curven s'** Ordnung zu bestimmen, 


ist zu beachten, dass fiir s +m auch die Curven 
A-f=0, 
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wo A irgend eine Curve (s—~m)'*" Ordnung vorstellt, unter denen ent- 
halten sind, welche die Abzihlung der o-Curven liefert; man erhilt 
also auf f im Allgemeinen nur eine 


[: (s-+1) (s-+2)—1—4(6—-n 1) er ® (+1)|-= 


= [ns— Pxos—]- 


-fach unendliche Schaar von Punktgruppen von je 


ns — > 4x; 6; 


Punkten, ausgeschnitten von den o-Curven s'** Ordnung (s >). Und 
diese Zahl bleibt auch noch fiir s =» — 1 und s =» — 2 giiltig. 
Fiir s = n -— 3 folgt, dass man auf f im Allgemeinen nur eine 


[3—1) (n—2) —1—3 Dia(e+1)|-= 
= ([2’ — 1]- 


-fach unendliche Schaar von Punktgruppen von je 


n(n—3) — > 6; =a+a—2 
Punkten, ausgeschnitten von den o-Curven (n—3)'* Ordnung, hat. 
Biker sind von den ausserhalb der a; gelegenen pumas 
einer 6-Curve s‘* Ordnung mit /: 


1) fiir 
s>n—3: 


héchstens z durch die iibrigen 


ns — > “4,6; — 2 


Ss=n—3: 


bestimmt; 
2) fir 


héchstens x — 1 durch die iibrigen 
ee 
bestimmt. 

Es bilden also die Gruppen Gi, Gi,---, aus f ausgeschnitten 
die ganze Schaar von o-Curven s‘** Ordnung, welche durch eine feste 
Gruppe G, von f hindurchgehen, eine Schaar» (7) mit einer Mannig- 
faltigkeit q, fur die 


fir s>n—93: q>Q—2; 
fir s=—n—3: q>Q@—2z+I. 
Analoge Grenzbestimmungen hat man fiir die o-Curven, welche 
zugleich noch den Bedingungen (B) unterliegen, nimlich mit einer 
gegebenen o-Curve gleichsingulir zu sein. 


33* 
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Auch zu solchen o-Curven » der Ordnung s>n, welche mit 
einer gegebenen o-Curve g, gleichsingulir sind, werden die Curven 


A-.f=0, 


wenn A irgend eine Curve (s—w)'* Ordnung ist, bei der Constanten- 
zihlung gerechnet. Man erhilt also auf f im Allgemeinen nur eine 


[26+ 16+2)—1—36—n + 1)(s—n4-2)— 5 Dai(o.+1) 


—1 > 6:(x: 6;- 1)] . 
= [ms— Dxio—a'| - 


-fach unendliche Schaar von Punktgruppen von je 


ns — D116; 


Punkten, ausgeschnitten von den 6-Curven s'** Ordnung (s>n), welche 
mit einer gegebenen o-Curve gleichsinguliir sind. Diese Zahl bleibt 
auch bei s= » — 1 und s = » — 2 giiltig. 

Ferner hat man auf f im Allgemeinen nur eine 

[w — 1)- 
fach unendliche Schaar von Punktgruppen von ‘je 
xa+n—2 

Punkten, ausgeschnitten von den 6-Curven (n—3)'*" Ordnung, welche 
mit einer gegebenen solchen Curve gleichsinguliir sind. 

Daher sind von den ausserhalb der a; gelegenen Schnittpunkten 
von f mit einer o-Curve s‘** Ordnung, welche mit einer gegebenen 
Curve gleichsingulir sein soll: 


1) fiir 
s>n—3: 
héchstens x’ durch die iibrigen bestimmt; 
2) fiir 
s=n—3: 
héchstens x’ — 1 durch die iibrigen 
x—1 
bestimmt. 


Und die Gruppen Gi, G?,, ---+, aus f ausgeschnitten durch die Schaar 
der o-Curven s‘** Ordnung, welche durch eine feste Gruppe Gg von f 
gehen und mit einer gegebenen o-Curve gleichsingulir sind, bilden 
eine Schaar y) mit einer Mannigfaltigkeit r, fiir die 

fir s>n—3: r>Rkh—d, 

fir s=—n— 3: r>R—qW-+1. 
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§ 5. 
Die o-Curven (n —3)** Ordnung. 


Ich gehe nun, in diesem und dem folgenden Paragraphen, dazu 
iiber, die Umkehrung der im vorigen Paragraphen entwickelten Angaben 
abzuleiten, wodurch dann die o-Curven (n—3)'* Ordnung vor allen 
iibrigen ausgezeichnet werden. Es soll zuniichst der Satz bewiesen 
werden: 

(III) Hine lineare, q-fach unendliche Schaar y(?) von Punktgruppen 
von je Q Punkten, welche aus f durch eine Schaar w von 
6-Curven ausgeschnitten wird, kann immer dann durch eine 
Schaar x von 6-Curven (n—3)*" Ordnung, welche mit den 
entsprechenden Curven von w gleichsingulir sind, ausge- 
schnitten werden, wenn 


q2Q—x+1. 

Zum Beweise beachte man, dass dieser Satz jedenfalls fiir eine 
Gruppe von Q < x — 1 Punkten, fiir die g = 0 ist, gilt; denn da es 
eine wenigstens (z’—1)-fach unendliche Schaar von 6-Curven (n—3)'** 
Ordnung giebt, so kann durch diese Gruppe sicher eine 6-Curve (n— 3)!" 
Ordnung gelegt werden; und dieselbe kann noch mit der gegebenen 
durch die Gruppe gehenden o-Curve gleichsingulir gemacht werden, 
da hierzu nur 2 — a lineare Bedingungen zu erfiillen sind. 

Es wird daher nur ndéthig zu zeigen, dass der Satz fiir die 
Schaar 7) richtig ist, wenn er fiir jede von 6-Curven ausgeschnittene 
Schaar 7@—) als richtig angenommen wird. 

Die Schaar yy sei aus f durch die Schaar von o-Curven: 


VEHAmy +t +++ =0 

ausgeschnitten, und zwar die Gruppe G4, durch y,. Sei « ein Punkt 
dieser Gruppe, welcher nicht zugleich simmtlichen Gruppen von y\) 
angehért. Derjenige Theil y der Curvenschaar wy, welcher noch durch 
« hindurchgeht, bildet eine (q — 1)-fach unendliche Schaar von 6-Curven, 
welche f in einer Schaar »@—?) trifft, darunter y, in der Gruppe GY_,, 
welche « zu Gt, ergiinzt. Diese Schaar y@—}) wird nun, da fiir sie die 
Ungleichung des Satzes erfiillt ist, nach der Annahme durch eine 
Schaar von o-Curven (n—3)* Ordnung aus f ausgeschnitten, welche 
mit den entsprechenden Curven von y’ gleichsingulir sind; und darunter 
die Gruppe G}_, durch eine 6-Curve (m —3)'" Ordnung 3,, welche mit 
¥, gleichsingulir ist. 

Um nun die ganze Schaar 7) aus f auszuschneiden, kann man 
durch den Punkt « eine beliebige Gerade A legen, welche f noch in 
den Punkten «,, @,---, @,—1 treffe, und durch den iibrigen Theil 


“* 
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Gi,_, der Gruppe Gt, die eben nachgewiesene, mit y, gleichsingulire, 
6-Curve y, von der (n—3)'*" Ordnung, welche f ausser G}_, noch in 
einer Gruppe G,,, treffe. Nach dem ersten Restsatze (II) wird dann 
die Schaar (7 aus f von denjenigen o-Curven (n—2)'* Ordnung aus- 


geschnitten, welche durch G, 41 und die Punkte @,, a, +--+, @,—1 hin- 
durchgehen, darunter G‘, von der mit ¥, gleichsinguliren Curve: 
mA. 


Aber da diese Curven (n—2)" Ordnung siimmtlich mit der Geraden 
A noch » — 1 Punkte gemein haben sollen, so zerfallen dieselben alle 
in A und eine Schaar von o-Curven (m—3)' Ordnung: 


ES Aydt + Arte t+ = 9. 

Sei nun G2, irgend eine in y enthaltene Gruppe, in welcher der Punkt 
« nicht vorkommt, so wird diese Gruppe auch von einer Curve y,-A 
der Schaar von Curven (n—2)'* Ordnung ausgeschnitten, also, da 
die feste beliebige Gerade A keinen der Punkte von G? enthiilt, von 
der in der Schaar x enthaltenen Curve , allein. Diese Schaar  ersetzt 
also die urspriinglich gegebene Schaar y vollstiindig, und da eine der 
Curven, z,, mit der entsprechenden y, gleichsingulir ist, so wird es 
jede Curve der Schaar y, nach dem Restsatze (II). Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Aus dem Umstande, dass in diesem Beweise von keiner oberen 
Grenze fiir die Zahl @ Gebrauch gemacht wird, kann man noch weitere 
Siitze folgern. Denn da die von o-Curven (m—3)** Ordnung aus- 
schneidbaren Gruppen nicht mehr als 2 + 2 — 2 Punkte enthalten 
kénnen, hat man aus (III) den Satz: 

(IV) Punktgruppen von je Q Punkten, aus einer q-fach wnend- 

lichen Schaar y\?, welche aus f durch 6-Curven ausgeschnitten 
wird und fiir welche 


q>Q—x+1, 
Q@>a+m7 —2, 
existiren nicht auf der Curve f. 
Hieraus kann man weiter schliessen: © 
(V) Es giebt nur eine 
a —1 
-fach unendliche Schaar von 6-Curven (n—3)* Ordnung, 
d. h. nur x linear von einander unabhiingige o6-Curven 
(n—3)" Ordnung. 
Denn existirte eine oo*-Schaar von o-Curven (m—3)'* Ordnung, so 
erhielte man durch Hinzunahme eines willkiirlichen , aber festen Punktes 
6 zu ihrem Schnitt eine Schaar 
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re, ae 

in von Gruppen (in denen allen derselbe Punkt 6 vorkiime), welche jeden- 
nn falls durch o-Curven (n—2)'*" Ordnung, also nach (III) auch durch 
“ 6-Curven (n—3)'* Ordnung von f auszuschneiden ist, was aber nach 
a (IV) unméglich ist. : 


Endlich kann man auch, als speciellen Fall von (III), den Satz 
aussprechen : 


(VI) Die Gruppen von 


“ . ns —-> ";6 ; 


Punkten, welche aus f durch die o-Curven s” Ordnung 
(s>n-—3) ausgeschnitten werden, bilden genau eine 


kt [»s- >«1—2]-= [x — 2+ n(s—n-+3)]- 

A 

Ja -fach wnendliche Schaar. 

on 

at § 6. 

er 6-Curven (n—3)* Ordnung, welche mit einer gegebenen gleich- 
es singular sind. 

- Auch die am Schlusse des § 4. iiber solche Curven, welche mit 


einer gegebenen gleichsinguliir sind, gemachten Angaben lassen sich 

durch folgenden Satz umkehren : 

“ (IL) in lineare, r-fach wnendliche Schaar py? von Punktgruppen 

von je R Punkten, welche aus f durch eine Schaar w von 

o-Curven ausgeschnitten wird, die alle mit irgend einer von 

i ihnen gleichsinguldér sind, kann immer dann durch eine 
Schaar g von o-Curven (n—3)** Ordnung, die alle mit 
einer gleichsingulir sind, ausgeschnitten werden, wenn 

r>R—a” +1. 

Zum Beweise ist wieder zu beachten, dass dieser Satz jedenfalls 
fir eine Gruppe, fiir die r = 0 und R< a’ — 1 ist, gilt; denn durch 
x’ — 1 oder weniger Punkte kann immer eine 6-Curve (nm —3)'" Ord- 
nung gelegt werden. Es ist daher nur ndthig zu zeigen, dass der 
Satz fiir die Schaar y{ richtig ist, wenn er fiir jede von mit einan- 
der gleichsinguliren o-Curven ausgeschnittene Schaar y¢—} als richtig 
angenommen wird. 

Sei G1, eine Gruppe der zu betrachtenden Schaar y¢), und «@ ein 
Punkt derselben, welcher nicht zugleich simmtlichen Gruppen der 
Schaar angehért; G1, bestehe aus « und Gi_,. Derjenige Theil y’ 
der Curvenschaar ~, welcher noch durch @ hindurchgeht, bildet eine 
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(r—1)-fach unendliche Schaar von miteinander gleichsinguliren ¢- 


Curven, welche f noch in einer Schaar y{—?” trifft. Diese letztere Schaar 


wird, da fiir sie die Ungleichung des Satzes erfiillt ist, nach der An- 
nahme durch eine Schaar von o6-Curven (n—3)'*" Ordnung, welche 
mit einander gleichsingulir sind, aus f ausgeschnitten; darunter G1,_ 
durch eine solche Curve 4;. 

Um nun die ganze Schaar y”) aus f auszuschneiden, kann man 
durch den Punkt @ eine beliebige Gerade A legen; sodann durch die 
iibrigen » — 1 Schnittpunkte von A mit f, sowie durch die weiteren 
Ge+1: Schnittpunkte von y, mit f (ausser Gt_,) noch alle o-Curven 
(n—2)'** Ordnung legen, welche mit einander, also mit y,, gleich- 
singulir sind. Diese Curven treffen f, nach (II’), in y%. Aber diese 
Curven, als von (n—2)'** Ordnung, miissen simmtlich zerfallen in die 
Gerade A und in eine Schaar g von mit x, gleichsinguliren o-Curven 
(w— 3)" Ordnung. Und da es in der Schaar y“) Gruppen giebt, welche 
keinen Punkt mit der festen, aber beliebig angenommenen Geraden 
A gemein haben, so werden diese Gruppen von Curven der Schaar g, 
also, nach dem Restsatze (II’), auch die ganze Schaar y%) von den 
Curven der Schaar m ausgeschnitten, was aber die Aussage des Satzes 
(III) ist. 

Auch hier kann man nun wieder ihnliche Folgerungen ziehen, 
wie in § 5. Da die Zahl R die Grenze x + x — 2 nicht tibersteigen 
kann, ohne dass es mdglich ist, eine o-Curve (n—3)' Ordnung 
zu legen, so hat man: 

(IV’) Punktgruppen von je R Punkten, aus einer r-fach wnend- 
lichen Schaar y\), welche aus f durch miteinander gleich- 
singuldre o-Curven ausgeschnitten wird und fiir welche 

r>R—7+1, 
R>a+a7—2, 
existiren nicht auf der Curve f. 

Ferner: 

(V’) Die 6-Curven (n—3)'" Ordnung, welche mit einer gegebenen 
solchen Curve gleichsingulir sind, bilden genau eine (x — 1)- 
fach wnendliche Schaar. 

Denn bildeten sie eine oc7-Schaar, so erhielte man durch Hin- 

zunahme eines willkiirlichen Punktes 6 zu ihrem Schnitt eine Schaar 


(7) 
Va+n'— 1 


von Gruppen, welche durch einander gleichsinguliire 6-Curven (mn — 2)!" 
Ordnung, nimlich durch die gegebene Curvenschaar, verbunden mit 
einer beliebigen festen Geraden durch §, aus f ausgeschnitten wird; 


1 
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also auch nach (III) durch solehe Curven (n—3)'*" Ordnung, was 
aber nach (IV’) unmdglich ist. 
Endlich hat man, als speciellen Fall von (III’): 
(VI) Die Gruppen von 
nS — L4;6; 
Punkten, die aus f durch diejenigen o-Curven s** Ordnung 
(s>n—3) ausgeschnitten werden, welche mit einer gegebenen 
solchen Curve gleichsingulér sind, bilden genau eine 
(ns — Dx;6;— 2']- = [x —2 + n(s—n-+3)]- 
-fach unendliche Schaar. 


§ 7. 
Der erweiterte Riemann-Roch’sche Satz. 


Die im Satze (III) behandelten Punktgruppen G, fiir die 


q = Q =o a 1, 
und die in (III) behandelten Grappen G® , fiir die 
r>R—7+1 


ist, lassen sich in bestimmter Weise einander zuordnen, wodurch 
dann die Constantenbestimmung in speciellen Schaaren nicht-ad- 


jungirter Curven ihre Grundlage erhiilt. 


(9) 


Eine q-fach unendliche Schaar »” von Gruppen von je Q Punkten 


Q 
Gi, Gi, -:: 
sei aus f durch die ganze Schaar der o-Curven (n—3)** Ordnung 
4 =Agt + Ate + °° = 9 


ausgeschnitten, welche durch die feste Gruppe Gt, von f hindurch- 
gehen. Hier ist also: 
Q+R=a2+ x — 2, 


q=Q—x+1-+Yr, 


und es sei: 


wo r > 0 wird. 

Man fiige nun zu jeder Gruppe der Schaar 72 noch r festliegende, 
aber beliebig gewahlte (und zwar zu jeder Gruppe dieselben) Punkte I, 
hinzu. Hierdurch erhalt man auf f eine Schaar 

(9) 
Yotr 
A+, Atrls-:> 
welche durch eine oc?-Schaar von o-Curven, die mit den entsprechenden 
Curven der Schaar x gleichsingulér sind, aus f ausgeschnitten wird; , 


von Gruppen 
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namlich, wenn x eine beliebige, aber festgewihlte, durch [, gehende 
Curve ist, durch die Schaar 

f+. 
Ferner ist fiir diese Schaar (x 7) 

a= (Q+r)—2+1; 

also sind alle Bedingungen des Satzes (III) erfiillt, und die Gruppen- 
schaar 
7. 
kann aus f durch eine Schaar von o-Curven (n—3)'* Ordnung aus- 
geschnitten werden, welche mit den entsprechenden Curven der Schaar 
(x 4), also mit denen der Schaar zy, gleichsinguliér sind. Da nun die 
Gruppe [, von r festen Punkten ganz willkiirlich gewahlt war, 
so folgt: 

(a) Durch eine solche Gruppe Gt, gehen noch wenigstens r-fach 
unendlich viele 6-Curven (n—3)* Ordnung, welche zugleich alle mit 
der durch (Gt, G},) gehenden 6-Curve (n—3)'*" Ordnung, 4, gleich- 
singuldr sind. 

Es sei ferner auf f eine r-fach unendliche Schaar y? von Punkt- 
gruppen 

Gh» Gi, ¥ 
betrachtet, ausgeschnitten aus f durch die ganze Schaar 


P = 9, + HG. +°°- = 9 
der o-Curven (n—3)'* Ordnung, welche durch eine feste Gruppe G) 
von f gehen und mit einer gegebenen solchen Curve gleichsinguliir 
sind. Hierbei ist wieder 


Q+R=x+x-2, 
r=R—w+1+4q, 


und es sei 


wo g>0 wird. 


Man fiige zu jeder Gruppe der Schaar y? noch g festliegende, aber 


beliebig gewihlte Punkte [, hinzu. Hierdurch ergiebt sich auf / eine 
Schaar 


Vite 
G, +6, Getty: +s 
welche durch eine oo’-Schaar von mit einander gleichsinguliren o- 
Curven aus f ausgeschnitten wird; niimlich, wenn gq’ eine beliebige, 
aber festgewiihlte, durch [, gehende Curve ist, durch die Curvenschaar 
YQ. 
Da ferner fiir diese Schaar (9): 
r= (R+q)—* +1, 


von Gruppen 
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so sind die Bedingungen des Satzes (III’) erfiillt, und die Gruppen- 


schaar 
(r) 
YR+q 


kann aus f durch eine Schaar von o-Curven (n—3)'* Ordnung aus- 
geschnitten werden, welche zugleich alle mit einander gleichsingulir 
werden. Aendert man die Gruppe [, in Ty, so erhilt man analog 
6-Curven (n—3)'*" Ordnung, die mit einander, aber nicht mit der zu 
[, gefundenen Schaar gleichsinguliir werden. Und da [, eine ganz 
beliebige Gruppe von q Punkten auf f war, so folgt: 

(b) Durch eine solche Gruppe Gt, gehen noch wenigstens q-fach 
unendlich viele 6-Curven (n—3)'*" Ordnung. 

Vergleicht man nun die beiden Resultate (a) und (b) dieses Para- 
graphen mit einander, so sieht man zuniichst, dass vermége der Be- 


ziehung 
Q+R=a+a7—2 
die beiden Gleichungen aus (a) und (b): 


q=Q—x+1+47, 

r=R—w+i+q 
in eine zuasammenfallen. Man kann nun unter den Gruppen Gt, G),---, 
die in der Entwickelung des Satzes (a) auftreten, dieselben Gruppen 
verstehen, welche auch bei der von (b) auftreten. Bilden alsdann die 
Gruppen GL, G2,---+ eine g-fach unendliche Schaar v2 , so kann 
man durch Gt, auch nicht mehr als oo” o-Curven (nm —3)'* Ordnung 
legen, welche mit der o-Curve 4, gleichsingulir sind; da sonst, nach 
(b), die Schaar der Gruppen G, G%, +--+ von hoherer Ordnung der 
Vielfachheit, als der g'", wiirde. Und umgekehrt kann man auch 
durch G1, wenn die Gruppen Gt, G2,,--- die Schaar y® bilden, nach 


R 
(a) nicht mehr als co? 6-Curven (n—3)'** Ordnung legen. Man hat 
also an Stelle von (a) und (b) den Satz: 
(VII) Theilt man die 
Q+R=a+nr—-2 
Schnittpunkte von f mit einer o-Curve (n—3)* Ordnung, 
y, in zwei Gruppen Ge und Gp, und es giebt q-fach un- 
endlich viele 6-Curven (n—3)" Ordnung, welche durch Gp 
gehen, dagegen r-fach unendlich viele solcher o-Curven 
(n— 3)" Ordnung, welche durch Ge gehen und zugleich mit 
@ gleichsinguldr sind, so ist: 
g—r=Q—a+1l—=a—-R—-1, 
oder, was dasselbe ist: 


R—Q=2(r—q) + (wv —2). 
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Durch Verbindung dieses Satzes mit (III), bez. (III’) ergeben sich 
zwei verschiedene Formen desselben, welche als die Erweiterungen des 
Riemann- Roch’ schen Satzes iiber die Constantenzahl einer speciellen 
algebraischen Function anzusehen sind: 


(VII) Hat man auf f eine Schaar ya von Punktgruppen von’ je 
Q Punkten, 
Gi, Gi, ik 
ausgeschnitten durch eine Schaar von 6-Curven, insbesondere 
Gi, durch y,, und gehen durch Gi, noch r-fach unendlich 
viele 6-Curven (n—3)"" Ordnung, welche zugleich mit v, 
gleichsingulir sind (r>0), so ist die Mannigfaltigkeit q der 
Schaar ya bestimmt durch 
q=Q-—a+1-4r. 
(VII") Hat man auf f eine Schaar yp von Punktgruppen von je 
R Punkten 
Gt, Ge, ss, 
ausgeschnitten durch eine Schaar von 6-Curven, welche mit 
einander gleichsinguldr sind, und gehen durch G', noch q-fach 
unendlich viele 6-Curven (n—3)*" Ordnung (q>0), so ist 
die Mannigfaltigkeit r der Schaar yx bestimmt durch 


rox R—w+1+4q. 


§ 8. 
Das Problem der speciellen Gruppen. 


Fiir alle in den vorhergehenden Paragraphen gegebenen Siitze ist 
als wesentlicher Charakter zu betrachten, dass sie fiir alle, auch die 
speciellsten, irreducibeln Curven f Giiltigkeit haben. Dagegen gehért 
die Aufsuchung der speciellen auf einer Curve f/ liegenden Punkt- 
gruppen, welche durch die Sitze (III) und (III’) definirt sind, nicht 
mehr in dieses Gebiet. Die hierher gehérigen, auf allgemeinere Curven 
f beziiglichen Angaben erleiden bei besonderen Curven f Ausnahmen, 
welche aber eben zur Charakterisirung der besondern Curve f von 
vornherein mitgegeben sein miissen. Einige solcher allgemeineren An- 
gaben sollen in diesem Paragraphen abgeleitet werden. 

Es sei, ausser der Grundcurve /, noch eine ¢-fach unendliche 
lineare Schaar von Curven, ~, gegeben. Soll nun eine Gruppe Gs 
von S Punkten auf f so bestimmt werden, dass die durch Gs gehenden 
Curven der Schaar w noch eine ¢’-fach unendliche Schaar y’ bilden, 
so sind, fiir 











B 






Ueber die nicht-adjungirten Curven, 






























ich S>t—t, 
- Bedingungen zwischen den S Punkten Gs néthig, und zwar*) 
len 


(t’+1) (S—t+t’) 
. Bedingungen. Und von den Punkten Gs bleiben daher noch 


je 
S — (t'+1) (S—t+t’? 
willkiirlich; vorausgesetzt indess, dass diese Zahl nicht negativ wird. 
lere Insbesondere seien hier zwei Fille niher betrachtet. Einmal sei 
lich die Schaar ~ die oo%—!-Schaar von o-Curven (n—3)'*" Ordnung, 
vy , welche zu f gehdren, also 
der " t—a —1. 
Ferner sei 
S=R, t'=q, 
; also Gs eine Gruppe G!,, durch die noch co?- der o-Curven (n—3)'* 
Je Ordnung, ~’, gehen sollen, welche f noch in den Gruppen 
' Go, Ga, °° 
‘ schneiden, wo 
ws Q+R=a+4+7n —-2. 
uch 
ist Von den R Punkten von Gt, kénnen dann nach dem Obigen 
R — (q+) (R—#'+1+49) 
willkiirlich genommen werden; aber da G1, nach dem Satze (VII”) 
noch einer oo”-Schaar angehdért, wo 
r=R—w+1+4, 
so hat man, wenn das Problem iiberhaupt im Allgemeinen lésbar sein 
ist soll, nothwendig: 
die j R—(q+1)(R-w+1+4+9) 27, 
srt und hieraus 
kt. («) R> Tere . 
cht Die Differenz 
en : ‘ : 
a v= Rr+1)— (rte $l) =a — G4) (r+) 
on giebt an, dass es auf f ein oo*-System von oo”-Schaaren y giebt, 
ond von denen jede Schaar durch o-Curven (n—3)'*" Ordnung, die ein- 
. ander gleichsingulir sind, ausgeschnitten werden kann. Durch r + r 
“4 Punkte von f ist eine, Gruppe Gi, einer solchen Schaar y® endlich- 
7S e 
len ——— 
“nl, : *) §. den in der Einleitung citirten Aufsatz von Hrn. Brill und dem Verf., 
Math, Ann, VIL., pag. 290. 
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vieldeutig bestimmt, und alsdann durch eine Gruppe die ganze Schaar 
eindeutig. 

Es sei zweitens fiir die oben genannte co'-Schaar ~ die oo7—'!- 
Schaar von o-Curven (n—3)'* Ordnung betrachtet, welche alle mit 
einer gegebenen solchen Curve, g, gleichsingulir sind, also 


t—a—l, 
Die Aufgabe sei, eine Gruppe G1, so-zu bestimmen, dass noch oo’- 
Curven aus dieser Schaar hindurchgehen, also , 
S=Q, t'—=r. 
Von den Q Punkten kénnen dann 


Q — (r+1) (Q—2+1+4+7) 
willkiirlich genommen werden; aber da Gj} nach dem Satze (VII’) 
noch einer co?-Schaar angehért, wo 


q=Q—x+1+47, 


so hat man, wenn das vorgelegte Problem lésbar sein soll: 
, Q@— (r+1) (Q—27+1+47) 24, 

und hieraus 

(B) Q> 4aq+x+1) 


q+1 
Die Differenz 
t= O41) — g@+2+1) =x — @+)) (r+1) 

giebt hier an, dass es auf f ein cot-System solcher oo?-Schaaren va 
giebt, von denen jede Schaar durch o-Curven (n—3)' Ordnung aus- 
geschnitten werden kann, und die ausserdem immer je eine Gruppe 
enthalten, welche durch eine mit der gegebenen Curve g gleich- 
singulire o-Curve ausgeschnitten wird. Durch t+ q Punkte von / 
ist eine Gruppe Gt, einer solchen Schaar oe wenn zugleich die G, 
ausschneidende Curve mit g gleichsingulir sein soll, endlich -viel- 
deutig bestimmt; und durch diese Gruppe und @ dann die ganze Schaar 
eindeutig. 

Ist gm nicht gegeben, und stellt man also die Bedingung nur so, 
dass die durch G4, gehenden oo” 6-Curven (n—3)'* Ordnung mit ein- 
ander gleichsingulir-sein sollen, so kann man von Gt, t+ q Punkte 
willkiirlich annehmen, wenn t’ + g <= Q, ungalle, wenn t + ¢ > Q; 
denn da sich nach (VII) die Sehaaren vo und yy? eindeutig entsprechen, 
so giebt es von beiden gleichviel Systeme, niimlich oo”. — Ein ein- 
deutiges Entsprechen zweier endlich-vieldeutigen Probleme findet aber 
im Allgemeinen nicht statt, da hierzu die Differenz 
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Ueber die nicht-adjungirten Curven. 


, , 
tT—-t=—at —-.7 


und t zu 0 werden miisste. 
Die Bedingung (a) giebt die Minimalwerthe der Zahl R von 
Punkten, fiir welche specielle Schaaren ae die von mit einander 


gleichsinguliren o-Curven ausgeschnitten werden, auf fim Allgemeinen 
bestehen kénnen; und die Bedingung (8) die Minimalwerthe der Zahl 


Q von Punkten, fiir welche specielle Schaaren ve , die von o-Curven 


ausgeschnitten werden, auf f im Allgemeinen bestehen kénnen. 
Als Beispiel sei eine 
fs (a,°, a°), 


d. h, eine Curve 6'* Ordnung, welche die Punkte a, und a, zu drei- 
fachen Punkten hat, zu Grunde gelegt. Fir die o-Curven sei 
6,=—=1, 6,=—1; 
also: 
n=6, p=4, tx=6, x =8. 
Die 12 Schnittpunkte von f, mit einer o-Curve (m—3)'* Ordnung, 
C;(a,, @), seien zunichst in zwei Gruppen 
Ge=G,, Gra=G, 

zerlegt. Wenn nun durch eine solche G; noch oo! der C,(a,, a.) hin- 
durchgehen, so miissen nach (VII) durch die G, noch oo' solcher 
C,(a,, a) gehen, welche zugleich mit der durch (G;,G,) gehenden 
gleichsingulir sind, d. h. dieselbe in a, und in a, beriihren. Um die 
Gruppe G, zu construiren, kann man ¢ +r=—4-+1=5 Punkte 
[, derselben willkiirlich auf f annehmen; die tbrigen 2 Punkte sind 
dann auf 11 verschiedene Weisen wihlbar. Denn transformirt man 
die Curve f, eindeutig mittelst der oo?-Schaar von C,(a,, a,), welche 
durch die [, gehen, so erhalt man eine Curve F,, deren 11 Doppel- 
punkten die gesuchten Paare von f, entsprechen. Um eine G, zu 
construiren, kann man entweder die Tangentenrichtungen in 4a,, a, 
der durch G, gehenden mit einander gleichsinguliren C,(a,, a.) und 
ausserdem 3 Punkte von G, beliebig annehmen, wodurch dann die 
iibrigen 2 Punkte von G,; auf 18 verschiedene Weisen bestimmt werden 
‘kénnen; denn die durch Transformation von f, mittelst der co?-Schaar 
von C, entstehende Curve F’, hat zwei 3-fache und 18 Doppelpunkte. 
Oder man kann alle 5 Punkte von G, willkiirlich wihlen, hat aber 
dann fir die durch G; gehenden C,(a,,a,), welche eine oo'-Schaar 
bilden sollen, gemeinsame Richtungen in a,, a,, welche wieder auf 
eine endliche Anzahl von Arten (eindeutig, wie man zeigen kann) be- 
stimmt sind. 

Nach Formel (8) wird es weiter auf f, auch co'-Schaaren von 
Gruppen G@ von je 4 Punkten geben, ausgeschnitten von C,(a,, a). 
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Nimmt man in der That fiir Gz = G, die 6 Schnittpunkte einer Geraden 
und zwei Punkte b,,b, von f,, so werden die G{ ausgeschnitten von 
den Kegelschnitten C,(a,,a,,6,,6,). Durch eine solche G, gehen 
dann noch co? Curven C,(a,, a), welche den betreffenden Kegelschnitt 
C, in a, und a, beriihren; niimlich C,, verbunden mit simmtlichen 
Geraden. Die Gruppe G, ist durch 4 Punkte, aber dann auf 6 Weisen, 
indem man nimlich durch irgend 2 dieser Punkte eine Gerade legt, 
bestimmt. Die Gruppe G, ist, wenn die Richtungen der durch sie 
hindurchgehenden oo”? Curven C,(a,, a.) in a,, a, gegeben sind, durch 





1 Punkt c, auf ee = 10 Weisen bestimmt, da man die 3 iibrigen 


Punkte aus dem Schnitt der zu den C,(a,, a,) gehérigen C,(a,, a, ¢;) 
auswahlen kann; wenn aber jene Richtungen nicht gegeben sind, durch 
3 Punkte auf 3 Weisen. 

Endlich liegen auf f, Schaaren von Gruppen von je 3 Punkten, 
ausgeschnitten durch C,(a,,a,), auf welche aber die Betrachtungen 
dieses Paragraphen nach dem am Anfange desselben Gesagten nicht 
mehr anwendbar sind, wohl aber die Siitze der vorhergehenden Para- 
graphen: es sind die Gruppen, welche von den Geraden durch a,, 
bez. von den Geraden durch a, ausgeschnitten werden. 


Erlangen, Juli 1879. 














B 


dle tai pi ma tel ee al a eee el i, aa ee 


ea 


rch 


ze n 
echt 
Wa- 


a, 








Beschreibung der Ausartungen der Raumcurve dritter Ordnung. 


(Statt der dritten Abhandlung der ,,Beitrige zur abziihlenden Geometrie“, 
cf. Math. Ann. Bd, X, 8. 6 oben und Bd. XIII, S. 430). 


Von 


H. Scnusert in Hamburg. 


In meinen beiden ersten Abhandlungen der ,, Beitriige zur ab- 
zihlenden Geometrie“ (Math. Ann. Bd. X, 8S. 1—116 und Bd. 13, 
8. 429—539) versprach ich die Redaction einer dritten Abhandlung, 
welche die Rawmcurve dritter Ordnung vom Standpunkte der abzihlen- 
den Geometrie aus behandeln sollte. Inzwischen habe ich jedoch ein 
bei Teubner 1879 erscheinendes Buch abgefasst, welches unter dem 
Titel ,,Kalkiil der abzihlenden Geometrie“ die Grundlagen des Ab- 
zihlungskalkiils mit Hinzuziehung leichter Beispiele von neuem ent- 
wickelt, und ausser einem grossen Theile meiner friiheren Unter- 
suchungen anch viele, bisher noch nicht publicirte Ergebnisse enthiilt. 
Zu diesen letzteren gehdren auch die wichtigsten von denjenigen Re- 
sultaten, welche, obwohl sie schon 1874 (cf. Zeuthen’s Bericht tiber 
meine Preisschrift in d. Kopenhag. Acad.-Ber. v. 1875, Heft 1) von 
mir gefunden sind, dazu bestimmt waren, den wesentlichsten Inhalt 
jener dritten Abhandlung zu bilden. (Cf. § 25. meines Kalk. d. abz. 
Geom.) Unter diesen Umstinden darf ich wohl die Fortsetzung meiner 
» Beitr. zur abz. Geom. unterlassen und die Leser der beiden ersten 
Abh. auf mein Buch verweisen. Nur eine kurze Beschreibung der von 
mir aufgefundenen 11 Ausartungen der Raumcurve dritter Ordnung soll 
hier fiir diejenigen Mathematiker Platz finden, welche der neueren Ab- 
zihlungsmethode fern stehen, aber trotzdem sich fiir die Gestalt jener 
Ausartungen, vielleicht aus analytisch-geometrischen Griinden, inte- 
ressiren. 


Unsere Raumcurve C, ist dritter Ordnung, vierten Ranges, dritter 
Classe, d. h. sie besitzt immer auf einer beliebigen Ebene drei ihrer 
Punkte, lasst vier ihrer Tangenten eine beliebige Gerade schneiden 
und schickt durch einen beliebigen Punkt drei ihrer Schmiegungsebenen. 
Diese Eigenschaften muss auch eine ausgeartete C, haben, d. h. eine 

Mathematische Annalen, XV. 34 
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solehe C,, bei welcher der Ort der Punkte oder der Ort der Tangenten 
oder der Ort der Schmiegungsebenen oder zwei dieser Oerter oder 
alle drei Oerter zerfallen sind. Wir denken uns nun zur Bestimmung 
einer C, eine einzelne oder zusammengesetzte, 11-fache Bedingung ge- 
geben, welche keine andern Festsetzungen enthalte, als solche tiber 
die Lage der drei eben erwihnten Oerter, wie z. B. die 11-fache Be- 
dingung, 11 gegebene Flichen zu beriihren, oder die (2+-2-14+-2-1+-3-+-2)- 
fache Bedingung, dass die C, durch einen gegebenen Punkt gehen, 
zwei gegebene Gerade schneiden, zwei gegebene Ebenen beriihren, 
sowie eine gegebene Gerade als Tangente und eine gegebene Ebene 
als Schmiegungsebene besitzen soll. Durch eine derartige Bedingung 
sind im Allgemeinen co' Raumcurven C, bestimmt, da die Constanten- 
zahl der C, 12 betriigt. Unter den so bestimmten Raumcurven be- 
findet sich aber auch eine endliche Anzahl von ausgearteten Raum- 
eurven, und zwar kann das Ausarten, wie auch die gegebene, 11-fache 
Lagebedingung beschaffen sein mag, nur gemiiss einer oder mehrerer 
der folgenden 11 Ausartungsdefinitionen stattfinden. Man beachte, dass 
jede dieser Definitionen eine Curve C, mit der Constantenzahl 11 
ergiebt und dabei die gegenseitige Lage des Punktorts, des Tangenten- 
orts und des Schmiegungsebenenorts genau feststellt. 

1) Bei der Ausartung 4 bilden die Punkte der C, eine ebene Curve 
dritter Ordnung vierten Ranges. Die Tangenten der C, sind die Tan- 
genten dieser Curve, und die Schmiegungsebenen der C, bilden drei 
Ebenenbiischel, welche die drei Wendetangenten der ebenen Curve als 
Axen haben. 

2) Bei der Ausartung x wird der Punktort durch eine ebene Curve 
dritter Ordnung dritten Ranges gebildet. Der Tangentenort setzt sich 
aus den Tangenten dieser ebenen Curve und den Strahlen eines Strahl- 
biischels zusammen, dessen Scheitel in dem Riickkehrpunkte der Curve 
liegt, und dessen Ebene durch ihre Riickkehrtangente geht, ohne im 
Allgemeinen mit der Ebene der Curve zusammenzufallen. Der Ort der 
Schmiegungsebenen besteht aus dem doppelt zu rechnenden Ebenen- 
biischel, dessen Axe die Riickkehrtangente ist, und aus dem einfach 
za rechnenden Ebenenbiischel, dessen Axe die Wendetangente ist. 

3) Bei der Ausartung wird der Punktort durch einen Kegel- 
schnitt und eine Gerade g gebildet, welche den Kegelschnitt in p 
schneidet. Der Tangentenort besteht aus den Tangenten des Kegel- 
schnitts und den Strahlen eines doppelt zu rechnenden Strahlbiischels, 
dessen Scheitel p ist, und dessen Ebene die Gerade g mit der den 
Kegelschnitt in p beriihrenden Tangente ¢ verbindet. Die Schmiegungs- 
ebenen bilden einen dreifach zu rechnenden Ebenenbiischel, dessen 
Axe die Tangente ¢ ist. 

4) Bei der Ausartung @ bilden die Punkte einen Kegelschnitt und 
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eine Gerade g, welche den Kegelschnitt in p beriihrt. Der Tangenten- 
ort besteht aus den Tangenten des Kegelschnitts und den Strahlen 
sweier Strahlbiischel, deren Scheitel der Punkt p ist und deren 
Ebenen durch g gehen, ohne im Allgemeinen mit einander oder mit 
der Ebene des Kegelschnitts zusammenzufallen. Die Schmiegungs- 
ebenen bilden einen dreifach zu rechnenden Ebenenbiischel, dessen 
Axe die Kegelschnitttangente g ist. 

5) Bei der Ausartung 0 bilden die Punkte eine doppelt zu rech- 
nende Gerade g und eine einfach zu rechnende Gerade h, welche g 
in p schneidet. Der Ort der Tangenten besteht aus den Strahlen 
eines doppelt zu rechnenden Strahlbiischels, dessen Scheitel in den 
Punkt p fallt , und dessen Ebene die Verbindungsebene von g und h ist, 
und aus den Strahlen zweier einfach zu rechnender Strahlbiischel, deren 
Scheitel auf g liegen, und deren Ebenen durch g gehen, jedoch so, 
dass die beiden Scheitel und die beiden Ebenen sowohl von einander, 
wie auch von dem Punkte p resp. der Verbindungsebene von g und h 
verschieden sind. Der Ort der Schmiegungsebenen ist der dreifach zu 
rechnende Ebenenbiischel, dessen Axe g ist. 

6) Bei der Ausartung y bilden die Punkte eine dreifach zu rech- 
nende Gerade g, welche zugleich die Axe eines Ebenenbiischels ist, 
dessen dreifach zu rechnende Ebenen die Schmiegungsebenen sind. 
Der Ort der Tangenten ist in 4 verschiedene Strahlbiischel zerfallen, 
deren 4 Scheitel auf g liegen und deren 4 Ebenen durch g gehen. 
Jedoch sind diese 4 auf g liegenden Punkte und diese 4 durch g gehen- 
den Ebenen in ihrer Lage von einander abhdngig, und zwar so, dass, 
wenn die 4 Punkte und 3 Ebenen resp. die 4 Ebenen und 3 Punkte 
festgelegt sind, sich die vierte Ebene resp. der vierte Punkt vierdeutig 
bestimmt. Hiermit hingt zusammen, dass es im Allgemeinen tiber- 
haupt keine Raumcurve giebt, welche 4 willkiirlich gegebene Gerade 
zu Tangenten hat, dass vielmehr diejenigen Strahlen des Raums, 
welche mit 3 gegebenen Geraden zusammen ein Tangentenquadrupel 
einer cubischen Raumeurve bilden kénnen, einen Liniencomplex vierten 
Grades ausfiillen. (Cf. Voss in d. Math. Ann. Bd. XIII, 8S. 169.) 

Die Beschreibung der 5 iibrigen Ausartungen der C, erhilt man 
aus den Beschreibungen von A, x, @, #, 0 durch duale Uebertragung. 
Die Ausartung » entspricht sich selbst dual. 

Aus den aufgestellten Definiticnen kann man durch weitere 
Specialisirung hdhere Ausartungen mit noch niederer Constantenzahl 
auf mannigfache Weise gewinnen. Nimmt man z. B, bei der Aus- 
artung @ statt des allgemeinen Kegelschnitts diejenige Kegelschnitt- 
ausartung, bei welcher die Punkte zwei Gerade bilden, so erhalt man 
folgende Ausartung der C, mit der Constantenzahl 10: 

Die Punkte bilden drei Gerade g,h, k, so dass h und k sich nicht 

34* 
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schneiden, g aber sowohl h wie k schneidet, und zwar h in p und k 
in g. Die Tangenten bilden zwei doppelt zu rechnende Strahlbiischel, 
und zwar hat der eine seinen Scheitel in p, seine Ebene in der Ver- 
bindungsebene von g und h, der andere seinen Scheitel in qg, seine 
Ebene in der Verbindungsebene von g und k, Die Schmiegungsebenen 
bilden einen dreifach zu rechnenden Ebenenbiischel, dessen Axe g ist. 

Es ist nicht schwer, einige der obigen 11 Beschreibungen auch 
analytisch-geometrisch aus den Gleichungen der C, zu erkennen. Der 
Auffindung der genauen Definitionen sdémmilicher 11 Ausartungen nach 
analytisch-geometrischer Methode steht jedoch der Umstand entgegen, 
dass man bei dieser Methode entweder ein punktgeometrisches oder ein 
liniengeometrisches oder ein ebenengeometrisches Verfahren einschligt, 
nicht aber gleichzeitig nach allen 3 Arten verfahrt. Es erwiichst 
daher fiir die analytische Geometrie die Aufgabe, die Darstellung der 
cubischen Raumcurve so einzurichten, dass man daraus alle Ausartungen 
ohne Schwierigkeit gewinnen kann. 


Potsdam, im Juli 1879. 
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Ueber die Transformation elfter Ordnung der elliptischen 
Functionen. 


Von Feuix Kiem in Miinchen. 
(Mit einer lithogr. Tafel.) 


Im Verfolg meiner Untersuchungen iiber die Transformation der 
elliptischen Functionen behandele ich im Nachstehenden die Trans- 
formation elfter Ordnung. Es ist dabei mein besonderes Ziel gewesen, 
die Gleichung elften Grades, welche in diesem Falle auftritt, in ein- 
fachster Form explicite herzustellen. Im XIV‘ Bande dieser Annalen, 
p. 423—424, habe ich bereits gezeigt, dass man dieser Gleichung 
folgende Gestalt geben kann: 

J = F(z), 
wo F(z) eine ganze Function elften Grades der Unbekannten z mit 
nur numerischen Coefficienten ist, die einen cubischen Factor dreifach 
enthalt, wahrend (F(z) —1) einen biquadratischen Doppelfactor besitzt. 
Aber zugleich bemerkte ich, dass diese Angaben noch nicht zur vollen 
Bestimmung der Function /’ ausreichen. Ich combinire daher mit 
den damaligen Betrachtungen nunmehr ein im XV'" Bande pag. 277 


fir einen beliebigen Transformationsgrad ausgesprochenes Resultat. 
n—1 


Dasselbe lehrt bei -— Variablen y ein System von Collineationen 


kennen, welches mit der Gruppe der Modulargleichung isomorph ist. 
Dementsprechend giebt es ein ,Problem der y“, bei uns vom 660! 
Grade, und eine geeignete Specialisirung desselben liefert zunichst in 
iibersichtlichster Weise die Galois’sche Resolvente 660" Grades der 
Modulargleichung, dann weiter die gewollte Gleichung elften Grades, 
und zwar in zwei Formen, von denen jede ihre Vorziige hat und 
deren eine eben jene J = F(z) ist. Ich habe in § 10. die so gefundenen 
Resultate zusammengestellt. Die folgenden Paragraphen vermitteln so- 
dann den Uebergang zu der einfachen Multiplicatorgleichung zwélften 
Grades, die ich Bd. XV, pag. 88, angab, und liefern so die Méglich- 
keit, die neuen Gleichungen elften und 660'" Grades auf transcenden- 
tem Wege zu lésen. 


534 F. Kure. 


Die hiermit aufgeziihlten Resultate habe ich bereits, doch ohne 
Beweis, in zwei an Herrn Brioschi gerichteten Briefen vom 9. April 
und 11. Juni 1879, von denen der eine der Accademia dei Lincei, der 
andere dem Istituto Lombardo vorgelegt wurde, veréffentlicht; anderer- 
seits habe ich die ganze Entwickelung, wie ich sie hier gebe, im Laufe 
des verflossenen Sommersemesters in einer Vorlesung itiber algebraische 
Gleichungen zum Vortrag gebracht. 


§ 1. 
Ueber gewisse elfblittrige Riemann’sche Flichen*). 

Die Wurzel ¢ der Gleichung 
(1) J=F(), 
von der soeben die Rede war, ist, wie ich |. c. zeigte, so in Bezug 
auf J verzweigt, dass bei J = oo simmtliche elf Blatter im Cyklus 
zusammenhiingen, bei J = 0 dreimal drei, bei J — 1 viermal zwei. 
Nun behauptete ich ebendort, dass es nicht weniger als zehn wesentlich 
verschiedene Riemann’sche Flichen giebt, welche dieselbe Eigenschaft 
besitzen (von denen aber nur zwei bei der Transformationstheorie in 
Betracht kommen). Es ist heute “meine niichste Aufgabe, diese Be- 
hauptung auf dem damals bereits angedeuteten, rein geometrischen 
Wege zu beweisen. 

Die elf Blatter der Riemann’schen Fliche will ich vorab, wie 
ich es friiher that, der Anschaulichkeit halber zur Hilfte schraffiren, 
namlich soweit sie die positive Halbebene J iiberdecken. Sodann zer- 
schneide man die Blatter simmtlich lings desjenigen Stiickes der reellen 
Axe J, welches im Endlichen von J =O bis J=1 reicht. Unsere 
Flaiche geht dann, wie aus der vorausgesetzten Multiplicitiit der Ver- 
zweigungspunkte folgt, in eine einfach zusammenhingende, einfach 
berandete Fliiche tiber, deren Blatter nach wie vor bei J = oo im 
Cyklus verbunden sind. Offenbar kann man dieselbe durch stetige 
Deformation in das Innere eines Kreises ausbreiten, das von einem 
beliebigen seiner Punkte aus in 22 abwechselnd schraffirte und nicht 
schraffirte Sectoren zerlegt ist. Will man die Punkte J = 0 als Ecken 
gestalten und die zwischen ihnen befindlichen Stiicke der Kreisperipherie 
geradlinig zeichnen, so hat man das Elfeck der Figur (8) auf der 
meiner friiheren Arbeit (Bd. XIV) beigegebenen Tafel. 

Die so hergestellte Figur modificire ich nun mit Riicksicht auf 
den speciellen hier vorliegenden Zweck in der Art, wie es Figur a 
auf der diesesmal beigefiigten Tafel versinnlichen soll. Statt das Innere 





*) Dieser Paragraph kniipft unmittelbar an die schon soeben citirte Arbeit 
an: Ueber die Erniedrigung der Modulargleichungen, Ann. XIV, p. 417—427. 
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des Elfecks als Abbildung der zerschnittenen Fliche zu betrachten, 
wiihle ich das Aeussere desselben und ersetze die friiher im Mittel- 
punkte zusammenlaufenden 22 Halbdiagonalen durch ebensoviele ins 
Unendliche auslaufende gerade Linien. Ausserdem habe ich zur Be- 
zeichnung der verschiedenen Bliitter in die nicht schraffirten Felder 
die Ziffern 1, 2, ---, 11 hineingesetzt. 

Will man nun wissen, wie viele verschiedene elfblittrige Flichen 
es giebt, welche die von uns verlangte Lage und Multiplicitit der 
Verzweigungspunkte besitzen, so ist die Frage augenscheinlich die 
(Annalen XIV, pag. 424): Auf wie viele Weisen ist es méglich, die 
22 Halbkanten der in Figur a vorhandenen inneren Begrinzeung der- 
art zu einem aus 11 Stiicken bestehenden, doppelt iiberdeckten Linien- 
zuge zusammenzubiegen, dass von den 11 Punkten J =0 dreimal drei 
und von den 11 Punkten J =1 viermal zwei zusammenkommen? — 
Die Figur b (die wohl ohne besondere Erliuterung verstiindlich ist) soll 
an einem Beispiele erliiutern, wie dieses Zusammenbiegen gemeint ist. 

Die so formulirte Frage wird durch die Schemata I, ---, VI (auf 
der beigegebenen Tafel) beantwortet. Dieselben sollen nur die Gestalt 
des elfgliedrigen Linienzuges in jedem Falle angeben. Die mit kleinen 
Kreisen bezeichneten Punkte entsprechen allemal J =O, die durch 
gerade Striche markirten J = 1. Das Schema V bezieht sich auf den 
in Figur b dargestellten Fall; die Schemata I sind, meinen friiheren 
Erliuterungen zufolge, die einzigen, welche auf die aus der Trans- 
formationstheorie hervorgehenden Gleichungen elften Grades passen, — 

Es giebt, diesen Schematen nach, in der That zehn Moglichkeiten 
der Zusammenbiegung. Dass es auch nicht mehr giebt, ist ebenso 
evident; denn offenbar gelingt es nicht, noch andere elfgliedrige Linien- 
ziige der von uns gewiinschten Art herzustellen. — Somit ist der zu 
Kingang des Paragraphen ausgesprochene Satz bewiesen. 


§ 2. 
Gruppe der Monodromie. 


Es wird sich nunmehr darum handeln, unter diesen zehn Fallen 
diejenigen beiden, welche allein fiir die Transformationstheorie Be- 
deutung haben, durch ein einfaches Kriterium zu kennzeichnen. Ich 
wihle als solches die Gruppe der Monodromic*). Wenn man J in 
seiner Ebene beliebige geschlossene Wege beschreiben lisst, so werden, 
wie man weiss, in den beiden in Betracht kommenden Fiillen die 11 
Wurzeln der Gleichung J = J'(z) nur auf 660 Weisen vertauscht, und 
diese 660 Vertauschungen bilden die bekannte Gruppe, welche Galois au- 


*) Hermite in den Comptes Rendus von 1851. 
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erst auffand und tiber die Betti*) die ersten ausfiihrlichen Untersuchungen 
verdffentlichte. Diese Gruppe enthiilt nur solche Vertauschungen, deren 
Periode 1, 2, 3, 5, 6, 11 ist; und diesen Umstand will ich hier dazu 
benutzen , um zu zeigen, dass die Gruppe der Monodromie in den acht 
fiir uns unbrauchbaren Fiillen eine andere ist, dass also die beiden in 
Betracht kommenden Fliichen durch ihre Verzweigungspunkte und die 
Gruppe der Monodromie zusammen villig charakterisirt sind. 

Der betr. Nachweis stellt sich in siimmtlichen Fallen durchaus 
analog. Ich erliutere daher nur den Fall der Figur b (Schema V). 
Man lasse J in seiner Ebene einmal den Unendlichkeitspunkt um- 
kreisen, eine Operation, die ich S nennen will. Dann gehen (wie die 
Figur aufweist) die Wurzeln 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 
bei richtig gewihltem Bewegungssinne in folgende iiber: 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 1. 
Andererseits lasse man J den Punkt J = 1 umkreisen, eine Operation, 
die 7 heissen soll. So wird aus 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 
wie wieder die Figur zeigt, resp. 
2, 1, 10, 4, 9, 7, 6, 8, 5, 3, 11. 
Jetzt mache man zuerst die Operation 7, dann dreimal die Operation 
S. So entsteht aus 
1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 
bez. 
5, 4, 2, 7, 1, 10, 9, 11, 8, 6, 3; 
die Operation T'S* vertauscht also folgende Wurzeln cyklisch: 
(1, 5) (2, 4, 7, 9, 8, 11, 3) (6, 10). 
Diese Cyklen enthalten bez. 2 und 7 Buchstaben; die Periode von 7'S* 
ist also 14, und die Gruppe der Monodromie von der Gruppe der 660 
Substitutionen verschieden, was zu beweisen war**). 


§ 3. 
Die Gruppe der 660 y-Substitutionen. 


Den soeben bewiesenen Satz benutze ich jetzt in der Art, dass 
ich mich fortan mit einem Probleme beschiiftige, welches jedenfalls 
die richtige Gruppe von 660 Vertauschungen besitzt; gelingt es mir 
dann, im Verlaufe der Untersuchung auf eine Gleichung J = F(z) eu 
kommen, wo F(z) einen cubischen Factor cubisch wnd (F'(2)—1) einen 








*) Annali di Scienze matematiche etc. di Tortolini, t. IV (1853). 
**) Auch in den anderen Fallen geniigt es, die Operation 7'S* zu betrachten, 
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hiquadratischen Factor doppelt enthilt, so habe ich die gesuchte Glei- 
chung gefunden. 

Zu diesem Zwecke betrachte ich das System von 660 Collineationen 
bei 5 Variablen, von dem schon in der Kinleitung die Rede war. In- 
dem ich die quadratischen Reste modulo 11 als Indices wihle und so 
ordne, wie sie aus einem derselben durch Multiplication mit 4 hervor- 
gehen, nenne ich die Variablen 


Yi> Yar Ys Yoo Ys- 
Die 660 Collineationen erwachsen dann durch Wiederholung und Com- 


2in 
bination der folgenden zwei Operationen (, =e" ). 


S) YW = 0%, Ys = OY, Ys = O°Ys, Yo = OY, Ys = 074s» 
V—11-y,' = (e°—0")y, + (o'— 07), + (0 — 0%) y; 

+ (e°— 9°) ¥% + (e'— 9") 3, 
V—11-y' = (o'—¢") y+ (e°'—0')y, + (0°— 0°) y; 

+ (e'—@"")¥ + (0° —0") ys, 
)) gm} ¥— 11 ws! = (ee), + (o°—0°) us + (0'—0") ys 

+ (e°— 9") 49 + (o*— 0") ys, 
V—11+ yy) = (e°—@°) y, + (e'—0")y, + (0° —0°)y; 

+ (e*— 0") Yo + (e®— 0%) ys, 
— ys = (o'—o'")y, + (0°—e*)y, + (o'—0")ys 

+ (9°—9@°)¥o + (9° — 0) ¥s, 

denen sich als einfachste Combination die cyklische Vertauschung 
zugesellt: 
(2b) C) Wo =%, Yo =Ysr Ys =Yor Yo = Ys» Ys = M%- 
Und zwar lassen sich simmtliche 660 Collineationen durch die beiden 
Symbole angeben: 








\ 


C28, C«S#TS7, 


wo man dem a@ die fiinf Werthe 0, 1, 2, 3, 4, dem 6 und dem y 
die 11 Werthe 0, 1, 2,---, 10 zu ertheilen hat. — 


Diesem Substitutionssysteme entspricht im Sinne meines letzten 
Aufsatzes (Annalen XV, pag. 256) ein ,, Problem der y‘‘, welches in 
allgemeinster Fassung so lautet: Es sind siimmtliche ganze Functionen 
der y, die sich bei den 660 Collineationen (2) nicht dndern, ihrem 
Zahlenwerthe nach gegeben; man soll die wnbekannten y berechnen, Diess 
Problem hat jedenfalls die gewiinschte Galois’sche Gruppe, und mit 
ihm werde ich mich daher jetzt eine Zeit lang beschiftigen. 












F. Kreiy. 


g 4. 


Ungeaindert bleibende ganze Functionen der y. 


Es ist nicht meine Absicht, alle ungeiindert bleibenden ganzen 
Functionen der y mitzutheilen; dies wiirde jedenfalls eine weitliufige 
und vielleicht eine schwierige Aufgabe sein. Vielmehr definire ich nur 
drei solehe Functionen, die ich spater gebrauche. Die erste ist die 
Function dritten Grades: 


(3) Vi = Yo + YP Ys + Ys? + Yo Ys + Ys" Ys, 
offenbar die niedrigste ungeiindert bleibende Function. Die zweite ist 
ihre Hesse’sche Determinante vom fiinften Grade: 


% Oy y O | 
0 y, 9 Y% % 
(4) H= y, Oy 9 ¥ 1, 
% % FO wy O | 


Ow % 9 | 





deren erste Unterdeterminanten spiiter von Interesse werden. Die 
dritte ist eine Function elften Grades: 


(5) C= (ys + ye + ys + yo! s+ 

die man etwa definiren kann als numerisches Multiplum der Summe 
der elften Potenzen derjenigen 660 Werthe, deren y, bei den 660 
Collineationen theilhaftig wird. Mit Riicksicht auf das erste in (5) 
angegebene Glied finde ich: 


(5b) C= =, (Zy"). 


Aus C und V werde ich spiiter die rationale Function 33'" Grades 
und nullter Dimension: 

C3 

vi 





zusammensetzen. 


g 5. 
Elfwerthige ganze Functionen der y. 


Um die niedrigsten elfwerthigen Functionen der y zu finden be- 
ginne ich damit, aus der Gesammtheit der Collineationen (2) eine 
Untergruppe vom Index 11 (die sonach 60 Substitutionen enthilt) 
auszuscheiden. Dies geschieht leicht, wenn man die eindeutige Be- 
ziehung benutzt, welche zwischen den 660 Collineationen und den- 
jenigen ganzzahligen linearen Substitutionen 
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t= sett, ad — By = R (mod. 11), 


die modulo 11 verschieden sind, besteht, und dann die Betti’schen 
Formeln heranzieht, welche ich Annalen XIV, p. 419 reproducirt habe. 
Offenbar kann man die beiden Collineationen S, 7 den folgenden 
beiden @-Substitutionen entsprechend setzen: 
ao =@a-+1, o = ——, 
(aus denen wieder alle anderen durch Wiederholung und Combination 
hervorgehen). Dann entsprechen den cyklischen Vertauschungen C* 
der fiinf y: 
(Yrs Yar Ys» Yor Ys)s 
wie man leicht findet, die Wiederholungen von 
a =4o. 
Nun erwiichst nach den genannten Formeln eine Untergruppe vom 
Index 11, wenn man die Substitution 
a = 4a 
mit folgender Substitution von der Periode 2 verbindet: 
o- — we =i + 1; 
die Untergruppe enthilt dann von selbst die Substitution 
, 1 


o-=-_ 


@ 





Indem wir zw den y zuriickgehen, haben wir also die cyklische Ver- 
tauschung C der y mit der Collineation S-1TS zu combiniren. Die 
entstehende Untergruppe umfasst von selbst die Collineation T. 

Aber man kennt von vorneherein eine sehr einfache Function 
der y, die bei den Operationen C und 7’ invariant bleibt: das ist die 
Summe der y: 


(6) Po =" + Ys + Ys + Yo + Ys- 
Wendet man auf sie die Collineation S~!7'S an, so kommt nach 
kurzer Rechnung: 


(7) Py = y= {1 (2(@" — @') + (@” — e”) 
+ y,(2(0° — e*) + (e® — @”)) 
+ Ys (2(e? — e°) + (e' — @° )) 
+ ¥y(2(9% — 9°) + (et — @? )) 
+ ys (2(e'°— @*) + (e° — @ ))}, 


und vertauscht man hier die fiinf y cyklisch, so entstehen noch vier 
weitere Ausdriicke, die 
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(8) Pir Po» Par Ps 

genannt werden sollen. — Da p, bei 10 Collineationen der Unter- 
gruppe ungeindert bleibt, so ist es gegeniiber der Gesammtheit ihrer 
Collineationen sechswerthig; d. h. die sechs Ausdriicke p werden bei 
den 60 Collineationen der Untergruppe unter sich permutirt. Die sym- 
metrischen Functionen der sechs p bleiben also bei simmtlichen Col- 
lineationen der Untergruppe ungeindert; sie sind also gegeniiber den 
660 Collineationen (2) elfwerthig, sie miissten denn zu den iiberhaupt 
ungedindert bleibenden Functionen gehéren. 

Demnach berechne man, um modglichst niedrige elfwerthige Func- 
tionen zu haben, die niedrigsten nicht verschwindenden symmetrischen 
Functionen der p, also etwa die Sumze der Quadrate und die Summe 
der Cuben. So findet man folgende Functionen: 


1) Die Function zweiten Grades: 
(9) P= (y,> +9? +95? +9? + 9s”) 
— (Yio + YsYs + Usd: + Yo¥s + Ys 4s) 


ex =e. (Yrs + YGYs + YsYo + Yo¥s + Y3%)> 


2) Die Function dritten Grades: 
(10) h= y,* +ye +y,° +9*° + 49;5°) 
+ 30745 + Wy? My, 1 Ys?Yy + Yo?Ys + Ys? Yo) 
—3(Y:YsYo + YsYsYs Ys Vos FYoYs Ys +Y3Y1 Ys) 


i+V—11 

+7 tS" tus +42 + ys2ts + uot + usu) 
14+V—i1 , 

it 2 (YW YsYs FYsYs Yo Ys YoVs FYoYs41 +431 Ys) 


—(1+Y—11) (Y.2 yy + MPYs + Ys?¥o + yo?Ys + Ys?%)- 
Die Function g, stimmt mit — met = <a) at 


—V—ii =p 
6 


Zp? iiberein; die Function 


fy ist von nur um ein Glied verschieden, das ein nume- 


risches Multiplum von V (3) ist. — Die elf Werthe, welche g, oder 
f, bei den 660 Collineationen annimmt, und die ich g,, bez. f, nennen 
will, erwachsen aus g, und fj, wenn man der Collineation S” ent- 
sprechend statt y,: eintrigt 9*°”- y,:. — Aendert man in diesen Formeln 
das Vorzeichen von / — 11, so bekommt man Ausdriicke q,’, f,, welche 
ebenfalls elfwerthig sind und die sich auf die zweite Serie von Unter- 
gruppen vom Index 11 bezieht, die Betti 1. c. ebenfalls angiebt. Da 
sich aber fiir sie alle Betrachtungen ganz geradeso gestalten, wie fiir 








Q, 
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die g,, f,, so werde ich sie in der Folge durchaus bei Seite lassen. — 
Als elfwerthige Functionen nullter Dimension werde ich spiiter 


hy und 
Vv vi 


Py 








gebrauchen. 


§ 6. 
Specialisirung des y-Problems. 


Fiir unseren speciellen Zweck bediirfen wir nicht des allgemeinen 
Problems der y: in der Schlussgleichung J = F(z), die wir suchen, 
soll nur der eime Parameter J vorkommen. Es handelt sich also 
darum, aus der vierfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit der y, : 4:45: 4:Y3 
nunmehr in richtiger Weise eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, 
eine Curve, auszuscheiden, die bei den 660 Collineationen in sich tiber- 
geht, und das specielle auf sie beziigliche Problem der y durchzufiihren. 


Von dieser Curve wissen wir, dass sie das Bild der Galois’schen 
Resolwente der Transformationsgleichung sein muss. Nun ist, wie ich 
friiher ausfiihrte (Ann. XIV, p. 151) die Galois’sche Resolvente vor- 
gestellt durch eine Riemann ’sche Fliche, die 660-blittrig iiber der 
Ebene J ausgebreitet ist und deren Blatter bei J =O zu je 3, bei 
J =1 wu je 2, bei J = oo wu je 11, sonst aber nirgends zusammen- 
haingen, deren Geschlecht also = 26 ist. Auf unserer Curve muss 
es dementsprechend eine rationale Function J geben, welche jeden 
Werth in 660 und nur in 660 solchen Punkten annimmt, die durch 
die 660 Collineationen auseinander hervorgehen; es darf unter diesen 
Gruppen von je 660 zusammengehérigen Punkten nur drei geben, 
welche aus einer geringeren Zahl von mehrfach zahlenden Punkten 
bestehen: eine Gruppe von 220 dreifach zihlenden Punkten, eine von 
230 zweifach zihlenden und eine von 60 elffach zahlenden. Das Ge- 
schlecht der Curve ist natiirlich auch gleich 26. — Beachten wir ferner 
die Gleichung (1) J = F(z). Sie sagt vor allen Dingen aus, dass es 
auf unserer Curve eine rationale Function z giebt, welche jeden Werth 
in 60 und nur in solchen 60 Punkten annimmt, die durch die Colli- 
neationen einer Untergruppe vom Index 11 auseinander hervorgehen. 
Die weiteren Higenschaften der Function F’: dass F(z) eine rationale 
ganze Function elften Grades ist, dass es einen cubischen Factor 
cubisch und F(z) —1 einen biquadratischen Factor doppelt enthalten 
soll, sind blosse Consequenzen des Gesagten*). Dass F'(¢) eine ganze 








*) Vergl. bei diesen Ueberlegungen die analogen Betrachtungen fiir die 
Transformation siebenter Ordnung, welche ich Annalen XIV, p. 434, 456 etwas 
ausfiihrlicher entwickelt habe. 
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Function elften Grades ist, ergiebt sich daraus, dass die 660 einem 
beliebigen Werthe von J entsprechenden Punkte sich gegentiber den 
60 Collineationen der Untergruppe in 11 - 60 spalten, dass aber die 
60 Punkte J = oo alle auseinander durch die Collineationen der Unter- 
gruppe hervorgehen. Die anderen EKigenschaften folgen aus dem Ver- 
halten der 220 Punkte J —0O und der 330 Punkte J=1. Es giebt 
unter den 660 Collineationen, wie bekannt, 2-55 von der Periode 3, 
55 von der Periode 2*). Bei jeder Collineation von der Periode 3 
bleiben daher 4 Punkte J =O fest, bei jeder Collineation von der 
Periode 2 6 Punkte J = 1. Aber die Untergruppe vom Index 11 ent- 
halt 2-10 Collineationen von der Periode 3, 15 von der Periode 2. 
Die 220 Punkte J = 0 sondern sich also ihr gegeniiber in 2-20-+-3-60 
und die 330 Punkte J = 1 in 3-30+4-60. Und eben dies wird durch 
die gemeinten Kigenschaften von F' ausgesagt. 

Wenn es also gelingt, eine Raumeurve zu finden, auf welcher die 
Function J in der angegebenen Weise, auf welcher iiberdies eine Function 
2 existirt, so muss sie von selbst zu einer Gleichung J = F(z) hinleiten, 
die alle charakteristischen Eigenschaften besitet und also die von uns 
gesuchte Gleichung ist. 

Jetzt ist die niedrigste nur von den Verhiiltnissen der y abhiingige 
rationale Function, die bei den 60 Collineationen einer Untergruppe 
ungeiindert bleibt, nach § 5.: 





(11) st, 
eine Function vom dritten Grade. Sie soll, will ich voraussetzen, die- 
jenige Function sein, welche auf unserer Curve jeden Werth in 60 
Punkten annimmt; ich werde also die Hypothese machen, dass unsere 
Curve von der 20" Ordnung sei, und weder auf f, = 0, noch auf 7 = 0 
gelegen sei, noch auch dem gemeinsamen Schnitte von f, =0, 7 = 0 
begegne. Ich will ferner annehmen, dass sie nicht auf C = 0 liegt und 


auch nicht dem Schnitte von C=0, V=0 begegnet. Dann ist oi eine 


Function, welche jeden Werth in 660 zusammengehérigen Punkten 
annimmt; fiir C = 0 erhalt man nur 220 getrennte Punkte, fiir y = 0 
nur 60. Man sieht: es miisste J=k- a gesetzt werden, wo k eine 
numerische Constante ist. Nun sage ich: Wenn nur das Geschlecht 
unserer Curve gleich 26 ist, so giebt es von selbst ausser der Gruppe 
der dreifach ztihlenden 220 Punkte und der Gruppe der elffach ziihlenden 


60 nur noch eine Gruppe von mehrfach zihlenden Punkten, némlich 








*) Vergl. hier und im Folgenden bei solchen Angaben die betr. Capitel in 
Serret’s Traité d’algébre supérieure, vol. II. 
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von 330 zweifach zihlenden. Denn denken wir uns die Curve als 
Riemann’sche Fliche 660-blittrig tiber der Ebene J ausgebreitet, 
so bekommen wir, wegen der 660 Transformationen der Curve in sich, 
bei denen J ungeiindert bleibt, jedenfalls eine reguliére Verzweigung 
(Annalen XIV, p. 458), und wenn also irgendwo v Blitter zusammen- 
hingen, so hangen an dieser Stelle alle Blatter zu je v zusammen. 
Man hat also 





2p —2 = 660(—2+4 >) 2-1), 


v 


wo sich die Summe rechter Hand auf die verschiedenen Stellen der 
Ebene J bezieht, an denen Verzweigungen stattfinden. Soll nun 
p = 26, ein Werth von vy gleich 3, ein anderer gleich 11 sein, so 
kann, wie man sofort zeigt, nur noch ein drittes vy unter dem Summen- 
zeichen vorkommen, und dieses muss gleich 2 sein. Auch kénnen 
wir, durch zweckmiissige Wahl von i, erreichen, dass J an der betr. 
Stelle gleich 1 wird. 


Man sieht, wie sich alle diese Hypothesen zusammenschliessen. 
Es gilt, in dem Raume der y eine Curve von der 20%" Ordnung und 
dem Geschlechte 26 zu finden, welche bei den 660 Collineationen in sich 
tibergeht, und weder auf f, =0, noch auf V=O0, noch endlich auf 
C = 0 gelegen ist, auch nicht dem Schnitte von f, =0 und V =0, 
oder dem Schnitte von C =O und V = 0 begegnet. 


§ 7, 


Die Doppelcurve von H = 0. 


Falls unsere Curve 20' Ordnung existirt, muss sie jedenfalls auf der 
Fliiche (4): H=0 liegen*). Denn sonst giibe es mit H=0 100 Schnitt- 
punkte, und diese 100 Punkte miissten durch die 660 Collineationen 
unter sich permutirt werden, was unmdglich ist. — Nun erinnere man 
sich der Untersuchungen, vermége deren man in der gewodhnlichen 
Raumgeometrie zeigt, dass die Hesse’sche einer Fliche dritter Ord- 
nung 10 Knotenpunkte besitzt. Man setzt zu dem Zwecke gleichzeitig 
alle ersten Unterdeterminanten der Hesse’schen Determinante gleich 
Null. Genau so kann man bei 5 Variabelen verfahren und erhiilt 
dann durch bekannte Methoden den allgemeinen Satz: dass bei 5 Va- 
riablen die Hesse'sche einer Fliche dritter Ordnung eine Doppelcurve 
von der 20%" Ordnung und dem Geschlechte 26 besitzt. Es wird also 


*) Ich nenne Fldche jede Mannigfaltigkeit, die durch eine Gleichung dar- 
gestellt wird, also im vorliegenden Falle eine Mannigfaltigkeit von 3 Dimensionen, 
Curve ein Gebiet von nur einer Dimension, 
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auch, falls nicht besondere Verhiltnisse stérend einwirken, die Fliche 
H = 0 eine solche Doppelcurve besitzen, und diese Doppelcurve wird 
durch die 660 Collineationen in sich tbergehen, da die Fliche H = 0 
es thut. Kann man zweifeln, dass eben diese Doppelcurve die von 
uns gesuchte Curve ist? Dabei ist freilich Zweierlei noch nachzu- 
weisen: niimlich erstens, dass die im allgemeinen Falle richtigen 
Zahlen 20 und 26 fiir Ordnung und Geschlecht im besonderen Falle 
keine Modification erfahren, und zweitens, dass unsere Curve auch die 
anderen, negativen Kigenschaften besitzt, welche wir angegeben haben. 

Indem ich dem Beweise, zu dem ich mich sofort wende, vorgreife, 
spreche ich schon hier den Satz aus: 

Die von uns gesuchte Curve 20" Ordnung ist die Doppelcurve der 
Hesse’ schen Fliche H = 0. 

Zum Beweise bilde man zuniichst alle Unterdeterminanten von 
H und setze sie gleich Null. So bekommt man ein Gleichungs- 
system, welches ich 
(12) Hu =0 


nennen will, und dessen Gleichungen aus folgenden drei 


O= YI YoYs — W'YsYs + YY? + Ys» 
(13) O= 97 YsY9 — Ys? Ys Ys — Ys Wo, 

0 = 9° Yo + Y9°Ys + Ys°% 
durch cyklische Permutation der y hervorgehen. 

Ich will nun die fiinf Punkte, in denen vier von den fiinf y ver- 
schwinden, als die Punkte I, IV, V, IX, III bezeichnen. Dann sieht 
man sofort: 

Die fiinf Punkte I, IV, V, 1X, LI gehiren unserer Curve an. 
Und da sie den Flichen (5): C=O und f, = 0 (§ 5.): offenbar nicht 
angehéren, so folgt: 

Unsere Curve liegt weder auf C =0 noch auf f, = 0. 
Setzt man in (13) und die iibrigen Gleichungen H;, = 0 fiir eins der 
y den Werth Null, so folgt, dass noch drei, iibrigens beliebige y ver- 
schwinden miissen. Daher: 

Jede Ebene yz = 0 schneidet unsere Curve nur in vier Punkten, 
nimlich in denjenigen vier unter den fiinf Punkten 1, 1V, V, IX, Il, 
welche nicht nach dem Index von y,» benannt sind. 

Man lasse nunmehr in einem der fiinf Punkte, etwa im Punkte 
III, eine Reihenentwickelung eintreten, indem man y, = 1, y, = dt 
setzt. Dann bekommt man aus den Gleichungen H;,—9 bis auf 
Glieder von héherer als der zehnten Ordnung: 


y= di®, y,=—dt, y,=—dt, y=—db, y,=—1, 








und 
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und also fiir das Verhalten der y in simmtlichen fiinf Punkten folgende 





Tabelle: 
. | M1 4 | Ys, Yo Y3 
I 1 dt’? | dt* dt | —dé 
IvV|—ae| 1 | ae | ae | ae 
(14) 7 | palin Raa ie 
Vi d@ |—de!| 1 dt = dt 
IX dt’ dt — dt 1 dt' 
Il dt” dts dt — di 1 





| 
Man sieht: 


Die fiinf Punkte sind einfache Punkte unserer Curve. 
Dann aber vor Allem: 
Die Curve ist von der 20% Ordnung. 
Denn die Summe der beim einzelnen y in der Tabelle vorkommenden 
Exponenten von dé ist 3-+ 1+ 6+ 10 = 20. 

Jeder unserer fiinf Punkte bleibt bei der Collineation S: yx = 0" yx 
ungeindert, bei der cyklischen Vertauschung C der y werden sie unter 
einander permutirt. Es entstehen aus den 5 Punkten bei den 660 
Collineationen daher nur 60. In ihnen simmtlich verschwindet V, weil 
es z. B. in I verschwindet. Dagegen verschwindet V nicht identisch. 
Denn tragen wir in V z. B. die auf I beziigliche Reihenentwickelung 
(14) ein, so kommt (mit dem von uns gewiihlten Maasse der Genauig- 
keit) V = dt. Also: 

V =0 hat mit unserer Curve 60 und nur 60 Schnittpunkte gemein, 
und in diesen verschwindet weder C noch fy. 

Um alle charakteristischen Eigenschaften der von uns gesuchten 
Curve beisammen zu haben, bleibt nur noch zu zeigen, dass das Ge- 
schlecht gleich 26 ist. Dies gelingt sehr einfach durch die Betrachtung 
gewisser Ungleichheiten. Sicher ist p kleiner als das Geschlecht der 
allgemeinen Durchdringungscurve dreier Flaichen vierter Ordnung: denn 
unsere Doppelcurve bildet ja nur einen Theil einer solchen. Dies 
giebt in bekannter Weise*): 


p<Ti. 
Andererseits ist p jedenfalls nicht kleiner als das Geschlecht einer 
in gerade Linien zerfallenen Curve; also: 


p>— 19. 


*) Durch Aufstellung der iiberall endlichen Differentiale. 
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Endlich aber lisst sich, wie ich im vorigen Paragraphen zeigte, 
folgende Gleichung anschreiben: 


2p —2 = 660(— 24 >)*—! 


» : 
Hier muss, wegen des Schnittes mit C—O ein v gleich 3, und 


wegen des Schnittes mit V0 ein anderes v gleich 11 genommen werden. 
Nahme man nun kein drittes »v dazu, so wiirde 


2p —2—— 280, p= — 139 
sein. Nihme man aber das dritte v gleich 3 oder noch grosser, oder 
nihme man gar mehrere v an, so kame: 
2p —2>160, p>8l. 


Also ist nur noch ein v da; dasselbe ist gleich 2; und p wird = 26, 
was zu beweisen war. 


§ 8. 
Die Gleichung J = F'(z). 


Jetzt ist es eine einfache Rechenaufgabe, die Gleichung J = F'(z) 
zu bilden. Wir haben 


(15) Sunk a io : 

zu setzen und zuniichst mit unbestimmten Coefficienten anzuschreiben*): 
(16) J=k(22+ Azt B) (22+ az? + bz +0), 

oder auch: 


(16b) J—1—K(e8+Az2?+Bz-+1) (e'+a25+ 622+ yez+0)?. 

Sodann trage man eine der Reihenentwickelungen (14) in C, V 
und f, ein. So kommt bis auf Glieder von héherer als der zehnten 
Dimension: 


C = 1, Vv = dt, 
f=oe"+ sat oe?’ -d#&—2ot”-dB+ = 0°”. dt! 


ute 1+V—11 
+ (1+ 11). d&— 71 9% dt +3 9% dts 


+29°"-dt —(14+/—11)9”- dt". 


Dies in (16) und (16b) eingesetzt giebt mit einer grossen Zahl vou 
Controlen : 





*) Das hier rechter Hand stehende k ist in der That dasselbe, wie das k 
13 


in (15). Denn in a+ wie in z'! kommt im Zihler das Glied y,** mit + 1 multi- 


plicirt vor. 








rh ~~. ot 


~~ ~~ 
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(18) #en§; “Deby; elk: bm —3 tan 


’ 


(18b) Amd, Ba t—FH"t | rig 6y—Ti, am—s, 


peg t—IKt po54yS=, bo—3. 408 | 


und die beiden so erhaltenen Werthe von J und J —1 stimmen in 
der That iiberein (was wieder eine Menge von Bestiitigungen ein- 
schliesst), wenn 

(19) Digit wii era 


gesetzt wird. 
Daher lautet die fertige Gleichung J = F (2) folgendermassen: 


(20) J:J—1:1—(22—324+-(5—/—11))- 


‘ (822-3. een cet 7-V-u¥ 


(8 442? + a + (4—6/—N))- 


-(st—228+43. is 8 4(6+/—iM)e—3.5+F— uy 
: — 1728. 


§ 9. 
Die zweite Form der Gleichung elften Grades. 


Neben die so gewonnene Gleichung stellt sich nun noch eine 
zweite, ebenfalls sehr einfache, wenn man nicht von der elfwerthigen 
Function dritten Grades f, (10), sondern von der Function zweiten 
Grades g, (9) ausgeht. Ich beweise zuniichst den Satz: 

Vermige der Relationen H;, = 0 (12) reduciren sich alle bei den 
660 Collineationen ungedndert bleibenden ganzen Functionen der y auf 
ganze Functionen von V und C. 


Kine ungeiindert bleibende Function der y, gleich Null gesetzt, 
stellt eine Fliche vor, welche entweder unsere Curve enthilt — und 
dann wird die Function vermége der H;, = 0 identisch Null sein — 
oder dieselbe in solchen Punkten schneidet, die bei den 660 Collinea- 
tionen unter einander permutirt werden, Unter ihnen kénnen sich 
eine gewisse Anzahl von Malen die 60 Punkte V = 0 finden, ebenso 
beliebig -oft die 220 Punkte C—O, dann irgendwelche Gruppen von 
660 getrennten Punkten, die durch C* — 2V'!! =O dargestellt sind, 

, 35* 
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wo A eine geeignete Constante bedeutet. Dagegen kann die Gruppe 
der 330 Punkte J = 1 nur eine paare Anzahl von Malen auftreten, 
weil die Gesammtzahl der Punkte durch 20 theilbar sein muss, 330 
aber nur durch 10 theilbar ist. Doppeltzihlend wird diese Gruppe aber 
auch durch eine Combination von C und V dargestellt, nimlich, da 
J = 1 ist, durch C* + 1728 V'' — 0; simmtliche Schnittpunkte also 
kénnen mit der richtigen Multiplicitiit ausgeschuitten werden, indem 
man eine geeignete ganze Function von V und C gleich Null setzt, 
was zu beweisen war. — 

Daher geniigen vermige der Relationen Hi, =0 die elf qv einer 
Gleichung elften Grades, deren Coefficienten ganze Functionen von V 
und C sind. 

Mit Riicksicht auf den Grad der in Betracht kommenden Func- 
tionen kénnen wir sofort mit unbestimmten Zahlenfactoren anschreiben: 


(21) gp +aV?-g + BV!- go +7VC-g'+0V°-g?+eV°C-@ 
+§-C=0. 


Die Zahlenfactoren bestimmt man wieder vermége der Reihen- 
entwickelungen (14). Man hat ihnen zufolge: 





(22) pr = 0°” — go - dt+ g- d#@ 4+-— o” - dt® 


+22 0°”. dit+... 


und findet also: 
(23) a=—22, B=11(9—2Y—11), y=11, d=88y/—l11, 


pn BS -93t* weer 
Ich will noch 
€ ‘ DP, 
(24) a E, 
Vv 
setzen und fiir <r einfiihren: — 1728 J = — 1728 fe" - Dann er- 


hilt die neue Gleichung elften Grades folgende Form: 
(25)! — 92-84 11(9-—2/—11)é — 11. F . £44.88)/—11.# 
I 
yp. =8tVET 126 Mtge 
2 Ya * yas 
Es bleibt nur noch zu zeigen, wie diese Gleichung mit Gleichung 
(20) zusammenhingt. Die Fliiche gy, = 0 schneidet aus unserer Curve 


40 Punkte aus, die sich bei den 60 Collineationen der Untergruppe 
unter einander permutiren. Dies kénnen, dent Friheren zufolge, nur 


— 
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diejenigen 2-20 Punkte sein, welche je bei 2 Collineationen von der 
Periode 3 festbleiben, d. h. dieselben Punkte, fiir welche man nach 
Gleichung (20) hatte: 
2 —32+(5—Y—11)=0. 

In der That zeigen die Reihenentwickelungen (14), dass folgende 
Relation besteht (natiirlich immer vermége der H;; = 0): 
(26) 9° = f2 — 36 + (6—/—11) ¥, 
und dass man also von der Gleichung (25) zu der Gleichung (20) kommt, 
indem man setzt: 
(27) 8 — 2 — 32+ (5—y—11). 
Die directe Verification dieser Angabe, die wieder eine Reihe 
von Controlen fiir die Zahlencoefficienten einschliesst, hat keinerlei 
Schwierigkeit. 


§ 10. 
Zusammenstellung der bisherigen Resultate. 


Fassen wir zusammen, so sind wir fiir die Transformation elfter 
Ordnung der elliptischen Functionen nunmehr zu folgenden Resultaten 
gekommen : 


1) Die Galois’ sche Resolvente 660%" Grades lisst sich folgender- 
massen anschreiben: Man unterwerfe die fiinf Verhiltnissgréssen 
Yi U2 Ys 2 Yo 2 Ys 
den 15 Relationen H;; = 0 (vergl. (12) resp. (13)) und setze: *) 


— 

Tage 
wo V die Function dritten Grades (2), C die Function elften Grades 
(4) bezeichnet. — Hat man ein Liésungssystem dieser Gleichungen 


gefunden, so ergeben sich alle anderen durch die Collineationen 
des § 3. 


2) Es giebt zwei cinfachste Formen der Resolvente elften Grades. 
Die eine, von uns zu Anfang allein betrachtete, lautet (20): 


*) Wollte man nicht die Verhiiltnisse der y, sondern die y selbst betrachten, 
so kénnte man schreiben: 


C= 12%, = Vo ? 


man miisste dann also g, und VY. A adjungiren. 
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J:J—1:1=(22—32-+(5—y—I]))- 
4e~§. 2 -e+ a y 


—§P— 1% 


:(o 4424 1-9" 24 4~6y=T1)). 
(82843 7TE" 4 64y/—M1)s—3. Stony 


9 
— 





: — 1728; 
ihre 11 Wurzeln sind durch die Formel gegeben: 
o. en hy 
Sp == Vv ’ 


wo f, durch Gleichung (10) definirt ist. 
Die zweite Form wird durch (25) vorgestellt: 


Q=£!! 22.54 11(9—2Y —11)-#— 11. Ve £14. 88./—11-# 





— a ¢ 2 
=; 2 a+? es Bas Ss 
, ys aS 
und ihre Wurzeln sind: 
9 
g, = = ’ 
vi 


unter gm, die Functionen (9) verstanden. 


§ 11. 
Zusammenhang mit der Gleichung zwolften Grades. 


Ich wiinsche nun noch zu zeigen, wie die Gréssen y mit der 


Multiplicatorgleichung zwélften Grades, die ich neuerdings mittheilte*), 


zusammenhiingen und wie man dementsprechend das vorstehend for- 
mulirte Problem 660'" Grades, resp. die Gleichungen elften Grades 
auf transcendentem Wege lisen kann. Ich setze zuniichst die aus- 
gerechnete Gleichung zwélften Grades noch einmal her: 


(28) 2!?—90-11-V/A-2°+40-11-12g,-V/A-2t—15-11-2169,-VA- 2 
+2-11-(12g,)?-//A-2?— 12g, -2169,-'/A-z—11-A=0, 
und gebe vor allen Dingen an, wie sich ihre Wurzeln als Functionen 


des Periodenverhiltnisses ~ = des elliptischen Integrals, resp. als 





*) Vergl. diese Annalen XV, p. 88. 
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Functionen von g = e'*” darstellen lassen. Bekanntlich ist (28) eine 
Jacobi’sche Gleichung. Setzt man dementsprechend: 


(29) Vt. =V—11- Ay, 


Vly = A, + @”A,+ o*°A,+ 9°" A; + 99" Ay+ 9°" A;, 
(v=0, 1, --- 10) 
(worin ich nur dadurch von der Jacobi’schen Bezeichnung abweiche, 
dass ich als Indices der A die quadratischen Reste modulo 11 ver- 
wende), so erhilt man auf bekanntem Wege fiir ein Werthsystem der 
A folgende Formeln. 


12 +a 


uAy=q R > (- 1)'+1. g3P+ 554422 


+o +0 





wA, = q {> (— 1)’ ‘i quer + > (- 1)4+1 J “hn 

37 +a + @ 
uAy=q™ {> 1)h . g3 taht > (-1y+# Qh 8b \ 

(30) \ 49 +a +a 
uA,=q™. {> (—1)P  - q33¥487A+10 4 B (—1)'+1 . g33¥-+74 

97 +a +o 
uA,—=q' {> (—1)+1. q33ep19nF2 > 1)t « g334+25044 } 

25 +-¢ +a 
pA,—=q'™ y \) fa 1)’ * g++ 18 of Ds (— 1)* - passes 

; wo w den Proportionalititsfactor / bedeutet. 


Solcher Werthsysteme giebt es 660-24, nimlich 660 wegen der 
Galois’schen Gruppe der Modulargleichung, und 24 wegen der in 
(28) vorkommenden zwélften Wurzel und der in (29) stehenden Quadrat- 
wurzel. Aber man sieht leicht, dass sich je 24 Werthsysteme nur - 
durch eine 24'° Kinheitswurzel unterscheiden, dass also die Verhiilt- 
} nisse der A blos 660-werthig sind. In der That, lisst man in den 
Formeln (30) @ um 11 Einheiten wachsen, so erhalten siimmtliche A 
eine vierundzwanzigste Einheitswurzel, aber diese ist bei allen A die- 


selbe, und riihrt nur von dem rechter Hand gemeinsam auftretenden 
1 


Factor q'* her. — Ebenso waren, nach den friheren Betrachtungen, 
die Verhiltnisse der y 660-werthig. Es ergiebt sich also die Méglich- 
keit: die Verhiiltnisse der y durch die Verhiiltnisse der A und diese 
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durch jene rational auszudriicken, und dies ist die priicise Formulirung 
des Problems, mit dem wir uns jetzt noch zu beschiiftigen haben. 


§ 12. 
Zugehérige Formeln. 


Die Betrachtungen, welche néthig sind, um das iusserst einfache 
Resultat abzuleiten, fasse ich in eine Reihe einzelner Bemerkungen 
zusammen. Dabei will ich ausdriicklich betonen, dass ich wohl kaum 
zu diesem Gedankengange gefiihrt worden wire, hitte nicht bei den 
Transformationsgraden 5 und 7 ein ganz ihnliches Resultat vor- 
gelegen*). 

1) Die 660 Werthsysteme der A,: A,: A,: A, : Ay: A, ergeben 
sich nach meiner Darstellung im XV. Bande dieser Annalen p. 276 
aus einem derselben durch 660 a priori bekannte Collineationen, aus denen 
ich folgende zwei herausgreife : 


S A, =—A,, A, =—@eA,, A, —@'A,, A, —@'A,, 
(31) Ay = °A,, A,= 9° A,, 
: C Ay=A, AY =A, Ay =A,, A,’ = Ay, 


A, = As, A; A. 


2) Die eindeutige Zuordnung zwischen den Verhiiltnissen der A 
und den Verhiltnissen der y lisst sich auf 660 verschiedene Weisen 
treffen. Denn hat man eine soleche Zuordnung durchgefiihrt, so kann 
man nachtriiglich die y oder die A noch einer beliebigen der 660 
Collineationen unterwerfen. Daher kann man es jedenfalls erreichen, 
dass den Wiederholungen von S: 


YW =O, Ys = OV, Ys = OY, Yo = OM, Ys = O'Ys 
die Wiederholungen von S’ und den cyklischen Vertauschungen 


(Yi Ya Ys Yo Ys) 
die Wiederholungen von C” entsprechen. 


3) Ich sage nun, dass unter dieser Voraussetzung der cyklischen 
Substitution C: 


W=% W=%> Ww =Y. W—% w=" 
nothwendig die cyklische Vertauschung C’ selbst, nicht irgend eine 
Wiederholung derselben entspricht. Denn sei etwa: 


A 
= = FB (Yy, Ya» Ys2 Yor Ys)» 


*) Wie sich das analoge Theorem bei beliebigem ‘l'ransformationsgrade ge- 
staltet, beabsichtige ich demniichst zu zeigen. 
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wo FR eine rationale Function von nullter Dimension sein soll. Multi- 
pliciren wir jetzt, der Collineation S entsprechend, jedes y» mit 9, 
so erhilt R, nach Voraussetzung, irgend eine elfte Hinheitswurzel 9” 
als Factor. Nun bilden wir, indem wir die Collineation C an- 
wenden: 


, RY 55 Ys Yor Ys» Yi) 
Schreiben wir jetzt statt y» bez. eo - ye, so muss @*” als Factor vor- 
L 
treten. Daher kann BR (y,, y;, Yy) Y3, Y,) nur gleich . sein, was zu 
0 

beweisen war. 

4) Die fiinf Punkte I, IV, V, IX, III (vergl. § 7.) waren auf 
1 der y-Curve dadurch charakterisirt, dass sie gleichzeitig bei der Colli- 
neation S (und ihren Wiederholungen) ungeiindert bleiben. Ihnen 
werden auf der Curve der A (wenn diese geometrische Redeweise ge- 
stattet ist!) fiinf Punkte entsprechen, welche die Substitution S’ zu- 
lassen. Offenbar sind es diejenigen fiinf Punkte, in denen Ay und vier 
der tibrigen A verschwinden. Denn erstens bleiben diese Punkte, wie 
evident ist, bei der Collineation S’ ungeiindert, und zweitens gehdren 
sie der Curve der A an. ‘iebt man nimlich aus den Ausdriicken 

1 

rechter Hand in (30) zuniichst den gemeinsamen Factor g* fort und 


setzt dann g = 0, so erhilt man 


A, =0, A, 20, A, = A, = A, = 4; = 0, 


SS SS CUP 


so dass unsere Behaupiung fiir einen der fiinf Punkte richtig ist; aus 
dem einen Punkte gehen aber die vier anderen durch die cyklische Ver- 
tauschung C’ hervor. Ich werde diese Punkte I’, IV’, V’, IX’, III’ nennen. 


5) Den Bemerkungen 2), 3) zufolge kann man den Punkt I einem 
beliebigen der Punkte I’ --- III’ zuordnen; hat man aber z. B. I dem 
IV’ entsprechend gesetzt, so correspondiren IV, V, IX, III nothwendig 
dem V’, IX’, Ill’, I. 

6) A, kann nur in den Punkten I’ --- III’ zu Null werden. Denn 
wenn A, gleich Null ist, so ist nach Gch. (29) eine der Wurzeln z 
gleich Null, also, nach (28), A = 0 oder J=oo. Es giebt 60 Punkte 
J = oo, aber nur in 5 derselben kann die einzelne Wurzel z gleich 
Null sein. Denn in den 5 Punkten I'--- III’ verschwindet, (29) 
zufolge, nur g,., keine der anderen Wurzeln 2,. 


7) Nachdem ich in (30) rechter Hand den gemeinsamen Factor 
1 2 


q'” weggehoben, will ich g** ——ds setzen. Dann erweisen sich die 


A,, A,, A,, A,;, A,, A, 
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in erster Anniherung proportional zu: 


— ds’, 1, — ds’, — ds?, ds", ds. 


Dies giebt folgende Tabelle fiir das Verhalten der A in den Punkten 
VY... Tl: 


A, | A, | A, A, A, A, 




















ry |—ass} 1 | —as?| —ds?| 4 ds*| +s 
Iw |—ds\|4ds| 1 | —ds'| —ds*|+ as 
el Rat Sele Baiteell 
—ds>|+ds"| + ds 1 BD Sor ds’ | — ds? 

ix’ | —as*| —dst|4as*| +as| 1 | —as? 











Ur | —ds* | — ast ae + ds" | “+d 1 


| 











8) Die Curve der A hat die 25% Ordnung. Denn die Summe der 
Exponenten von ds in der auf A, beziiglichen Colonne der vorstehen- 
den Tabelle ist 25. Aber auch die Summe der Exponenten von ds 
in einer auf ein beliebiges anderes A beziiglichen Colonne ist 25. 
Also werden die anderen A ebenfalls ausser in den Punkten I’ . . - III’ 
nirgendwo gleich Null. 

Insbesondere ergiebt sich: 

(33) A,' + A,A,A,Ay A, = 9, 
eine Relation, von der Brioschi gelegentlich Gebrauch macht*). 
9) Man bilde jetzt folgende Verhiiltnisse der y: 
Ys Ys Yo Ys_ “. 
Ys’ Yo? Ys? MH? Ys 
Da die y nirgendwo ausser in den Punkten I--- III Null werden, so 


erhilt man fiir das Null- und Unendlichwerden dieser Functionen 
folgende 'Tabelle (vergl. (14)): 





+ dt! | +d |—dt-* | —dé + dt 10 

IV | + dt—» | + +da¢ |4+ae | ~di— | —ae 
(4) V|—ae |4ae-o|yae |4ae | —ars 
| Ss 7 

IX |—dt-? |—a® | +at-" | +at | +ae 

Mi |+ae |—ae-* |—ae | +at-» | 4 a0 





*) Sopra una classe di equazioni modulari. Annali di Matematica, ser. 2, 


t. IX; p. 167 ff. 
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10) Andererseits bilde man folgende Verhiltnisse der A: 
Ay aes Ay Ay Ay Ay 
“SY Re ae ae 
Sie werden nur in den Punkten I’--- III’ Null oder unendlich, und 
zwar findet man aus (32) folgendes Schema: 




















l cet RMR nA 
Wee (eae mae mae ar 
(35) V’ Sead ds- | + ds‘ | + ds® | ei ds~® | — ds 
IX’ | —ds* | +ds-™ | dst | +ds! — 
Wm |—de* |—dss | pas) 4dst | pas 





11) Jetzt ordne man dem I das IV’, und also, nach 5), dem IV, 
V, IX, III resp. das V’, IX’, If’, I’ zu. Dann werden, wie ein Blick 
auf die Tabellen lehrt, 
= 2. ae 2 
Ys? YW’ Ww’? nH? % 


Ay Ay Ay Ay _ Ay 


Ay? A,’ A,’ ~~ = 


und 


an entsprechenden Stellen und in demselben Maasse Null und Unend- 
lich, und sind demnach resp. einander gleich zu setzen. Man hat 
also folgende Formeln, die das von uns gestellte Problem erledigen und 
die in §. 10. zusammengestellten Resultate im angegebenen Sinne ergdnzen: 


(36) Raw Ran @ Rane 2a 
Ys A,’ A,’ Ys A,’ A,? 
eo. Ay. 
Ys A; 


Ebenhausen, den 15. August 1879. 








Ueber die Grenzwerthe der Quotienten. 
Von 
O. Srouz in Innsbruck. 


(Nachtrag zum Aufsatze im XIV. Bande dieser Annalen §S. 231.) 


Bei Verfassung des genannten Artikels ist mir eine Note des 
Hrn. V. Rouquet (N. Annal. de Mathém. 2. Sér. T. XVI, p. 113) 
tiber den in Rede stehenden Gegenstand entgangen. Hr. Rouquet 
geht von einem Lemma aus, welches ich folgendermassen wiedergebe: 


Lemma. Ist die eindeutige Function F(x) von einem bestimmten 
Werthe «= «x, an fiir alle endlichen Werthe von x > x, stetig wnd 
mit einem Differentialquotienten F" (x) begabt*), der fiir lim x = + co 
einen Grenzwerth besitzt, so existirt bei dem niimlichen Grenziibergange 
auch ein Grenzwerth fiir den Bruch F(x): x und es ist 

lim 7) 
z= +0 x 

Dabei ist es nicht einmal nothwendig, dass F(x) selbst fiir 

lim « = + oo einen Grenzwerth haben muss. Es ist z. B. fir 


= lim F’ (x) **), 
z=+o 


*) Vergl. die Anmerkung zu Ann. XIV, S. 236. 

**) Der von Hrn. Rouquet gegebene Beweis setzt voraus, dass lim F”(x) 
endlich sei, Er passt jedoch auch fiir den Fall, dass dieser Grenzwerth als be- 
stimmt unendlich angenommen wird, In der That ist z. B. lim F(x) = -+ @, so 
sei G eine vorgegebene positive Zahl und G’ >G gewihlt. Zufolge Voraus- 
setzung hat man fiir alle «> 2x F’(x)> G’. Demnach nimmt die Function 
F(x) — G’x +k, wok eine positive Constante bezeichnet, mit wachsendem x be- 
stiindig zu, Nimmt man & so gross an, dass F(a’) — Ga’ +k >0, so folgt fiir 
z>a2 


F(x) y & 
es 
und somit fiir alle 2, die ausserdem noch der Bedingung 
i 
F ‘i 
geniigen , —) >G d. h. es ist 
lim Fe) =+o. 


z=+o x 
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Ueber die Grenzwerthe der Quotienten. 


F(z) =sinfa lim 7. — lim F(z) =0. 
z2=+0 & r=+o0 : 
Hr. Rouquet schliesst weiter so. Sind 
y=/(@), 2= (a) 
zwei stetige Functionen von x, die beide ins Unendliche wachsen, 
wihrend x einem endlichen Werthe a sich nihert oder selbst ins 
Unendliche wiichst, so kann man y als Function von ¢ betrachten., 
Da nun 
d "(a 

(@) a ee 
so folgt der Satz: ,,Wenn in dem angegebenen Falle lim {f’ (x): (x)} 


existirt, so auch lim {f (x): p(x)} und beide Grenzwerthe sind einan- 
der gleich.“ 


Es trifft jedoch dieser Satz nicht immer zu. Z. B. setzt man 
(b) f(x) =a + sin x cosx ae == ¢ting | 
so folgt fiir 
limz—-+oco, limf=limg=—=+o, 
ferner aus 





= (x) ee e~ ae. 3. _ 2 08 & 
g(x“) a+ sin 2 cos.x + 2 cos a ° 
lim {f" (a): p (x)} =0, 
wihrend 
f(x) : pa) = e-sne 
fiir 


lim « = + oo 


die Unbestimmtheitsgrenzen + und e besitzt, so dass kein Grenzwerth 
dieser Function vorhanden ist. 


Man wird demnach die Formel (a) nicht unbedingt gebrauchen 
diirfen. Eine selbstverstiindliche Voraussetzung derselben bildet die 
Annahme, dass man y als eindeutige und stetige Function von z 
(fiir alle endlichen Werthe von z, von einem bestimmten z= 2, an 
gegen ++ co oder — oo) erkliiren kénne. Dies ist, soviel bis jetzt 
bekannt ist, nur dann mdglich, wenn man fir dieselben Werthe z x 
als eindeutige und stetige Function von z erkliren kann. Die Gleichung 
2 = g(x) liefert aber eine eindeutige und stetige Umkehrung ( = y(e)) 
nur in einem solchen Intervalle z = a + 0(0 > 0) --- a (bez. a,--- 
-++ co), in welchem g(z) den Sinn seiner Aenderung nicht wechselt, 
d. h. entweder niemals abnimmt oder niemals zunimmt. — Ferner hat 
die Formel (a) nur dann einen Sinn, wenn f’(x) und g'(#) nicht zu- 
gleich Null oder Unendlich sind. (Auch dies findet in obigem Bei- 
spiele (b) statt.) 
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Aus dem Lemma des Hrn. Rouquet kann demnach mit Hiilfe 
der Formel (a) geschlossen werden: 

Satz. ,, Wenn von den eindeutigen Functionen f(x), p(x), welche 
in dem Intervalle a + 0(d > 0)---a (bez. 2, ----+- co) — mit Aus- 
schluss des letzteren Endwerthes — endlich, stetig und mit Differen- 
tialquotienten begabt sind, die weder zugleich Null, noch zugleich 
Unendlich sind, — wenigstens eine sich in dem genannten Intervalle 
nicht in verschiedenen Sinnen dndert und dabei fiir lim x=a-+-0(-+-00) 
den Grenzwerth + co oder — oo besitzt: so folgt aus der Existenz des 
Grenzwerthes lim {f'(2) : y (x)} auch die Existenz des Grenzwerthes 
fiir den Bruch f(x): p(x) bei dem in Rede stehenden Grenziibergange 
und es sind beide Grenzwerthe einander gleich: 


a “ger tes 
im gi) 1 oe) 


Dabei kann jedoch, falls f(a) allein der eben erwihnten Bedingung 
gentigt, also z. B. lim p(x) endlich ist, das Zeichen der unendlichen 
Grenzwerthe lim {f" (2): gp (x)} und lim {f (2) : p (x)} verschieden sein 
(vgl. Ann. XIV, 8. 238). 

Es ist tibrigens nicht erforderlich, dass beide Functionen f(x), (zx) 
einen Grenzwerth besitzen miissen. Man hat z. B. fiir 
f(x) . Ff (#) 
p(a) — 1 9) 

Der eben. abgeleitete Satz stimmt tiberein mit dem von Herrn 
du Bois-Reymond im XIV. Bde. dieser Annalen (8. 502) aufge- 
stellten Satze. Es ist auch nicht schwierig, denselben auf dem von 
mir eingeschlagenen Wege zu erhalten, so dass er an Stelle des 
4. Satzes (a. a. O. p. 238) treten kann. Es gilt nimlich der 2. Satz 
(a. a. O. p. 234) auch dann, wenn von den stetigen Functionen f(z), 
p(x) nur die letatere sich fiir alle endlichen Werthe von x von einem 
bestimmten x = x, an in demselben Sinne dndert und dabei fiir 
lim x = + co einen unendlichen Grenzwerth besitzt*). 


f(z) =sinz, p(x) = 2’, lim =, (lim = + oo). 


*) Man setze in dem Beweise statt der Stelle: ,,Da gemiiss den Voraus- 
setzungen u. s. w.* (a a. O. p. 235 Z. 6 v. 0.) das Folgende. ,,Es sei, wihrend 
az das Intervall ph bis ph-+h (mit Einschluss dieser Grenzen) durchliuft, g da 
Maximum, k das Minimum von f(x), so dass 


k < f(a +ph) <g. 
Dann ergiebt sich wegen 
p (ph) < (xy + ph) << p(h+ph), 
k— Ko(ph+h) < f(xo+vh) — Ko (a +ph) <9 — Ke(ph). 
Bezeichnet man mit P den griésseren u. s. w.“ 
Bei dieser Gelegenheit migen folgende Verbesserungen auf p. 234 angebracht 


werden. Z, 11 v. 0. muss es heissen: ,,in demselben Sinne zu dndern und in 
Formel (4) statt lim2=—-+ o , lim r—=+o", 
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Vermittelst des Lemma des Hrn. Rouquet kann der vorstehende 
Satz der Differentialrechnung, wie man sieht, sehr einfach abgeleitet 
werden. Namentlich bedarf es hierzu nicht der von mir in § 1. meines 
Aufsatzes bewiesenen Hiilfssiitze. Dieselben sind jedoch auch abge- 
sehen von dem Gebrauche, den ich dort von ihnen gemacht habe, von 
Wichtigkeit und lassen sich nicht umgekehrt aus dem genannten Satze 
gewinnen, wenn man nicht die Voraussetzung aufnehmen will, dass 
lim {f' (x): g’(x)} fiir lim x = + oo existire. *) 


*) Mit Riicksicht auf eine Bemerkung des Hrn. du Bois-Reymond (Ann. 
XIV, p. 506) habe ich noch meine Aeusserung (a. a. O. p. 232) zu begriinden, 
dass eine stetige Function f(#), welche bei einem beliebigen Grenziibergange des 
«x einen unendlichen Grenzwerth besitzt, bestimmt unendlich werden miisse. Auf 
diesen Satz fiihren die von Hrn. Weierstrass in seinen Vorlesungen angewen- 
deten Definitionen. Hiernach sagt man z. B., die abhingige Verunderliche /f() 
wird beim Grenziibergange lim « = +  positiv unendlich, wenn sie die folgende 
Eigenschaft hat. Ist H eine gegebene beliebige positive Zahl, so muss eine positive 
Zahl G existiren, so dass fiir alle der Veriinderlichen x vermige ihrer Definition 
zukommenden Werthe, welche >G sind, f(x) >H ist. Gilt dieses aber nur 
beziiglich des absoluten Betrages von f(#), so wird f(x) unbestimmt unendlich. 
Daher kann eine stetige Function fiir lim a —=—-+- nicht unbestimmt unendlich 
werden; denn sie miisste fiir Werthe von w, grisser als jede beliebige Zahl, ent- 
gegengesetzt bezeichnete Werthe annehmen, somit miisste es auch Werthe von 2, 
grésser als jede beliebige Zahl, geben, wofiir sie verschwindet. —- Zu derselben 
Ansicht fiihrt die Theorie der von Hrn. du Bois-Reymond erfundenen Unbe- 
stimmtheitsgrenzen. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
f(x) z. B. fir lim «= + © einen Grenzwerth besitze, ist die Gleichheit der Un- 
bestimmtheitsgrenzen fiir lim «a = -+ ; d.h. falls sie nicht endlich sind, miissen 
beide + o oder beide — o sein. Im Falle des ,, Unbestimmt-Unendlich Werdens“ 
gilt dieses zwar nicht mehr von f(a) selbst, wohl aber vom absoluten Betrage 
von f(x). Die Unbestimmtheitsgrenzen des absoluten Betrages einer solchen 
stetigen Function wie 2 sin « fiir lim « =-+ sind aber 0 und + o, 


Innsbruck, im August. 1879. 











Notiz tiber die algebraische Parameterdarstellung der Schnitt- 
curve zweier Flachen 2ter Ordnung. 
Von 


Axet Harnacx in Dresden. 


Stellt man die Aufgabe, die beiden weiteren Punkte & und y zu 
bestimmen, in denen die Tangentialebene eines Curvenpunktes y:a,a,—=0 
die Raumcurve: a,? = 0, «,? —0 schneidet, so folgt aus der fiir die 
Covarianten : 


H,? = a, B.(aabe)(Babe) — 2 a,?, © = (abca)’, 
6’ 


9 
- 





J,? aes azb,(aaBy)(baBy) v= 
bei allen Werthen von x und y geltenden Identitiit:*) 
a,” Hy? + ay? Hz? — az7d,? — ay? J? = 2 {0,0 H, Hy — az dyJzJy \ 
der Satz: die Resultante R der Formen a,? — 0, a,? = 0, a,a, = 0, 
w, = 0 ist nach Absonderung des Factors w,? identisch bis auf einen 


von den Variabelen w; unabhingigen Factor mit der Resultante R’ der 
Formen: 


a,’, 0 = (aapy)? 


a,” = 0, a,ay=0, H,H,=0, wy, =0. 
Nun ist: 
R=([b,c,(baaw) (caaw))*—[e,d,(cabw)(dabw)]| [a,b,(aapw) (bapw)|. 
Werden diese Ausdriicke mit Hilfe bekannter Identitiiten so umgeformt, 
dass sich aus ihnen der Factor w, absondert, so findet man: 
cyd,(cabw)(dabw) = — —_ ww, A = (abcd), 


12 


by ¢y(baaw)(caaw) = w, ls a, (abew) (abca) — < 1,8] . 


*) Diese fiir die Theorie des simultanen Systemes wichtige Identitiit hat Herr 
Westphal in seiner Abhandlung: ,,Ueber das simultane System zweier quater- 
niiren Formen 2ten Grades und eine allgemeine algebraische Parameterdarstellung 
der Raumcurve 4ter Ordnung p= 1." Math. Ann, Bd. XIII, 8S, 1ff. aufgestellt. 
Nur lisst die Form, in welcher dort schliesslich die Parameterdarstellung gegeben 
wird, nicht ohne weiteres erkennen, welche Formen des Systemes fiir diese Un- 
tersuchung in Betracht kommen; dies zu ergiinzen ist der Zweck dieser Notiz. 
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Wir setzen: 
a,(abew)(abca) = L= L,w, 


ayb,(aaBw)(baBw) = P= P,?w,?. 
Die geometrische Bedeutung der Formen Z und P ist bekannt: Es 
stellt bei variabelen Werthen von w LZ =O den Pol der Ebene 
«,a, = in Bezug auf die Fliiche a,2 0 dar, wihrend P= 0 die 
Ebenen liefert, welche den Durchschnitt der Flaiche «,2—0O mit 
a,a, = 0 tangiren. 
Es wird demnach: 


R= w,? ( 7h — m0) +55 AP] 
und es besteht, da 
R = (abHw)(acH' w)b,c,H,H,, 


ferner: 


die Gleichung: 
(1) (abHw)(acH'w)b,c,H,H, = m IG L—+w0)+ 5 4 PI. 


Der Factor m von w; unabhiingig wird am einfachsten bestimmt, in- 
dem man w,? =a,” setzt. Dadurch geht die linke Seite der Glei- 
chung iiber in den Ausdruck: 


(2) (abHd) (acH 'd) by ¢y Hy Hy =; (abHa) (acd) ¢y Hy - H,? = — SA(H,?)*, 
wihrend an Stelle von P die Form: 


ayby(a«Bc) (bape) =~ H,? 
tritt. 
Endlich wird durch diese Substitution: 


1 1 ? 
[s2—5 mH] 
ss & a,(abed) (abea) — 4 a0 | [rev (a Ved) (a’b' ¢ «) — +40] 


1 2 
=, 4H, ; 


Bei allen diesen Berechnungen kommen die Bedingungen a,? = 0, 
a,? = 0 zur Geltung. 
Demnach ist 


1 1 ; 8 
— 4 (H,?)? =m Ea -t- OH, | d. h. m = — ny H,? . 
Man hat also die Relation: 
(3) (ab Hw) (acH’w)b,c,H,H, 
: 1 ae 
= — > Hy (G L—<; wy0) +z 4P|— WEWy - 


Mathematische Annalen. XV. 36 
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Ax. Harwack. 


Um nun zu einer gesonderten Darstellung der Punkte — und » zu ge- 
langen, bezeichne man die links stehende Resultante kurz mit (a @ow)?, 
indem man ¢@ = a,a,, 6 = H,H, setzt. Aus der Gleichung: 


WeW, = (agow)* 
folgt: 
Wey + usw, = 2(agow)(agGeu) 
WEUy — UsW, = V(2(agow)(agow)|? — 4(agou)?(agou)? 
= 2(9¢uw) y ; (abee)? 
also: 
1 
Wr, = (aQGw)(agou) + (gGuw) ee 7} (aboa)*. 


Explicite geschrieben lautet diese Gleichung zufolge der Relation (2) 
und (3): 


‘ 3 1 1 1 1 1 , 
(4) wu, = — 5H,’ IG Lyuy —§rv9)(gLyu: — gv) + 7,4 P, tt | 


+(aHuw)a,H,- Hy? / + ~_— 


Vergleicht man die Gleichungen (3) und (4), so folgt, dass fiir alle 
Werthe von « und w die Identitit besteht: 


(5) ((a Huw) a, Hy}? = 
9 (3 Lyw: — ; w,0)(5 Ly wm — 5 ty) P2 Wy Up 


9 1 1 2 1 1 2 9 
—<> {( g lym — = w, 0) Puy? +G Lyuy — g My®) P; w,"| 


+ ; 3 [Pr Wy Uy)? — Py? uy?» P,? w,] : 


Diesen Gleichungen kann noch eine besondere Form gegeben 
werden, indem man fiir «, @, a, substituirt. 
Es wird 


La, a,=a,(abea) (abep)p,—H, 
‘ , 1 9 
PP Wy Cy Cy = Ayby(aaB w)(baBy) yy={ ayby(aa By) (bap y) w= ; wyd,’, 
Py? ey Bp ty By=0. 


Vereinigt man also in (4) — H,? mit dem Proportionalitiitsfactor, so 
werden die Coordinaten eines Schnittpunktes in der Form erhalten: 


3 1 1 1 1 e 
(6) eur +2 [ (gL — G00) 5 Hy + ggh Jy, | 


und die Relation (5) giebt die Gleichung: 
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(7) [(acHw)a,a,H,} 
1 1 1 1 9 
a G L —1w,0) Hw, — +P P| +5; 4J%w,2. 


Die Functionaldeterminante stellt gleich Null gesetzt den Punkt dar, 
in welchem die Verbindungslinie § die Tangente des Punktes y trifft. 

Um nun noch die allgemeine Aufgabe zu lésen, hat man in diesen 
Gleichungen fiir a,* die Form xa,’ + A«,? einzusetzen. Es tritt an 
Stelle von: 


A nA + 4%320 + 6x°1?@ + 4x50’ + AA’ = A(x, d), 
H ®H+ 21d = x(xH+2J) weil a, By(caby) (Baby) => J 
und a, By (aady)(Bady) = 0, 
J xd, 
0 #O0+ 3x714% + 5x710’ + AA’ = O(x, A), 
L ®L4321M + 3x2N + — Bd w, = L(x, a) 
. worin 
M = «,(abpw)(abpa), N= a,(aypw)(ayBa). 
Der Factor x? lisst sich ohne Weiteres auf der rechten Seite abson- 
dern und mit dem Proportionalitiitsfactor vereinen, so dass: 


(8) Qwg= G L (%,4) — ‘s wy (x, A) NG Hy?+-4dy?) + - A(%,A) Jw, 


+ xa,a,[x(aeHw)H, + s4(aacJw) J, | V 3. 4(%,4) ‘ 
Bei der expliciten Darstellung tritt auf der rechten Seite der Factor 
x auf; die einfachste Form, welche man derselben geben kann, wird 
schliesslich durch Kinfiihrung der Werthe: 
2 = L——_w,0, 2M =—M— + ow, 2N'=N— 1 we 
erzielt, niimlich: 
(9) ows = (x? LD’ + «AM + VN’)\(xH + iJ) 

- AHw, (5 a> + 1 dO 4 2 a? A’) 


1 9 
+ nJ Wy (54 WA + + 4104 2 a?) 


> + aya, [x(aaHw)H,+A(aadw) dy] Vs A(x, a). 


Diese Form hat die Eigenschaft, dass bei einer Vertauschung der 
Symbole a und a@ der erste und letzte der 4 Terme der rechten Seite 
nur ihr Vorzeichen andern, wihrend der zweite und dritte sich ver- 
tauschen, womit explicite ausgedriickt ist, dass die urspriinglich ein- 
gefiihrte Unterscheidung dieser Symbole in Wegfall gekommen ist. 
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Fortsetzung der Erlaiuterungen zu den Anfangsgriinden der 
Variationsrechnung. 


Von 
Pavut pu Bois-Reymonp in Tibingen. 


Ich fand, dass die Lagrange’sche Methode der Variationsrech- 
nung zur Bestimmung des Minimums oder Maximums eines Integrals 
JS Vi«,y,y,---y™)dx die Stetigkeit der 2n ersten Differential- 
quotienten von y verlangt. Diese tibermiissige Beschriinkung des 
urspriinglichen Problems vermag ich jetzt bedeutend herabzusetzen. 
Dies, ferner einige vervollstiindigende Bemerkungev zu meinen ersten 
»Lirlduterungen etc.‘‘, darunter eine kiirzere und dem Gedankengang 
angemessenere Erledigung des Bedenkens des Art. 5. jenes Aufsatzes*) 
bilden den Gegenstand vorliegender Mittheilung. 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir eine neue Namengebung 
in Vorschlag zu bringen. Es ist so oft néthig, von dem Vorhanden- 
sein eines Maximums oder Minimums und damit Zusammenhiingendem 
zu reden, dass diese schleppende Alternative schliesslich listig wird. 
Ich schlage vor, diese beiden Fille mit dem einen Wort Extremum 
zu bezeichnen, und z. B. den Begriff: Maximum Maximorum oder 
Minimum Minimorum durch Extremum Extremorum wiederzugeben. 


a. 


Wenn innerhalb einer Functionenclasse ein Extremum durch die 
Variationsrechnung zu bestimmen ist, so zerfillt die Aufgabe wesent- 
lich in drei Theile. 

Es ist. festzustellen, ob iiberhaupt ein solches Extremum vorhanden 
ist, zweitens sind dessen Differentialgleichungen zu finden, endlich ist 
die Natur des hypothetischen Extremums zu untersuchen, ob es ein 
Maximum oder Minimum oder keins von Beiden, d. i. kein Extremum sei. 


*) Diese Annalen, XV. Bd., pag. 283. Alle Citate von numerirten Art. in 
diesem Aufsatz beziehen sich auf jene Abhandlung. , 
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Die beiden ersten Theile der Aufgabe trennt die Methode nicht. 
Mit Hilfe der ersten Variation findet man sogleich die Differential- 
gleichungen, die aber, wie die Dinge noch liegen, auch einem par- 
tiellen Extremum angehéren kénnen. Die zweite Variation, welcher 
die Entscheidung iiber die Art des Extremums zufallt, werde ich hier 
nicht weiter betrachten. Es scheint mir durch den (s. weiter unten) 


leicht zu beweisenden Satz, dass das Integral J dz 0? V bestimmt ist, 


dass also 
f i 











ee dy dy +- 


integrirbar ist, und het die in diesem Aufsatz vorgelegte Behand- 
lung des gewéhnlichen Variationsproblems die Bahn zu den Unter- 
suchungen, welche sich mit ihr befassen, frei gelegt. Meine Aufgabe 
soll vornehmlich sein, die an die erste Variation sich kniipfende Ana- 
lyse so anzuordnen, dass man gewiss ist, kein partielles Extremum, 
sondern, wenn tiberhaupt ein Extremum, ein Extremum Extremorum 
zu erhalten. 
2. 


Im Allgemeinen verlangen die Extremumsprobleme der Variations- 
rechnung , um den gewohnlichsten Fall zu Grunde zu legen, die Dar- 
stellung einer Function y, fiir welche das Integral 

6 


fae Ve ayy) 


mit allen Integralen 


b 
fax VG YM Mm) 
Unterschiede desselben Zeichens liisst. Wenn die Unterschiede: 
RF 8s HOO 

simmtlich hinreichend klein sind, erhilt man als Bedingungsgleichung 
fiir y das Verschwinden der ersten Variation. Hieraus kann aber zu- 
niichst nur ein Extremum inter propinquas (functiones) folgen, nicht 
aber sogleich ein Extremum extremorum, geschweige, wie es doch vor- 
stehend verlangt wird, ein Extremum inter omnes (functiones). Dass 
man bei dem Problem iiber die kiirzeste Linie schliesslich auf die Gerade 
als Extremum inter omnes fallen werde, und dass unter den von mir 
als rectificirbar definirten Functionen ein Extremum inter omnes vor- 
handen sei, wer bezweifelt es! Die Aufgabe ist nur, das Resultat mit 
den denkbar weitesten Ausgangsdefinitionen in nothwendigen Zusammen- 
hang zu bringen. Die rectificirbaren Linien kénnten ja auch kein 
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Minimum zulassen. Da meine Beschreibung der Rectificirbarkeit Ueber- 
ginge in iiberhaupt integrirbare oder auch in nicht integrirbare Func- 
tionen auf die mannigfaltigste Weise- zuliisst, so kénnte ja die ,,Linge“ 
gewisser unter den Rectificirbaren bis zu der Uebergangsstelle in die 
Nichtrectificirbaren abnehmen, so dass, weil diese Uebergangsstelle 
ebenso wenig wie die Grenze zwischen Convergenz und Divergenz eine 
feste Grenze zu sein braucht, ein Minimum inter omnes méglicherweise 
wirklich nicht vorhanden wiire. Wer solche Bedenken fiir iibertrieben 
halten will, den mache ich darauf aufmerksam, dass die Anschauung 
nichts mehr hilft, z. B. um die Existenz einer kiirzesten Linie in einem 
Raum von mehr als drei Dimensionen zu beweisen. 

Im Falle der kiirzesten Linie erledigt sich die Frage, ob sie, wie 
verlangt, ein Extremum inter omnes sei, sehr einfach. Da man, 
wegen der Invarianteneigenschaften des Linienelements, die Endpunkte 
der kiirzeten Linie so legen kann, dass ihre Coordinaten bis auf eine 
gleich werden, so wird das Integral ein Minimum inter omnes, wenn 
die Differentialquotienten der Coordinaten nach jener einen Coordinate 
Null sind. Die dem Minimum entsprechenden Functionen sind dann 
im Integrationsintervall mit Einschluss der Endpunkte stetig. 

In anderen Fallen kann der Nachweis, dass man es mit einem 
Extremum inter omnes zu thun habe, sehr schwierig sein. Sicherlich 
ist er nicht Aufgabe der eigentlichen Variationsrechnung, die ihrem 
Wesen nach nur Extrema inter propinquas liefern kann. Es war 
vielleicht nicht iiberfliissig, diesen Punkt zur Sprache zu bringen, eben 
weil, wie gesagt, die Variationsprobleme hiufig auf Extrema inter 
omnes gerichtet sind. Dagegen vermag die Variationsrechnung inner- 
halb eines méglich allgemeinen, wenngleich angemessen beschriinkten 
Functionsbegrifis das Vorhandensein eines einzigen Extremums inter 
propinquas nachzuweisen, das ich auch, im Hinblick auf etwaige Extrema 
beschrinkterer Functionsclassen ein Eatremum LExtremorum nenne. 
Hierauf wollen wir etwas niiher eingehen. 

Die jetzt hinreichend wenig von einander verschieden angenom- 
menen Functionen y und y, gehdren selbstverstiindlich derselben 
Functionenart an, was ihre allgemeinen Eigenschaften, Stetigkeit 
u, dergl. betrifft. Nun setzen wir: 


¥ —y = oy, 


’ ’ d(y;—y) dé , 
a=" —— paid Te = by, 


a” (y,—y) d dy 
44, (9) a gps — SS! a, SOF eee Gy). 
id da” da" . 
Es gehért auch dy derselben Functionenclasse wie y und y, an, 


und wenn wir in der Rechnung nur noch behalten: 








or Qo, on Dm 


a. eee ee ee ee 





ch 


n, 
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y und dy, 


und deren Differentialquotienten, so beschrinken wir beide Functionen 
gleichzeitig, sobald wir eine von ihnen beschrainken, es sei denn, dass 
die Voraussetzungen des Problems die einseitige Beschrinkung z. B. 
von dy gestatten. Falls wir beispielsweise bereits wissen, dass ein 
Extremum, Extremorum unter den Functionen, die y bedeuten kann, 
vorhanden ist, so wird eine zum Zwecke seiner Auffindung getroffene 
Verfiigung iiber dy, die y unberiihrt lasst, an Stelle des Extremum 
Extremorum nicht ein blos partielles Extremum treten lassen kénnen. 
Falls aber die Existenz des Extremum Extremorum nicht bewiesen ist, 
so muss die Function dy allgemein gelassen werden, bis man eben 
zeigen kann, dass eine Einschriinkung auf das Resultat ohne Einfluss 
ist. Dies wird der Fall sein, wenn nach geschehener partieller Inte- 
gration nur noch die Variation dy selbst oder einer ihrer nachweislich 
nicht minder willkiirlichen Differentialquotienten unter dem Integral 
steht. Dann folgt, wie ich Art. 12 gezeigt, aus der vollen Unbe- 
schrinktheit der Variation nicht mehr, wie aus deren zweckentsprechen- 
der Beschrinkung. 


Hinsichtlich der Frage, wie man die Variation dy zu definiren 
habe, entschied ich mich fiir die Lagrange’sche Darstellung ¢A(2), 
bemerkte aber, dass in dieser Form bereits eine Beschrankung ent- 
halten sei, deren Unschidlichkeit ich Art. 5 zu zeigen suchte. Ich 
muss jedoch auf diesen Punkt zuriickkommen, weil ich an dieser Stelle 
meinem Gedankengang untreu wurde, und die Existenz des Extremums 
Extremorum zu Grunde legte, die doch eben erst bewiesen werden 
soll. Man wird dieser Schwierigkeit auf andere Weise leicht Herr, 
wie folgt. 


3. 


Die Variation dy =y, —y soll durchweg beliebig klein sein, beliebig 
verkleinert werden kénnen, ohne dass die Function y, einer anderen Be- 
schriinkung als dieser unterliegt. Es sei ¢ der grésste Werth von y, — y im 
Intervall des Integrals f Vda, so wird dy=eA(«), wenn 4 (x) eine durch 
Nichts beschrinkte Function vorstellt, ohne Zweifel alle solche Variationen 
darstellen, die im Maximum um ¢ die Extremalfunction verindern. Denkt 
man sich nun ¢ fort und fort kleinere Werthe annehmend, so wird 
fiir jeden besonderen Werth « die Grésse eA(x) stets den ganzen 
Functioneninbegriff vorstellen, fiir welche y, — y im Maximum ¢ be- 
triigt, so dass allerdings ¢4(x) ein vollig allgemeiner Ausdruck fiir die 
unbeschrinkte Variation ist, Wenn man aber « fiir einen Werth x 
abnehmend sich denkt, so lige eine Beschriinkung darin, dass in ¢4(z) 
A(x) dieselbe Function bliebe. Es kann, wenn ¢ abnimmt, 4(2) stets 
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andere Functionen des jedesmaligen Inbegriffs bedeuten. Dies driicken 
wir aus, indem wir setzen: 


dy = €A(e, 2). 
Es wird dadurch nichts geiindert in der iibrigen Theorie. Im Zu- 
sammenhang hiermit lisst sich auch die Herleitung des Art. 6. der 


Bedingung, dass die erste Variation verschwindet, etwas einfacher 
durchfihren. 


Es wird sich aber empfehlen dies in Verbindung mit der an- 
gekiindigten Aufhebung der durch die gewohnliche Methode auferlegten 
weitgehenden Beschrankungen zu zeigen und zwar sogleich an dem 
ersteren etwas allgemeineren Fall, den man in der Variationsrechnung 
zu behandeln pflegt. Wir wollen uns also diese Aufgabe stellen: 


Es soll das Extremum festgestellt werden der Functionen, die sammt 
ihren n — 1 ersten Differentialquotienten stetig sind, wihrend der n'@ 
mindestens integrirbar sein muss, so zwar, dass 

V(x, Ys y; en y") 


eine im Intervall a~--+-+b integrirbare Function sei. Das Extremum 
hat die Bedingung zu erfiillen, 1. dass 


fac Via, y,ys---y™) 


mit allen Integralen 
6 


J da V(x, Yi, Yi >°°- Yy™) 


a 


Unterschiede desselben Zeichens liisst, wenn y, den némlichen Be- 
schrankungen wie y unterworfen wird, und die Unterschiede y, — y, 
y, — y, etc. hinlinglich klein sind, und dass 2. 


YY, y 


fiir a und b in beiden Integralen dieselben sind, was man so zu schreiben 
pflegt: 
PY¥a=9, Iya =0,--- dy" =O, 


dy, =0, dy, =0,--- dy) am Q- 
4, 


Die Stetigkeit der Differentialquotienten 


Y; y; x ee aaa 
wird zu den Bedingungen der Aufgabe gehéren miissen, ebenso die 
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Integrirbarkeit von y. Da tibrigens nichts dartiber vorausgesetzt werden 
kann, wie y™ in der Function V enthalten ist, so wird, damit das 
Integral { Vdz einen Sinn habe, auch gelegentlich die Stetigkeit von 
gm” néthig sein kénnen. Die nimlichen Voraussetzungen werden fiir 
die Variationen 


dy =ed(e,x), dy =e See ---dyM—=e # Ue, 2) 


0x ox” 


gelten. 


or 


In 
OV = (Fy ou tay ay ++ +S ay) 
+ (Sr ay +240, ayay +---) 


modge V bedeuten, dass darin statt y, y’,--- steht 4 y+dy, y "AOY ey 
d. i. Mittelwerthe weinben y und y+ dy, zwischen y' und y' + dy, ---- 
Nun setze man: 


b 
o| Vdz = dz [oy 2” 


b 





av / @Vv 
a tm Ze +] 
Ta. #&v ‘ 
+ dy [ay 27 4 20y" 27 4...| 
+ ete. b 


Es leuchtet ein, dass man fiir jeden Werth von # das Argument des 
zweiten Integrals durch Verkleinern von ¢ kleiner machen kann, als 
das Argument des ersten Integrals. Vorausgesetzt ist dabei, dass keiner 
ev av 
eR? “oye 
Grenzen a---b unendlich wird, wenn man die hypothetische Extremal- 
function einsetzt. Ein solches Unendlichwerden kann ausgeschlossen 
sein durch die Form der Function V und unabhiingig von der Extremal- 
function, wie im Falle der kiirzesten Linie und anderer bekannter 
Probleme der Variationsrechnung. Andernfalls aber kann die Endlich- 
keit jener Differentialquotienten nachtriiglich, wenn man zur Differential- 
gleichung der Extremalfunction gelangt ist, bestitigt werden, 

Statt wie im Vorstehenden die Vonslionsn unter dem Integral- 
zeichen zu vergleichen, kénnen wir auch wie im Art. 6. nach dem a, 


der Differentialquotienten ae etc., -, ete. innerhalb der 
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welches in A(¢, x) multiplicirt ist, entwickeln und die Integrale ver- 
gleichen. Da Eins der grésste Werth von 4(¢, x) ist, so ist das an- 
gefiihrte Verfahren véllig streng.*) 
Somit bestimmt denn in der That die erste Variation das Zeichen 
von 6 f Vda und muss Null sein. Man hat also: 
6 
Om faz{iy dy + oy Oy +--+ ae dy, 


was ich schreiben will: 


b 
oon f dz {Vo dy + Vi, dy +--+ 4+ V,dy™). 


a 


6. 


Hier nun sind wir an dem Punkt angelangt, wo, wie ich betonte, 
die Hauptbeschriinkungen durch die Lagrange’sche Methode, die aus 
der partiellen Integration entspringen, ihren Anfang nehmen. In- 
dem aus 


b 
Om J dx {Vy dy +-+++ Vadyo 
gefolgert wird: i 


dz dz” 


b 
O— f dzdy{¥,— ST +.--+ ost 


miissen also stetig sein die ferneren Differentialquotienten 


2n— 
y, yr, oe, ye 1) 
und y®”) muss integrirbar sein. Und wenn man noch setzen will 


av, 


a" Vn 
O— Vy — Spt 


da” ’ 
so muss auch y®@") stetig sein, da aus der Willkiirlichkeit von dy nur 
folgt, dass das Integral 


fate, +---4. SI, 


da” 





zwischen beliebigen Grenzen genommen, Null ist. 


*) Die zweite Variation kann gegen die erste beliebig verkleinert werden. 
Wenn die erste unbestimmt werden kiénnte, so wiire es also unmdglich, dass die 
zweite diese Unbestimmtheit aufhébe. Da aber 6 f Vdx bestimmt ist, so muss 
also die erste Variation zugleich bestimmt sein. Entwickelt man bis zur dritten 
Variation, die gegen die zweite beliebig verkleinert werden kann, so muss auch 
die zweite Variation bestimmt sein, da die zweite und dritte zusammen es sind, 
u. s. f, Alle Variationen sind bestimmt. 








eo & te 


nm = ns 
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haftet ebenfalls der Methode an. 


sie stetig sei. 


Die ‘Transformation von 


b 


b 
of Vou = [dx{V,dy + Voy +--+ + Vady}, 


welche ich meine, ist folgende: 
Man setzt zuniichst: 


b b b x 
faxoy V=dyf dxzV,— dys dx f dx, ee 
b F 2_—3 b x ° ay—1 


4-dye- faz f dx... 7] dit, 1V, +f da oy | dx,:- f diy V,. 


a 


Im letzteren Gliede bedeutet +- :(— 1)". 


schwinden, und wegen der allgemeinen Formel: 


x x 2 x 


n-1 P 
fax diu,+* faxu =| da(X—x)"U 


Bo Zo %o 
findet man: 
{ 


b b x 
' ap £ 
Jfavdy hy = YX facoy fag@—er%,, 


so dass 








Falls man, wie vorstehend, die partielle Integration anwendet, 
um unter dem Integralzeichen nur dy und keinen Differentialquotienten 
davon zu behalten, so sind die Beschriinkungen der Differentialquotien- 
ten y™.--y@"— nicht zu vermeiden. Die weitere y®” betreffende 


Wenn man aber umgekehrt, wie nach der Lagrange’schen 
Methode, verfiaihrt, und alle dy, dy’, - - - dy“—» entfernt und nur dy™ 
unter dem Integrale lisst, so ergiebt sich, dass die Beschrankungen 
y™, y@+, etc. betreffend wegfallen, Nur um die Bedingungsgleichung 
zu finden, deren Integral die correcte Methode liefert statt ihrer selbst, 
muss von Neuem die Beschriinkung von y eingefiihrt werden, dass 


Weil die Variationen von y, y',---y"—" an den Grenzen ver- 
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8 frac fossonys fap (a ae 8) i 


(—1) n— 
+4 feet iii 


Wir diirfen aber hierin dy™ nicht als willkiirliche Variation behan- 
deln, sondern sie ist durch die Bedingungen beschriinkt, dass an den 
Grenzen dy, dy’, --- dy"—" verschwinden miissen. 
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8. 


Wir eliminiren diese Beschrinkungen, indem wir, ahnlich wie 
Art. 18. gezeigt, das Problem in ein isoperimetrisches verwandeln. 

Die Bedingungen dy, = 0, dy, = 0 beschriinken dy’, und diese Be- 
schriinkung driickt sich aus, indem man setzt, 


b 
0 = [oy du 


und, wie ich |, c. angab, dy’ unterliegt in Folge der Bedingungen 
dy. = 0, dy, =O keiner weiteren Beschrinkung, weil, wie wir auch 
die Ableitung dy bestimmen mégen, ein Werth ihres unbestimmten 
Integrals beliebig ist. 

Aber auch die iibrigen Bedingungen: 


dye =0, dy.” =0, 
dy =0, dy” =0, 


betreffen nur die Endpunkte der Function dy’. 
Daher stellt die Gleichung: 


ete. 


6 
fayan =0 


die gesammte Beschriinkung von dy’ im Intervall a---b dar. 
Auf dieselbe Weise zeigt man, dass 


2 
J oy'ae = 0 


diejenige gesammmte Beschrinkung von dy” im Intervall a--- 6 dar- 
stellt, welche herriihrt von den Bedingungen 
Oya =0, dy.’ =0, 


é 4 etc. 
dy, =0, dy” =, 
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Denn die Bedingungen dy, = 0, dy, = 0 beschriinken dy” nicht, da, 
wie dy” auch bestimmt werden mag, zwei Werthe von dy willkiirlich 
bleiben. 
So ergiebt sich successive, dass die Variationen 
dy’, dy”, ae dy 
im Intervall a ---b nur den Beschrinkungen 


; b b b 
: 0=— fayae, O— foy'dz,-..0— foymar 
unterliegen. Fiihrt man diese als isoperimetrische Bedingungen ein, 


6 
' indem man sie mit Constanten multiplicirt und zu 0 { Vda«=0 hinzu- 


addirt, so werden die Variationen von ihren Beschriinkungen befreit. 


9. 

Hier muss die allgemeine Ableitung der isoperimetrischen Regel 
zu Grunde gelegt werden, welche ich im Art. 17. mittheilte, allerdings 
in ihrer tbrigens naheliegenden Ausdehnung auf mehrere Bedingungs- 
integrale. 
| Es soll sein 


6f Vdx=0 


mit den Bedingungen: 


6 Uae =o, 6{U,dx=0,---8f Unde =0. 


Man setze: 


dy = Joy + C,d,y + C,d,y +--+ + Crdry, 
wo die d,y,---6,y unbeschriinkte Variationen bedeuten. Die C lassen 
sich so bestimmen, dass simmtlichen Bedingungsgleichungen geniigt 
wird. 
Denn man hat: 


3, | U, dx + 0,0, f 0, ow ee. Cuda f U, dz = 0, 
4,f U,de + 0,8, [ U,de + — On 8, | Updx = 0, 
4, f Unde + 0,8, f Usde + is a Cudn f Ud = 0. 


Es muss also auch sein: 


4, {Vda + 0,8, {Vax +--+ Cdn f Vax = 0. 
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Durch Elimination der C erhalten wir eine Gleichung der Form: 





7 > a W 
5,{ | Vde + “| Ude t+. +6, f Usde| =o. 
10. dur 
Um die isoperimetrischen Bedingungen: 
b b b 
foyax—0, fey'ax =0,. . . faymde =0 ste 
einzufiihren, geben wir ihnen die Formen: ste 


6 b x . 
faxay, Jaxfaxoy, -. ° fazfas , «si fas, Ce dy gel 


oder 
4 4 bs 
1 
faroy, faxayo—a), ae pif ard —x)*—', gal 
«a a a sic 
somit wird unsere Gesammtvariation: all 


A= favays (w+ re me — fa 


% 


+ fate—o gi ee te = fate 1 OY 


worin W eine ganze rationale Function (n—1)sten Grades vorstellt, . 
deren » Coefficienten durch die » Constanten der isoperimetrischen 8 
Transformation ausgedriickt werden kénnen. 


Setzen wir A = 0, so ist also iiber dy™ keine neue Voraussetzung - 
eingefiihrt, sie erfreut sich derselben Willkiirlichkeit wie dy, und der- 
selben Unbeschriinktheit wie y™, d. i. braucht im Allgemeinen nur 4 


integrirbar zu seien. Es folgt also (Art. 12.) 


fartwt on ~ oy) - fe t ia , +++} a= a 


di 
zwischen beliebigen dem Intervall a ---b angehdrigen Grenzen. Nun ill 
tritt die einzige Beschrinkung der Functionenclasse ein, zu welcher V 
das Extremum Extremorum gehéren soll, die nicht im urspriinglichen N 


Problem zu liegen braucht. Wir nehmen y™ stetig an, um aus vor- 
stehender Gleichung zu erhalten: 








'i- = = 
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w+? a n — f asp oT +: . + ty fae &)*— 1 a= O. 


Diese Beschriinkung ist die einzige, sage ich, denn die weiteren 
durch die Lagrange-Methode geforderten, dass 


yet, ey ye”) 


stetig seien, umgeht man wie folgt: 
Das betreffende Extremum Extremorum der Functionenclasse mit 
stetigen Differentialquotienten 


SS ee 
geniigt der Gleichung: 


Om W+ rma me — fat ae eat 


weil wir sie ohne weitere Hypothese aus den Bedingungen der Auf- 
gabe gefunden haben. Differenziren wir diese Gleichung, so ergiebt 
sich, da alles Uebrige stetig ist, dass auch y+ stetig sein muss, 
allerdings bis auf einzelne Punkte, in denen einer der Differential- 
oV av 


quotienten —— by aor ’ ay ay ay (n) 


etwa unstetig wird. Diesen Schluss kann 


man fortsetzen, und findet, dass -y sammt allen seinen Differential- 
quotienten mit den Didiiwentisdgustionten y*t), y+)... gestatteter 
Ausnahme einzelner Punkte stetig sein muss, und der Gleichung: 


ie FS a” av 
°= "Gy — de oy TE ae jy 
geniigt. 

Giebt es also nur eine Function, die mit ihren Differentialquotien- 
ten y’, y”, --- y™ im Intervall a---b stetig ist, und dieser Differen- 
tialgleichung und den Grenzbedingungen, dass y, y’, +--+ y*~" fiir 
a und b-gegebene Werthe annehmen, geniigt, so ist sie das Extremum 
Extremorum. 


Es darf aber die Lésung nicht auch einer Gleichung 
a ay 
dieser Differentialquotienten unendlich macht, so muss das Integral 
iiber einen solchen Punkt genommen unbedingt convergent sein. 
Vielleicht jedoch, woriiber ich nicht nachgedacht habe, liegt in der 
Methode selbst ein Hinderniss fiir das Kintreten solcher Denkbarkeiten. 

Jedenfalls sind die Beschriinkungen, welche die Methode zu denen 
des Problems fiigte, durch die vorstehende Analyse bedeutend herab- 





sy = 


= oo geniigen; und wenn sie in einzelnen Punkten einen 
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gesetzt. Es bleibt eben nur noch diese eine iibrig, dass y™, statt dass 
sie nur integrirbar zu sein braucht, stetig sein muss. Dies ist nun, 
ich wiederhole es, im Allgemeinen eine wirkliche Beschrinkung, die, 
wie aus dem Problem iiber die kiirzeste Linie folgt, durchaus nicht im 
urspriinglichen Problem ihren Grund findet. 

Das Verfahren, welches diente (Art. 14.), um diese Beschrinkung 
bei der kiirzesten Linie aufzuheben, gestattet zwar keine vollstiindige 
Verallgemeinerung. Ich glaube aber, dass es sich ausdehnen lisst auf 
eine Classe von Problemen, bei denen die Differentialgleichung eine 
sofortige erste Integration zulisst. 

So wiirden denn doch einige der classischen Aufgaben, die man seit 
Erscheinen des Methodus inveniendi ... in den Biichern findet, und 
die mit seltener Vollstindigkeit und Eleganz in Herrn Lindeléffs 
vortrefflichem Werke behandelt sind, eine vom Standpunkte der Func- 
tionentheorie aus véllig strenge und allgemeine Lésung zulassen, worauf 
ich zuriickzukommen beabsichtige. 


_ Das allgemeine Ergebniss unserer bisherigen Untersuchung tiber 
die Tragweite der Variationsrechnung ist also dieses: 

Erstens darf man von ihr nicht verlangen, dass sie ein Katremum 
inter omnes liefere. Sie ergiebt nur ein Extremum inter propinquas, 
unter diesen aber meistens ein Extremum extremorum. Der Schluss 
vom Extremum der Variationsrechnung auf das Extremum inter omnes 
heischt eine besondere in der Methode nicht vorgesehene Begriindung. 

Zweitens, und dies ist ein — nicht wie der vorige eigentlich der 
Aufgabe, sondern wirklich — der Methode anhaftender Mangel, fiigt 
die Variationsrechnung zu den hinsichtlich der Stetigkeitsverhiltnisse der 
gesuchten Function nothwendigen Beschrinkungen solche hinzu, welche 
die Aufgabe offenbar nicht verlangt, und die wir im Obigen auf ihr 
geringstes Maass, das aber nicht Null ist, zuriickgefiihrt zu haben 
glauben. 


Freiburg i. B., im September 1879. 
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